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1. Ôðîáåíèóñîâû ïàðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôðîáåíèóñîâîé ïàðîé íàçîâåì ïàðó (A, g), ãäå:
1) A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé e ∈ A

íàä ïîëåì K.
2) g : A × A → K � ñèììåòðè÷åñêàÿ íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà òàêàÿ,

÷òî g(a, b · c) = g(a · b, c).
Ýòà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïîðîæäàåò ëèíåéíóþ ôîðìó θ(a) = g(a, e).

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è θ ∈ A∗
� ëèíåéíàÿ ôîðìà. Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà g(a, b) = θ(a · b) íåâûðîæäåíà, åñëè
è òîëüêî åñëè Ker(θ) íå ñîäåðæèò èäåàëîâ A. Â ýòîì ñëó÷àå (A, g) îáðàçóåò
ôðîáåíèóñîâó ïàðó.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôðîáåíèóñîâà ïàðà � ýòî ïàðà (A, θ), ãäå A
� êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è θ : A → K �
ëèíåéíàÿ ôîðìà òàêàÿ, ÷òî Ker(θ) íå ñîäåðæèò èäåàëîâ A.

Åñëè ñóùåñòâóåò ôðîáåíèóñîâà ïàðà âèäà (A, θ), òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ
ôðîáåíèóñîâîé, òî åñòü åå ïðàâûå è ëåâûå ðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû
[15].
Ïðèìåð 1.1. (Ôðîáåíèóñ). Ïóñòü G �êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ðàññìîòðèì åå
ãðóïïîâóþ àëãåáðó

A = K[G] = {a =
∑
i

αigi|αi ∈ K, gi ∈ G}.

Ïîëîæèì θ(
∑

i αigi) = α0, ãäå g0 � åäèíèöà ãðóïïû G.
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Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è µ � ìåðà íà Ω. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

A = {f : Ω→ K}
âñåõ ôóíêöèé íà Ω. Ïîëîæèì θ(f) =

∫
Ω
fdµ.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü X � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå è dimX = 2n.
Ðàññìîòðèì ÷åòíûå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà A = Hev(X,C) ñ îïåðàöèåé a · b = a ∧ b.
Äëÿ a =

∑
i ai, ãäå ai ∈ H2i(X,C), ïîëîæèì θ(a) =

∫
X
an.

Ïðèìåð 1.4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî A = Kn ñ îïåðàöèåé
(a1, ..., an) · (b1, ..., bn) = (a1b1, ..., anbn)

(ò.å. A � àëãåáðà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî λi ∈ K, λi 6= 0
(i = 1, ..., n), è ïîëîæèì

θ(a1, ..., an) =
n∑
i=1

λiai.

Çàäà÷à 1.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðû (A, θ) èç ïðèìåðîâ 1.1-1.4 ÿâëÿþòñÿ
ôðîáåíèóñîâûìè ïàðàìè.

Ïóñòü (A, θ) � ôðîáåíèóñîâà ïàðà è A∗ - äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
θ ∈ A∗, g ∈ A∗

⊗
A∗ = Hom(A,A∗) è g−1 ∈ Hom(A∗, A).

Ðàññìîòðèì òðèëèíåéíóþ ôîðìó
c ∈ A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗ = Hom(A⊗ A,A∗),

ãäå
c(a, b, d) = c(a⊗ b⊗ d) = θ(a · b · d).

Òîãäà
g−1c ∈ Hom(A⊗ A,A).

Ëåììà 1.1. a · b = g−1c(a⊗ b).
Proof. Äëÿ a ∈ A, ` ∈ A∗ ïîëîæèì 〈a, `〉 = `(a). Òîãäà äëÿ êàæäîãî x∗ ⊂ A∗

〈a · b, x∗〉 = g(a · b, g−1(x∗)) = θ(a · b · g−1(x∗)) = c(a⊗ b⊗ g−1(x∗)) =

= 〈c(a⊗ b), g−1(x∗)〉 = 〈g−1c(a⊗ b), x∗〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, a · b = g−1c(a⊗ b). �

Òàêèì îáðàçîì, ôðîáåíèóñîâà ïàðà � ýòîò êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ çàäàííûìè íà íåì ëèíåéíîé, áèëèíåéíîé è òðèëèíåéíîé ôîðìàìè ñî ñïåöèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè. Ýòî ñîîáðàæåíèå âìåñòå ñ òîïîëîãè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü [4], ÷òî êàòåãîðèÿ ôðîáåíèóñîâûõ ïàð èçîìîðôíà êàòåãîðèè 2D
òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ â ñìûñëå [2]. Áîëåå îáùèì 2D òîïîëîãè÷åñêèì òåîðèÿì
ïîëÿ îòâå÷àþò óæå íåêîììóòàòèâíûå ôðîáåíèóñîâû ïàðû [1].

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî K = C Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ðàññìîòðèì `a ∈ Hom(A,A), ãäå
`a(x) = a · x.
Ëåììà 1.2. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Òîãäà
ñîîòâåòñòâèå a 7→ `a ïîðîæäàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû.
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Proof.
`λa+µb(x) = (λa+ µb)x = (λ`a + µ`b)(x) · `ab(x) = abx = (`a · `b)(x).

Ïóñòü `a(A) = 0, òîãäà a = `ae = 0. �
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè îïåðàòîð
`a ∈ Hom(A,A) äèàãîíàëèçóåì. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè âñå åå
ýëåìåíòû ïîëóïðîñòû. Ôðîáåíèóñîâà ïàðà (A, θ) íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè A
ïîëóïðîñòà.
Çàäà÷à 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A ïîëóïðîñòà, åñëè è òîëüêî åñëè am 6= 0 äëÿ
âñåõ a ∈ A, a 6= 0,m > 0.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðû èç ïðèìåðîâ 1.1, 1.2,1.4 ïîëóïðîñòû, à èç
ïðèìåðà 1.3 íåò.
Ëåììà 1.3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïîëóïðîñòàÿ
êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà `a îäíîìåðíî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
`b äëÿ âñåõ b ∈ A.
Proof. Âûáåðåì a ∈ A òàê, ÷òîáû îïåðàòîð `a èìåë ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîm ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü µ1, ..., µm � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà `a è Ai �
ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå µi. Ðàññìîòðèì b ∈ A, h ∈ Ai è f = `bh.
Òîãäà `af = `a`bh = `b`ah = µi`bh = µif è, ñëåäîâàòåëüíî, `bAi ⊂ Ai.

Îïåðàòîð `a+λb èìååò íå áîëåå m ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðè÷åì ïðè ìàëûõ λ ýòè
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò âáëèçè {µ1, ..., µm} è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ `a+λb íà Ai èìåþò ëèøü 1 ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð `b òàêæå èìååò ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
íà Ai. Òàêèì îáðàçîì, `b(c) = εbic äëÿ âñåõ c ∈ Ai. ×èñëà, εb1, ..., εbm îïðåäåëÿþò
îïåðàòîð `b è, â ÷àñòíîñòè, dim{`b | b ∈ A} ≤ m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 1.2, dimA = dim{`b | b ∈ A}, îòêóäà∑m
i=1 dimAi = dimA = dim{`b | b ∈ A} ≤ m è ñëåäîâàòåëüíî dimAi = 1 äëÿ âñåõ

i. �
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü (A, θA) è (B, θB) � äâå ôðîáåíèóñîâû ïàðû. Èçîìîðôèçì
ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ôðîáåíèóñîâûõ ïàð, åñëè θB(ϕ(a)) = θA(a) ïðè
a ∈ A.
Òåîðåìà 1.1. Êàæäàÿ ïîëóïðîñòàÿ ôðîáåíèóñîâà ïàðà èçîìîðôíà ïàðå èç ïðèìåðà
1.4, òî åñòü (Kn, θ).
Proof. Ïóñòü (A, θA) � ïîëóïðîñòàÿ ôðîáåíèóñîâà ïàðà. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 îíà
èìååò áàçèñ f1, ..., fn òàêîé, ÷òî b · fi = `bfi = εbifi äëÿ êàæäîãî b ∈ A. Ýòî äàåò
ãîìîìîðôèçì

ϕ : A→ Cn, ãäå ϕ(b) = (εb1, ..., ε
b
n).

Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 ϕ �ìîíîìîðôèçì è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçì, ïîñêîëüêó
dimA = n. Ïîëîæèì θ(x) = θA(ϕ−1(x)) äëÿ x ∈ Cn. Òîãäà Ker θ = ϕ(Ker θA) íå
ñîäåðæèò èäåàëîâ àëãåáðû Cn. Ñëåäîâàòåëüíî,

θ(ε1, ..., εn) =
n∑
i=1

λiεi,

3



ãäå λi 6= 0 äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, ϕ ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ïàð (A, θA) è (Cn, θ).
�

Îïðåäåëåíèå 1.4. Áàçèñ X1, ..., Xn ∈ A ïîëóïðîñòîé ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû A
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, åñëè Xi ·Xi = Xi è Xi ·Xj = 0 ïðè i 6= j.
Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü X1, ..., Xn � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïîëóïðîñòîé
ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû A è (A, θ) � ôðîáåíèóñîâà ïàðà. Ïóñòü
µi = θ(Xi) è η1, ..., ηn ∈ A∗ � äâîéñòâåííûé áàçèñ (ηi(Xj) = δij). Òîãäà
e =

∑n
i=1Xi, θ =

∑n
i=1 µiη

i, g =
∑n

i=1 µiη
i ⊗ ηi, c =

∑n
i=1 µi · ηi ⊗ ηi ⊗ ηi.

Òåîðåìà 1.2. Ó êàæäîé ïîëóïðîñòîé ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû A åñòü êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ. Ýòîò áàçèñ åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A = Kn, ãäå (Knθ) � ïàðà èç ïðèìåðà
1.4. Àëãåáðà Kn èìååò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ xi = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0). Ïóñòü y1, ..., yn �
äðóãîé êàíîíè÷åñêèé áàçèñ àëãåáðû Kn. Òîãäà xi =

∑n
j=1 εijyj è yk =

∑n
j=1 ξkjxj.

Òàêèì îáðàçîì,

ξkixi = (
n∑
j=1

ξkjxj)xi = ykxi = yk(
n∑
j=1

εijyj) = εikyk.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè εik 6= 0 è ωki = ξki
εik

, òî
yk = ωkixi = ωkix

2
i = ω−1

ki (ωkixi)
2 = ω−1

ki y
2
k = ω−1

ki yk = xi. �

2. Ñòðóêòóðû Äóáðîâèíà: îïðåäåëåíèå è äâà ïðèìåðà
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü M � ãëàäêîå âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå
ìíîãîîáðàçèå. Ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà íà M íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ïîëóïðîñòîé
ôðîáåíèóñîâîé ïàðû (Mp, θp) íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Mp = TpM êàæäîé
òî÷êè p ∈M òàêàÿ, ÷òî

1) Òåíçîðû θ = {θp|p ∈M}, g(a, b) = θ(a · b), c(a, b, d) = θ(a · b · d) ãëàäêèå è dθ = 0.
2) Ìåòðèêà g ïîðîæäàåò ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü ∇ òàêóþ, ÷òî ∇e = 0, ãäå e � ïîëå

åäèíèö.
3) Ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå M

⋃
α Uα êîîðäèíàòíûìè êàðòàìè

(x1
α, ..., x

n
α) : Uα → Kn

òàêîå, ÷òî (∂/∂x1
α, ..., ∂/∂x

n
α) îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ Mp ïðè êàæäîì p ∈ U .

4) Ýéëåðîâî ïîëå E =
∑n

i=1 x
i
α(∂/∂xiα) íå çàâèñèò îò α, ïðè÷åì ∇∇E = 0 è

LEθ = (m+ 1)θ, ãäå LE � ïðîèçâîäíàÿ Ëè ïî ïîëþ E.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü M = Rn = {(x1, ..., xn)|xi ∈ R}. Êîîðäèíàòû (x1, ..., xn)
ïîðîæäàþò äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû dxi è âåêòîðíûå ïîëÿ ∂/∂xi. Çàäàäèì íà
Mp ñòðóêòóðó àëãåáðû, ïîëîæèâ

∂

∂xi
· ∂

∂xj
= δij

∂

∂xi
.

Òîãäà e =
∑n

i=1(∂/∂xi), θ =
∑n

i=1 dx
i, g =

∑n
i=1 dx

i ⊗ dxi, c =
∑n

i=1 dx
i ⊗ dxi ⊗ dxi è

LE = θ. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà.
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Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü M̃ = M̃n � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà
p(z) = zn+1 + a1z

n−1 + ...+ an−1z + an, ai ∈ C.
(Ýòî ïðîñòðàíñòâî èçâåñòíî â òåîðèè îñîáåííîñòåé êàê ïðîñòðàíñòâî âåðñàëüíûõ
äåôîðìàöèé îñîáåííîñòè An.)

Ïóñòü p = p(z) ∈ M̃, v ∈ M̃p è pv(z, s) = zn+1 + a1(s)zn−1 + ... + an(s) � êðèâàÿ â
ìíîæåñòâå M̃ , îòâå÷àþùàÿ êàñàòåëüíîìó âåêòîðó v è òàêàÿ, ÷òî pv(z, 0) = p(z).
Ïîëîæèì

ȧi =
dai(s)

ds
|s=o è ṗv(z) =

∂pv(z, s)

∂s
|s=0 = ȧ1z

n−1+, ...,+ȧn.

Ñîîòâåòñòâèå v 7→ ṗv ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì

ϕp : M̃p → Qn−1 = {b1z
n−1 + ...+ bn | bi ∈ C}

íà ïðîñòðàíñòâî Qn−1 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1.
Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîãî÷ëåí p′(z) = (n+1)zn+...+an−1. Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ
∗p : M̃p × M̃p → M̃p, ãäå

v1 ∗p v2 = ϕ−1
p (ϕp(v1) · ϕp(v2) (mod p′)).

Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ϕp(v1 ∗p v2) = ϕp(v1) · ϕp(v2)− fp′,

ãäå f � åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî ϕp(v1) · ϕp(v2)− f · p′ ∈ Qn−1.
Ïîëîæèì òàêæå

θp(v) = − Res
z=∞

ϕp(v)

p′(z)
dz, θ = {θp|p ∈ M̃} è g(a, b) = θ(a · b).

Çàäà÷à 2.1. Óìíîæåíèå ∗p è ëèíåéíàÿ ôîðìà θp ïîðîæäàþò íà M̃p ñòðóêòóðó
ôðîáåíèóñîâîé ïàðû ñ åäèíèöåé e = ϕ−1(1). Àëãåáðà M̃p ïîëóïðîñòà, åñëè è òîëüêî
åñëè êîðíè ìíîãî÷ëåíà p′(z) ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ïóñòü M = Mn ⊂ M̃n � ïîäìíîæåñòâî òàêèõ p ⊂ M̃n, ÷òî êîðíè α1, ..., αn
ìíîãî÷ëåíà p′(z) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äëÿ p ∈ M ïîëîæèì xi = xi(p) = p(αi).
Ôóíêöèè xi îáðàçóþò êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè U ⊂ M òî÷êè p. Äàëåå â ýòîì
ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî p ∈ U ⊂M .

Ëåììà 2.1. Âåêòîðû (∂/∂x1, ..., ∂/∂xn) îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Mp,
∂p

∂xj
=
∏

i 6=j

(z − αi)
(αj − αi) ,

è

θ =
da1

n+ 1
=

n∑
i=1

µjdx
j,

ãäå
µj =

1

n+ 1

∏

i6=j

1

αj − αi =
1

n+ 1

∂a1

∂xj
.
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Proof.
δij =

∂xi

∂xj
=
∂p(αi)

∂xj
=
∂((αi)

n+1 + a1(αi)
n−1 + ...+ an)

∂xj
=

((n+ 1)(αi)
n + (n− 1)a1(αi)

n−2 + ...+ an−1)
∂αi
∂xj

+
∂a1

∂xj
(αi)

n−1 + ...+
∂an
∂xj

=

p′(αi)
∂αi
∂xj

+
∂p

∂xj
(αi) =

∂p

∂xj
(αi).

Òàêèì îáðàçîì,
∂p

∂xj
(αi) = δij

è
∂p

∂xj
=
∏

i 6=j

(z − αi)
(αj − αi) = (

∏

i6=j

1

αj − αi )z
n−1 + A1z

n−2 + ...+ An−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∂p

∂xj
=

∂

∂xj
(zn+1 + a1z

n−1 + ...+ an) =
∂a1

∂xj
zn−1 + ...+

∂an
∂xj

.

Òàêèì îáðàçîì,
∏

i 6=j

1

αj − αi =
∂a1

∂xj
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ϕp(
∂
∂xi

) = ∂p
∂xi

è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû { ∂
∂xi
} îáðàçóþò

êàíîíè÷åñêèé áàçèñ àëãåáðû Mp, åñëè è òîëüêî åñëè
∂p

∂xj
· ∂p
∂xk

= δjk
∂p

∂xj
− fp′,

ãäå f � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.
Ïóñòü j 6= k. Òîãäà

∂p

∂xj
· ∂p
∂xk

=
∏

i 6=j

(z − αi)
(αj − αi)

∏

i6=k

(z − αi)
(αk − αi) =

n∏
i=1

(z − αi) · f̃ = p′f,

ãäå f � ìíîãî÷ëåí. Êðîìå òîãî,

(
∂p

∂xj
− 1)(αj) =

∏

i 6=j

αj − αi
αj − αi − 1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,
∂p

∂xj
− 1 = (z − αj) · ψ

è
∂p

∂xj
· ∂p
∂xj
− ∂p

∂xj
=

∂p

∂xj
(
∂p

∂xj
− 1) =

∏

i6=j

(z − αi)
(αj − αi)(z − αj)ψ =

n∏
i=1

(z − αi) · f̃ = p′ · f,

ãäå f è ψ � ìíîãî÷ëåíû. Òàêèì îáðàçîì,

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn
)
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îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â MP .
Îïðåäåëèì µi ðàâåíñòâîì θ =

∑n
i=1 µjdx

j. Òîãäà

µj = θ(
∂

∂xj
) = −Resz=∞∂p/∂x

j

p′
dz =

n∑

k=1

Resz=αk
∂p/∂xj

p′
dz =

=
n∑

k=1

Resz=αk

∏
i 6=j

z−αi
αj−αidz

(n+ 1)
∏n

i=1(z − αi) =
n∑

k=1

Resz=αk
dz

(n+ 1)(z − αj)
∏

i 6=j(αj − αi)
=

=
1

(n+ 1)
∏

i6=j(αj − αi)
=

1

n+ 1

∂a1

∂xj
.

�

Ëåììà 2.2. Ïóñòü E =
∑n

i=1 x
i(∂/∂xi). Òîãäà LEθ = 2

n+1
θ.

Proof. Ìíîãî÷ëåíû LEp è p − z
n+1

p′ èìåþò îäèíàêîâûå ñòåïåíè n − 1 è ñîâïàäàþò â
òî÷êàõ α1, ..., αn, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 2.1

LE(p)(αk) =
n∑
j=1

xj
∂p

∂xj
(αk) =

n∑
j=1

xj
∏

i6=j

z − αi
αj − αi (αk) =

=
n∑
j=1

xj
∏

i6=j

αk − αi
αj − αi = xk = p(αk) = p(αk)− z

n+ 1
p′(αk).

Òàêèì îáðàçîì, LE(p) = p− z
n+1

p′.
Êîýôôèöèåíòû a1, ..., an ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè ìíîãî÷ëåíà

p(z) = zn+1 +
∑n

k=1 akz
n−k íà ìíîæåñòâå M . Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

F =
n∑

k=1

k + 1

n+ 1
ak

∂

∂ak

íà M . Òîãäà

LF (p)(z) =
n∑

k=1

k + 1

n+ 1
akz

n−k =
n∑

k=1

(1− n− k
n+ 1

)akz
n−k =

= p(z)− z

n+ 1
p′(z) = LE(p)(z).

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1,

LEθ =
1

n+ 1
LEda1 =

1

n+ 1

n∑

k=1

k + 1

n+ 1
L(ak

∂
∂ak

)da1 =

=
1

n+ 1

2

n+ 1
da1 =

2

n+ 1
θ.

�

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ∇∇E = 0
7



Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàøà ìåòðèêà ïëîñêàÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ïëîñêèå
êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ω = ω(p, z) íàM×C òàêóþ,
÷òî ωn+1 = p(z) è z = ω + t1

ω
+ t2

ω2 + .... Ðàâåíñòâî

ωn+1 = p(ω +
t1

ω
+
t2

ω2
+ ...)

ïîçâîëÿåò íàéòè ti êàê ïîëèíîìû îò ai. Â ÷àñòíîñòè, t1 = −a1/(n+1), t2 = −a2/(n+1)

Ëåììà 2.3. Ôóíêöèè t1, ..., tn îáðàçóþò êîîðäèíàòû íà U è

g(
∂

∂ti
,
∂

∂tj
) = (n+ 1)δi+j,n+1.

Proof. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ p(z, t) = zn+1 + a1(t)zn−1+
+...+ an(t),çàâèñÿùèõ îò íàøèõ êîîðäèíàò t = (t1, ..., tn). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

z(ω, t) = ω +
t1

ω
+
t2

ω2
+ ...

òàêóþ, ÷òî ωn+1 = p(z(ω, t), t). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω è ti � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
Òîãäà

0 =
dωn+1

dti
=
∂p

∂ti
+
∂p

∂z

∂z

∂ti
=
∂p

∂ti
+ p′

1

ωi
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂p

∂ti
= − p

′

ωiè
g(

∂

∂ti
,
∂

∂tj
) = θ(

∂

∂ti
· ∂
∂tj

) = −Resz=∞
∂p
∂ti
· ∂p
∂tj

p′
dz =

= −Resz=∞ p
′dz
ωi+j

= −Resω=∞
dp

ωi+j
= −Resω=∞

dωn+1

ωi+j
= (n+ 1)δi+j,n+1.

�
Ëåììà 2.4. Â êîîðäèíàòàõ (t1, ..., tn) : U → Cn ïîëå åäèíèö èìååò âèä e = − 1

n+1
∂
∂tn

è ∇e = 0, ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé g.
Proof. Íàïîìíèì, ÷òî t1 = −a1/(n + 1). Ïóñòü ïîëå åäèíèö èìååò âèä e =

∑
α ρα

∂
∂tα

.
Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 2.1 è 2.3

δβ,1 = dt1(
∂

∂tβ
) =

−1

n+ 1
da1(

∂

∂tβ
) = −θ( ∂

∂tβ
) = −g(e,

∂

∂tβ
) =

= −g(
n∑

α=1

ρα
∂

∂tα
,
∂

∂tβ
) = −

n∑
α=1

ραg(
∂

∂tα
,
∂

∂tβ
) =

= −(n+ 1)
n∑

α=1

ραδα+β,n+1 = −(n+ 1)ρn+1−β

Ñëåäîâàòåëüíî, ρn+1−β = − 1
n+1

δβ,1, ρα = − 1
n+1

δn+1−α,1 è e = − 1
n+1

∂/∂tn. Ýòî
ïîëå ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ (ò.å.∇ ∂

∂tα
(e) = 0. ), ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 2.3,

êîîðäèíàòû {ti} ïëîñêèå. �
Ëåììû 2.1-2.4 è çàäà÷à 2.2 äîêàçûâàþò ÷òî

Òåîðåìà 2.1. Ôðîáåíèóñîâû ïàðû (Mp, θp) çàäàþò íà M ñòðóêòóðó Äóáðîâèíà.
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3. Ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû

Ñëåäóþùèå 5 ðàçäåëîâ ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Äóáðîâèíà, î
åñòåñòâåííîì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ñòðóêòóðàìè Äóáðîâèíà
è ðåøåíèÿìè WDVV óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì ïîýòàïíî "ïåðåïèñûâàòü"
ãåîìåòðè÷åñêèå àêñèîìû ñòðóêòóðû Äóáðîâèíà â óäîáíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì. ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû,
ïîðîæäàþùåé êàíîíè÷åñêèå áàçèñû â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíî
ñèììåòðèè íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ. Ýòî ñâîéñòâî ïîíàäîáèòñÿ
íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ WDVV óðàâíåíèé.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü M � ãëàäêîå âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå
ìíîãîîáðàçèå. Ïî÷òè ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé íà M íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà
ïîëóïðîñòîé ôðîáåíèóñîâîé ïàðû (Mp, θp) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Mp = TpM
â êàæäîé òî÷êå p ∈M , ïðè÷åì

1) òåíçîð θ = {θp|p ∈M} ãëàäêèé;
2) êàíîíè÷åñêèå áàçèñû àëãåáð Mp îáðàçóþò ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ X1, ..., Xn.
Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g(a, b) = θ(a · b) äàåò ñâÿçíîñòü ∇. Òàêèì îáðàçîì,
LZ(g(X,Y )) = (∇Zg)(X, Y ) + g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

ãäå LZ � ïðîèçâîäíàÿ Ëè. Ïîëîæèì
c(a, b, d) = θ(a · b · d) è γ(V,X, Y, Z) = (∇V c)(X, Y, Z).

Íàïîìíèì, ÷òî
LU(C(X,Y, Z)) = (∇UC)(X,Y, Z) + C(∇UX, Y, Z) + C(X,∇UY, Z) + C(X, Y,∇UZ),

äëÿ X,Y, Z, U ∈ TM, C ∈ T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ T ∗M .
Ëåììà 3.1. Ïóñòü òåíçîð γ(X, Y, Z, V ) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ 4
ïåðåìåííûõ. Òîãäà:

1) g(∇XkXi, Xj) = 0, åñëè k 6= i, i 6= j, k 6= j.
2) g(∇XiXi, Xj) = g(∇XjXj, Xi).
3) g(∇XiXj, Xi) = g(∇XjXi, Xi).

Proof. Ïî îïðåäåëåíèþ γ(Xk, Xj, X`, Xi) = (∇Xkc)(Xj, X`, Xi) =
= LXk(c(Xj, X`, Xi))− c(∇XkXj, X`, Xi)− c(Xj,∇XkX`, Xi)− c(Xj, X`,∇XkXi) =
= LXk(θ(Xj ·X` ·Xi))− θ(∇XkXj ·X` ·Xi)− θ(Xj · ∇XkX` ·Xi)− θ(Xj ·X` · ∇XkXi).

Ïóñòü i 6= j, j 6= k, i 6= k Òîãäà −g(∇XkXi, Xj) = −θ(∇XkXi ·Xj ·Xj) =
= LXk(θ(Xi ·Xj ·Xj))− θ(∇XkXi ·Xj ·Xj)− θ(Xi ·∇XkXj ·Xj)− θ(Xi ·Xj ·∇XkXj) =
= γ(Xk, Xi, Xj, Xj) = γ(Xj, Xi, Xj, Xk) =
LXj(θ(Xi ·Xj ·Xk))−θ(∇XjXi ·Xj ·Xk ·Xk)−θ(Xi ·∇XjXj ·Xk)−θ(Xi ·Xj ·∇Xk , Xk) = 0.

Ïóñòü i 6= j. Òîãäà −g(∇XiXi, Xj) = −θ(∇XiXi ·Xj ·Xj) =
LXi(θ(Xi ·Xj ·Xj))− θ(∇XiXi ·Xj ·Xj)− θ(Xi · ∇XiXj ·Xj)− θ(Xi ·Xj · ∇XiXj) =
= γ(Xi, Xi, Xj, Xj) = γ(Xj, Xj, Xi, Xi) = −g(∇XjXj, Xi).

Êðîìå òîãî, åñëè i 6= j, òî −g(∇Xi , Xj, Xi) = −θ(∇XiXj ·Xi ·Xi) =
LXi(θ(Xj ·Xi ·Xi))− θ(∇XiXj ·Xi ·Xi)− θ(Xj · ∇XiXi ·Xi)− θ(Xj ·Xi · ∇XiXi) =
γ(Xi, Xj, Xi, Xi) = γ(Xj, Xi, Xi, Xi) = LXj(θ(Xi ·Xi ·Xi))− 3θ(∇XjXi ·Xi ·Xi) =
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LXj(g(Xi, Xi))− 3g(∇XjXi, Xi) = 2g(∇XjXi, Xi)− 3g(∇XjXi, Xi) = −g(∇Xj , Xi, Xi).
�

Çàäà÷à 3.1. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ ïî÷òè ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1-3 ëåììû 3.1. Òîãäà òåíçîð γ(X, Y, Z, V ) ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî âñåõ 4 ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü (x1, ..., xn) � ñèñòåìà êîîðäèíàò íà U ⊂ M . Îíà
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, åñëè âåêòîðû ∂/∂x1, ..., ∂/∂xn îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ â êàæäîé òî÷êå p ∈ U .
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïî÷òè ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà íà M íàçûâàåòñÿ
ôðîáåíèóñîâîé, åñëè dθ = 0 è êàæäàÿ òî÷êà p ∈ M èìååò îêðåñòíîñòü ñ
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé è (x1, ..., xn) �
êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â U ⊂ M . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ t : U → K
òàêàÿ, ÷òî θ =

∑
µidx

i, g =
∑
µidx

i⊗dxi è c =
∑
µidx

i⊗dxi⊗dxi, ãäå µi = ∂t/∂xi.

Òåîðåìà 3.1. Ïî÷òè ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé, åñëè è
òîëüêî åñëè òåíçîð γ = ∇C ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ 4 ïåðåìåííûõ.
Proof. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ôîðìû η1, ..., ηn ∈ T ∗U , îáðàçóþùèå áàçèñ,
äâîéñòâåííûé ê X1, ..., Xn â êàæäîé òî÷êå p ∈ U . Ïîëîæèì µk = θ(Xk). Òîãäà

θ =
∑

k

µkη
k, g =

∑
µkη

k ⊗ ηk

è
g(∇XiXj, Xk) =

∑

`

µ`η
`(∇XiXj) · η`(Xk) = µkη

k(∇XiXj).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∇Xiη
k =

∑
j αjη

j, ãäå
αj = (∇Xiη

k)(Xj) = LXi(η
k(Xj))− ηk(∇XiXj) = −µ−1

k g(∇XiXj, Xk).

Òàêèì îáðàçîì,
∇Xiη

k = −
∑
j

µ−1
k g(∇XiXj, Xk)η

j.

Ïóñòü γ = ∇c � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Äîêàæåì, ÷òî dηk = 0.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 åñëè i 6= k, òî

∇Xiη
k = −µ−1

k g(∇XiXi, Xk)η
i − µ−1

k g(∇XiXk, Xk)η
k

è
∇Xkη

k = −
∑
j

µ−1
k g(∇XkXj, Xk)η

j = −
∑
j

µ−1
k g(∇XjXk, Xk)η

j.

Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
dηk =

∑
i

(ηi ∧∇Xiη
k).

îòêóäà,
µkdη

k =
∑
i

(ηi ∧ µk∇Xiη
k) =

∑

i 6=k
(ηi ∧ µk∇Xiη

k) + ηk ∧ µk∇Xkη
k =
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= −
∑

i6=k
(ηi ∧ g(∇XiXi, Xk)η

i + ηi ∧ g(∇XiXk, Xk)η
k)− ηk ∧

∑
j

g(∇XjXk, Xk)η
j =

= −
∑

i6=k
g(∇XiXk, Xk)η

i ∧ ηk −
∑
i

g(∇XiXk, Xk)η
k ∧ ηi = 0.

Òàêèì îáðàçîì, dηk = 0. Ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
p ∈ U ñóùåñòâóþò ôóíêöèè xk òàêèå, ÷òî dxk = ηk. Îíè äàþò êîîðäèíàòû (x1, ..., xn)
òàêèå, ÷òî ∂/∂xi = X i.

Äîêàæåì, ÷òî dθ = 0.
Åñëè i 6= j, òî 0 = ∇Xi(g(Xi, Xj) = g(∇XiXi,∇XiXj). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 3.1,
∂µi
∂xj

=
∂(θ(Xi))

∂xj
= LXj(θ(Xi)) = LXj(g(Xi, Xi)) = g(∇XjXi, Xi) + g(Xi,∇XjXi) =

2g(∇XiXj, Xi) = −2g(∇XiXi, Xj).

Àíàëîãè÷íî ∂µj
∂xi

= −2g(∇XjXj, Xi). Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∂µj
∂xi

=
∂µi
∂xj

.

Òàêèì îáðàçîì,

dθ = d(
n∑
i=1

µiη
i) = d(

∑
i

µidx
i) =

∑
i

dµi ∧ dxi =

=
∑
i

(
∑
j

∂µi
∂xj

dxj ∧ dxi) = 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ �

Ïðèìåð 3.1. Íàéäåì òåíçîð γ äëÿ ñòðóêòóðû èç ïðèìåðà 2.1. Èìååì
M = Cn = {(x1, ..., xn)}, (

∑
i a

i ∂
∂xi

)(
∑

j b
j ∂
∂xj

) = (
∑

i a
ibi ∂

∂xi
) è

θ(
∑

i a
i ∂
∂xi

) =
∑

i ai. Ïîýòîìó c =
∑n

i=1 dx
i ⊗ dxi ⊗ dxi, Xi = ∂

∂xi
,

∇Xi = ∂
∂xi

= LXi è γ(Xi, Xj, Xk, X`) = (∇Xic)(Xj, Xk, X`) =
∂
∂xi

(c(Xj, Xk, X`))− c( ∂
∂xi
Xj, Xk, X`)− c(Xj,

∂
∂xi
Xk, X`)− c(Xj, Xk,

∂
∂xi
X`) = 0.

Ïðèìåð 3.2. Ïîñòðîèì ïî÷òè ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ôðîáåíèóñîâîé. Ïóñòü

M = R2 \ 0 = {(x1, x2)}, r =
√

(x1)2 + (x2)2, ϕ = arctgx
2

x1
.

Ïóñòü äàëåå p = (r, ϕ) ∈M . Òîãäà ∂/∂r, ∂/∂ϕ îáðàçóþò áàçèñ Mp. Ïîëîæèì

(ar
∂

∂r
, aϕ

∂

∂ϕ
) · (br ∂

∂r
, bϕ

∂

∂ϕ)
) = (arbr

∂

∂r
, aϕbϕ

∂

∂ϕ
)

è θ = dr+r2dϕ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïî÷òè ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó. Íî
dθ = 2rdr ∧ dϕ 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, îíà íå ôðîáåíèóñîâà.
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4. Óðàâíåíèÿ Äàðáó�Åãîðîâà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî çàïèñàííîå â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèå

íóëåâîé êðèâèçíû è ïàðàëëåëüíîñòè ïîëÿ åäèíèö ýêâèâàëåíòíà êëàññè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì Äàðáó-Åãîðîâà, îïèñûâàþùèì îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò â
ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå ìû ñâÿçûâàåì ñ óðàâíåíèÿìè Äàðáó-Åãîðîâà ñèñòåìó
óðàâíåíèé òèïà Ïôàôôà, ðåøåíèÿ êîòîðîé, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì,
îïèñûâàþò ãåîäåçè÷åñêèå äóáðîâèíñêîé ìåòðèêè.

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé. Òî åñòü â îêðåñòíîñòè
U 3 p òî÷êè p ∈ M ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x1, ..., xn) è ôóíêöèÿ
t : U → C òàêàÿ, ÷òî θ = dt. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ åäèíèöà, ëèíåéíàÿ ôîðìà è
ìåòðèêà èìåþò âèä

e =
n∑
i=1

∂i, θ =
∑
i

µidx
i, gij = g(∂i, ∂j) = µiδij

, ãäå ∂i = ∂/∂xi è µi = ∂it.
Äëÿ i 6= j ïîëîæèì

γij =
∂j
√
µi√
µj

=
1

2

∂jµi√
µiµj

=
1

2

∂j∂jt√
µiµj

= γji.

Òîãäà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

Γij,k =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) = 0 ïðè i 6= j 6= k, i 6= k

è
Γij,i = −Γii,j = Γji,i =

1

2
∂jgii =

1

2
∂jµi =

√
µiµjγij ïðè i 6= j.

Ëåììà 4.1. Åñëè ìåòðèêà g ïëîñêàÿ, òî ∂`γij = γi`γ`j äëÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i, j, `.
Proof. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàâåíñòâî

∂`
√
µiµj =

1

2
√
µiµj

(µj∂`µi+µi∂`µj) =
1

2
√
µiµj

(µj·2√µ`µiγ`i+µi·2√µiµjγij) =
√
µ`µjγ`i+

√
µ`µiγ`j.

Êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ðàâíû

Rikj` =
1

2
(∂k∂jgi` + ∂i∂`gkj − ∂k∂`gij) +

∑

ab

gab(Γkj,aΓi`,b − Γk`,aΓij,b),

ãäå gij = δijµi, gij = δijµ
−1
i . Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî Rij,j` = 0 äëÿ ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ i, j, ` âëå÷åò

0 =
1

2
∂i∂`gjj + µ−1

i Γjj,iΓi`,i + µ−1
` Γjj,`Γi`,` − µ−1

j Γj`,jΓij,j =

1

2
∂i∂`µj−µ−1

i (
√
µiµjγij ·√µiµ`γi`)−µ−1

` (
√
µjµ`γij ·√µiµ`γi`)−µ−1

j (
√
µjµ`γj` ·√µiµjγij) =

= ∂`(
√
µiµjγij)−√µjµ`γijγi` −√µjµiγj`γi` −√µ`µiγj`γij =

√
µjµ`∂`γij + γij∂`

√
µiµj −√µjµ`γijγi` −√µjµiγi`γj` −√µ`µiγj`γij.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî
∂`
√
µiµj =

√
µj∂`
√
µi +

√
µi∂`
√
µj =

√
µjµ`γ`i +

√
µiµ`γ`j
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âëå÷åò
0 =
√
µiµj(∂`γij − γj`γi`).

�

Ëåììà 4.2. Åñëè ∇e = 0, òî
n∑
i=1

∂i
√
µk =

n∑
i=1

∂iγkj = 0.

Proof. Ïîëîæèì gks = (g−1)ks = µ−1
k δks è Γkij =

∑
s g

ksΓij,s = µ−1
k Γij,k.

Óñëîâèå ∇e = 0 âëå÷åò
0 = ∇∂j(

∑
i

∂i) =
∑
i

(∇∂j∂i) =
∑
i

(
∑

k

Γkij∂k) =
∑

k

(
∑
i

Γkij)∂k.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑
i

Γkij = 0. Â ÷àñòíîñòè,
∑
i

Γkik = 0 è

0 = Γkkk +
∑

i6=k
Γkik = µ−1

k Γkk,k + µ−1
k

∑

i 6=k
Γik,k =

1

2
µ−1
k ∂kµk +

1

2
µ−1
k

∑

i6=k
∂kµi =

1

2
µ−1
k ∂kµk + µ−1

k

∑

i6=k

√
µkµiγki =

1

2
µ−1
k ∂kµk +

∑

i 6=k

√
µi
µk
γki.

Òàêèì îáðàçîì,

1

2

∂kµk√
µk

+
∑

i6=k

√
µiγki = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
n∑
i=1

∂i
√
µk = ∂k

√
µk +

∑

i6=k
∂i
√
µk =

1

2

∂kµk√
µk

+
∑

i6=k

√
µiγik = 0.

Ýòî äàåò
n∑
i=1

∂i
√
µjµk =

n∑
i=1

√
µj∂i
√
µk +

n∑
i=1

√
µk∂i
√
µj = 0.

Â ÷àñòíîñòè,
∑n

i=1 ∂iµk = 0. Çíà÷èò, ïðè j 6= k

0 =
n∑
i=1

∂i(∂jµk) = 2
n∑
i=1

∂i(
√
µjµkγjk) = 2(γjk

n∑
i=1

∂i
√
µjµk+

√
µjµk

n∑
i=1

∂iγjk) = 2
√
µjµk

n∑
i=1

∂iγjk.

�

Çàäà÷à 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ∇e = 0, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

n∑
i=1

∂i
√
µk = 0.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ∇e = 0, åñëè è òîëüêî åñëè ∇θ = 0.

Çàäà÷à 4.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
n∑
k=1

∂kγij = 0 è ∂`γij = γi`γ`j äëÿ âñåõ ` 6= i, j, òî g
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé ìåòðèêîé.
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Ëåììû 4.2 è 4.1 ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé



∂kγij = γikγkj (k 6= i, j; i 6= j; i, j, k = 1, ..., n),
n∑
k=1

∂kγij = 0 (i 6= j)
.

Îíà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Äàðáó-Åãîðîâà è âïåðâûå îíà âîçíèêëà â êîíöå XIX âåêà
â ðàáîòàõ Åãîðîâà è Äàðáó, ñâÿçàííûõ ñ îïèñàíèåì ïëîñêèõ ìåòðèê â ñèñòåìàõ
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò. Çíà÷èòåëüíî ïîçæå áûëî íàéäåíî, ÷òî ýòè æå óðàâíåíèÿ
îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå n âîëí.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � èçó÷èò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Äàðáó-Åãîðîâà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû Γ = {γij}, ãäå γii = 0, è Ek = {(Ek)ij},

ãäå (Ek)ij = δikδjk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé ψ =



ψ1

. . .
ψn




òàêèõ, ÷òî ∂kψ = −[Ek,Γ]ψ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ∇e = 0 è ìåòðèêà g ïëîñêàÿ. Òîãäà:

(1) ψ ∈ H, åñëè è òîëüêî åñëè
n∑
k=1

∂kψi = 0 (i = 1, ..., n) è ∂kψi = γikψk ïðè k 6= i;

(2)



γ1j

. . .
γnj


 ∈ H ïðè âñåõ j, òî åñòü ∂kΓ = −[Ek,Γ]Γ;

(3) dimH = n.

Proof. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ,

−[Ek,Γ]



ψ1

. . .
ψn


 =




γ1kψk
. . .

γk−1,kψk
−∑n

i=1 γikψi
γk+1,kψk
. . .

γnkψk




è ñèñòåìà ∂kψ = −[Ek,Γ]ψ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
∂kψi = γikψk (i 6= k),

∂kψk = −
n∑
i=1

γikψi.

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà
∂kψi = γikψk (i 6= k),

∂kψk = −
∑

i6=k
∂iψk.

2) Ïîëîæèì ψi = γij. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 4.1 è 4.2 ∂kψi = γikψk äëÿ i 6= k è∑n
k=1 ∂kψi = 0. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1) ýòîé òåîðåìû äàåò
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∂k



γ1j

. . .
γnj)


 = ∂k



ψ1

· · ·
ψn


 = −[Ek,Γ]



ψ1

· · ·
ψn


 = −[Ek,Γ]



γ1j

· · ·
γnj


 .

3) Ñèñòåìà ∂kψ = −[Ek,Γ]ψ (k = 1, ..., n) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òèïà Ïôàôôà. Îíà
ñîâìåñòíà, åñëè è òîëüêî åñëè ìàòðèöà Γ ãàðàíòèðóåò óñëîâèå ∂j∂kψ = ∂k∂jψ, òî åñòü
∂j([Ek,Γ]ψ) = ∂k([Ej,Γ]ψ) äëÿ âñåõ ψ ∈ H

Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) âëåêóò
∂j([Ek,Γ]ψ) = ∂j([Ek,Γ])ψ + [Ek,Γ]∂jψ = [Ek, ∂jΓ]ψ + [Ek,Γ]∂jψ =

−[Ek, [Ej,Γ]Γ]ψ + [Ek,Γ]∂jψ = −[Ej,Γ][Ek,Γ]ψ − [Ek,Γ][Ej,Γ]ψ = ∂k([Ej,Γ]ψ).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ∂kψ = −[Ek,Γ] (k = 1, ..., n) ñîâìåñòíà. Ñîãëàñíî òåîðèè
ñèñòåì òèïà Ïôàôôà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ýòîé
ñèñòåìû ðàâíà n. �

Çàäà÷à 4.4. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè ψ1, . . . , ψn ∈ H ëèíåéíî íåçàâèñèìû
åñëè è òîëüêî, åñëè âåêòîðû ψ1(x0), . . . , ψn(x0) ∈ H ëèíåéíî íåçàâèñèìû õîòÿ áû â
îäíîé òî÷êå x0 ∈M .
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé è ïàðàëëåëüíûì
ïîëåì åäèíèö íàçîâåì ïëîñêîé.

5. Ýéëåðîâî ïîëå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî Ýéëåðîâî ïîëå äóáðîâèíñêîé ñòðóêòóðû

ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ïîñòðîåííîé â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå ñèñòåìû òèïà Ïôàôôà.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, íàäåëåííîå ôðîáåíèóñîâîé
ñòðóêòóðîé, (x1, ..., xn) � êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû è θ =

n∑
i=1

µidx
i. Ïîëå

E =
n∑
i=1

xi∂i, ãäå ∂i = ∂/∂xi, íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì. Ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó íà
M íàçîâåì îäíîðîäíîé, åñëè LEµi = mµi, ãäå m = const.
Ëåììà 5.1. Ïóñòü (x1, ..., xn) � êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû. Òîãäà LEθ = (m + 1)θ, LEg = (m + 2)g,  LEc = (m + 3)c,
LEe = −e, LEγij = −γij.
Proof. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè

T =
∑

T
i1···ip
j1···jq ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxip

è E =
∑
Ek∂k, òî

LET =
∑

(LET )
i1···ip
j1···jq∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxip ,

ãäå
(LET )

i1···ip
j1···jq =

∑

k

Ek∂kT
i1···ip
j1···jq +

∑

k

T
i1···ip
kj2···jq∂j1E

k + · · ·+
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· · ·+
∑

k

T
i1···ip
j1···jq−1k

∂jqE
k −

∑

k

T
ki2···ip
j1···jq ∂kE

i1 − · · · −
∑

k

T
i1···ip−1k
j1···jq ∂kE

ip .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè E =
n∑
k=1

xk∂k, òî

mµi = LEµi =
n∑

k=1

xk∂kµi

è
LEθ = LP

k
xk∂k(

∑
j

µj · dxj) =
∑
j

(
∑

k

xk∂kµj +
∑

k

µj∂jx
k)dxj =

=
∑
j

(mµj + µj)dx
j = (m+ 1)

∑
j

µidx
j = (m+ 1)θ.

Àíàëîãè÷íî LEg = (m+ 2)g, LEc = (m+ 3)c è LEe = −e. Íàêîíåö,

LEγij = LE(
1√
µiµj

∂jµi) =

= −1

2
(µiµj)

− 3
2LE(µiµj)∂jµi + (µiµj)

− 1
2LE∂jµi =

= −1

2
(µiµj)

− 3
2 (2mµiµj)∂jµi + (µiµj)

− 1
2 (
∑

k

xk∂k∂jµi) =

= −m(µiµj)
− 1

2∂jµi + (µiµj)
− 1

2 (∂j
∑

k

xk∂kµi − ∂jµi) =

= (µiµj)
− 1

2 (−m∂jµi + ∂jmµi − ∂jµi) = −(µiµj)
− 1

2∂jµi = −γij.
�

Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêàÿ ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà îäíîðîäíà, åñëè è
òîëüêî åñëè LEθ = (m+ 1)θ.

Çàäà÷à 5.2. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà. Ïóñòü ϕ �
ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîðîæäåííàÿ E. Òîãäà ϕt(a)ϕt(b) = ktϕt(a · b). Òàêèì
îáðàçîì, ϕt ïîðîæäàåò äåôîðìàöèþ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð.

Ïîëîæèì

X =




x1 0 0 . . . 0
0 x2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . xn


 è V = [Γ, X].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèÿ Äàðáó-Åãîðîâà ñ óñëîâèåì
îäíîðîäíîñòè èìåþò ëàêñîâî ïðåäñòàâëåíèå.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ìàòðèöà Γ îòâå÷àåò ìíîãîîáðàçèþ ñ ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà ∂kV = [V, [Ek,Γ]].
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Proof. Ïî îïðåäåëåíèþ, Vii = 0 è Vij = (xj − xi)γij, åñëè i 6= j. Êðîìå òîãî
([Ek,Γ])ij = δkiγkj − δkjγki. Ñëåäîâàòåëüíî,

([V, [Ek,Γ]])ij =
∑
s

Vis([Ek,Γ])sj −
∑
s

([Ek,Γ])isVsj =

=
∑
s

(xs − xi)γis(δksγkj − δkjγks)−
∑
s

(δkiγks − δksγki)(xj − xs)γsj =

= (xk − xi)γikγkj −
∑
s

(xs − xi)γisδkjγks −
∑
s

δkiγks(x
j − xs)γsj + γki(x

j − xk)γkj =

= (xj − xi)γikγkj − δkj
∑
s

(xs − xi)γisγsk − δki
∑
s

(xj − xs)γjsγsk.

Åñëè k 6= i j, òî ([V, [Ek,Γ]])ij = (xj − xi)γikγkj è ñîãëàñíî ëåììå 4.1
∂kVij = ∂k((x

j − xi)γij) = (xj − xi)∂kγij = (xj − xi)γikγkj = ([V, [Ek,Γ]])ij.

Åñëè k = i 6= j, òî ([V, [Ek,Γ]])ij = −∑
s

(xj − xs)γjsγsi è ñîãëàñíî ëåììàì 4.2, 4.1 è
5.1 èìååì

∂iVij = ∂i[(x
j − xi)γij] = −γij + (xj − xi)∂iγij = LEγij + xj∂iγij − xi∂iγij =

=
( n∑
s=1

xs∂sγij − xi∂iγij
)

+
(
xj∂iγij − xj

n∑
s=1

∂sγij
)

=

=
∑

s 6=i
xs∂sγij −

∑

s 6=i
xj∂sγij =

∑

s6=i
(xs − xj)∂sγij =

=
∑

s6=i,j
(xs − xj)∂sγij =

∑

s6=ij
(xs − xj)γisγsj = ([V, [Ei,Γ]])ij.

�
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ìàòðèöà V îòâå÷àåò ìíîãîîáðàçèþ M ñ ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà

(1) Åñëè ψ ∈ H, òî LEψ = V ψ.
(2) V (x)H ⊂ H äëÿ âñåõ x ∈M .
(3) Åñëè ψ ∈ H è V (x0)ψ(x0) = λψ(x0) äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ M , òî

V (x)ψ(x) = λψ(x) äëÿ âñåõ x ∈M .
Proof. 1)

LEψ =
n∑
i=1

xi∂iψ = −
n∑
i=1

xi[Ei,Γ]ψ = [Γ,
n∑
i=1

xiEi]ψ = [Γ, X]ψ = V ψ.

2) Ïóñòü ψ ∈ H. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5.2

∂k(V ψ) = (∂kV )ψ + V ∂kψ = [V, [Ek,Γ]]ψ − V [Ek,Γ]ψ =

= V [Ek,Γ]ψ − [Ek,Γ]V ψ − V [Ek,Γ]ψ = −[Ek,Γ](V ψ).

Ñëåäîâàòåëüíî, V ψ ∈ H.
3) Ïóñòü (ψ1, ψ2, ..., ψn) � áàçèñ H, ãäå ψ1 = ψ (òåîðåìà 4.1) . Òîãäà ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ (2) V (x)ψi =
n∑
j=1

mi
jψ

j, ãäå mi
j = const. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

V (x0)ψ1(x0) = λψ1(x0), òî m1
j = λδ1j è V (x)ψ1 = λψ1. �
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Ëåììà 5.3. Ïóñòü ìàòðèöà V îòâå÷àåò ìíîãîîáðàçèþ ñ ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà âåêòîð

Φ(x) =



√
µ1

. . .√
µn




ïðèíàäëåæèò H è V Φ = m
2

Φ.
Proof. Ïî îïðåäåëåíèþ

∂k
√
µi = γik

√
µk (i 6= k, i, k = 1, ..., n).

Ñîãëàñíî ëåììå 4.2,
n∑

k=1

∂k
√
µi = 0 (i = 1, ..., n).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, Φ ∈ H. Êðîìå òîãî,

LE
√
µi =

1

2
(µi)

− 1
2LEµi =

1

2
(µi)

− 1
2mµi =

m

2

√
µi,

è, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1
V Φ = LEΦ =

m

2
Φ.

�
Äëÿ âåêòîðîâ a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Kn ïîëîæèì

(a, b) =
n∑
i=1

aibi.

Â ÷àñòíîñòè, äâå âåêòîð-ôóíêöèè

ψα =



ψα1
. . .
ψαn)


 è ψβ =



ψβ1
. . .
ψβn)




ïîðîæäàþò ôóíêöèþ

(ψα, ψβ) =
n∑
i=1

ψαi ψ
β
i .

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïëîñêóþ îäíîðîäíóþ ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó íàçîâåì
äèàãîíàëèçóåìîé, åñëè äèàãîíàëèçóåìà ïîñòðîåííàÿ ïî íåé ìàòðèöà V
äèàãàíàëèçóåìà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ïëîñêàÿ îäíîðîäíàÿ ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà íà
ìíîãîîáðàçèè M äèàãîíàëèçóåìà, åñëè ìàòðèöà V äèàãàíàëèçóåìà õîòÿ áû â
îäíîé òî÷êå x0 ∈M .
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ìàòðèöà V , îòâå÷àåò äèàãîíàëèçóåìîé ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðå íà M . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé âåêòîð Φ áàçèñ
(ψ1, ..., ψn) ïðîñòðàíñòâà H òàêîé, ÷òî

V ψα = λαψ
α (λα = const),

(ψα, ψβ) = δα+β,n+1, λα + λn+1−α = 0.

18



Proof. Ïóñòü áàçèñ ψ1, ..., ψn ∈ H òàêîé, ÷òî
V (x0)ψα(x0) = λαψ

α(x0).

Ñîãëàñíî ëåììå 5.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Φ ∈ (ψ1, ..., ψn). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1
V ψα = λαψ

α. Ìàòðèöà V àíòèñèììåòðè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî,
λα(ψα, ψβ) = (V ψα, ψβ) = −(ψα, V ψβ) = −λβ(ψα, ψβ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè (ψα, ψβ) 6= 0, òî λα + λβ = 0. Ââèäó íåâûðîæäåííîñòè
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ψ1(x0), ..., ψn(x0) ìîæíî
çàíóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, ..., λn òàê, ÷òîáû λα + λn+1−α = 0 è
(ψα, ψβ) = σαδα,n+1−β, ãäå σ(α)

α 6= 0. Çàìåíèì òåïåðü ψα íà ψα/√σα. �

6. Ïîòåíöèàë

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ, ïîðîæäàþùóþ ñòðóêòóðó Äóáðîâèíà.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü � îáëàñòü â ìíîãîîáðàçèè M ñ ïëîñêîé îäíîðîäíîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé. Êîîðäèíàòû (t1, ..., tn) : U → Kn â îáëàñòè U ⊂ M
íàçûâàþòñÿ ïëîñêèìè êâàçèîäíîðîäíûìè, åñëè

g =
∑

α,β

δα+β,n+1dt
α ⊗ dtβ,

e =
∂

∂tε
,

E =
n∑

α=1

(dαt
α + rα)

∂

∂tα
,

ãäå dε = 1, dα è rα = const, dαrα = 0. ×èñëà d1, ..., dn íàçûâàþòñÿ ñòåïåíÿìè
ìíîãîîáðàçèÿ.
Òåîðåìà 6.1. Ìíîãîîáðàçèè ñ ïëîñêîé îäíîðîäíîé äèàãîíàëèçóåìîé ôðîáåíèóñîâîé
ñòðóêòóðîé èìååò ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè êàæäîé
òî÷êè x0 ∈M . Ïðè ýòîì λα = m

2
−dα+ 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû V (x0).

Proof. Ïóñòü (ψ1, ..., ψn) ∈ H � áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà V (òåîðåìà
5.2) è ψε = Φ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1,

∂j(
√
µiψ

α
i ) = ∂j(

√
µi)ψ

α
i +
√
µi∂jψ

α
i =
√
µjγijψ

α
i +
√
µiγijψ

α
j = ∂i(

√
µjψ

α
j ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U 3 x0 è ôóíêöèÿ
tn+1−α : U → K òàêèå, ÷òî ∂itn+1−α =

√
µiψ

α
i = Φiψ

α
i . Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2 âåêòîðû

ψ1(x), ..., ψn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè êàæäîì x ∈ U . Ïîýòîìó ôóíêöèè (t1, ..., tn)
îáðàçóþò êîîðäèíàòû íà U .

Ïóñòü ηαβ = g(∂/∂tα, ∂/∂tβ). Òîãäà

g =
∑

αβ

ηαβdt
α ⊗ dtβ =

∑
ij

gijdx
i ⊗ dxj,

ãäå gij = µiδij. Ïîëîæèì

ĝ =
∑

αβ

ηαβ
∂

∂tα
⊗ ∂

∂tβ
=
∑
ij

gij∂i ⊗ ∂j,
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ãäå (ηαβ) è (gij) � ìàòðèöû, îáðàòíûå ê (ηαβ) è (gij).
Òîãäà

ηαβ = ĝ(dtα ⊗ dtβ) =
∑
ij

∂it
α∂jt

βgij =
∑
ij

√
µiψ

n+1−α
i

√
µjψ

n+1−β
j

δij
µi

=

=
∑
i

ψn+1−α
i ψn+1−β

i = (ψn+1−α, ψn+1−β) = δ(n+1−α)+(n+1−β),n+1 = δα+β,n+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ηαβ = δα+β,n+1 è g =
∑
δα+β,n+1dt

α ⊗ dtβ.
Ïóñòü

e =
∑
α

ρα
∂

∂tα
.

Òîãäà

δβ,n+1−ε = dtn+1−ε
( ∂

∂tβ

)
=
( n∑
i=1

∂tn+1−ε

∂xi
dxi
)( ∂

∂tβ

)
=

( n∑
i=1

√
µiΦidx

i
)( ∂

∂tβ

)
=
( n∑
i=1

µidx
i
)( ∂

∂tβ

)
= θ
( ∂

∂tβ

)
=

= g
(
e,

∂

∂tβ

)
= g
(∑

α

ρα
∂

∂tα
,
∂

∂tβ

)
=
∑
α

ραg
( ∂

∂tα
,
∂

∂tβ

)
=

∑
α

ραδα+β,n+1 = ρn+1−β.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρβ = δn+1−β,n+1−ε = δβ,ε è e = ∂/∂tε.

Ïóñòü

E =
n∑
i=1

xi∂i =
n∑

α=1

Eα ∂

∂tα
.

Òîãäà

Eα =
n∑
i=1

xi∂it
α.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 5.3 è òåîðåìå 5.2
∂i(E

α) = ∂i

(∑
j

xj∂jt
α
)

=

= ∂it
α +

∑
j

xj∂j∂it
α = Φiψ

n+1−α
i + LE(Φiψ

n+1−α) =

= Φiψ
n+1−α
i + (LEΦi)ψ

n+1−α
i + Φi(LEψ

n+1−α
i ) =

= Φiψ
n+1−α
i +

m

2
Φiψ

n+1−α
i + λn+1−αΦiψ

n+1−α
i = (1 +

m

2
− λα)∂it

α.

Ñëåäîâàòåëüíî, Eα = dαt
α + rα, ãäå dα = 1 + m

2
− λα è rα = const. Åñëè dα 6= 0, òî

çàìåíà tα 7→ tα − rα/dα ïåðåâîäèò rα â 0.
Ñîãëàñíî ëåììå 5.1,

∂

∂tε
= e = −LEe = −L(

P
α(dαtα+rα) ∂

∂tα
)

( ∂
∂tε
)

= dε
∂

∂tε
,

òî åñòü dε = 1 �
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Ñëåäñòâèå 6.1. Ïëîñêàÿ ïëîñêàÿ îäíîðîäíàÿ äèàãîíàëèçóåìàÿ ôðîáåíèóñîâà
ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà.
Çàäà÷à 6.1. Ñòðóêòóðà Äóáðîâèíà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé îäíîðîäíîé äèàãîíàëèçóåìîé
ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü (t1, ..., tn) � ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â
U ⊂M . Ôóíêöèè F (t1, ..., tn) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ñòðóêòóðû Äóáðîâèíà, åñëè

θ(
∂

∂tα
· ∂
∂tβ
· ∂
∂tγ

) =
∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
.

Òåîðåìà 6.2. Ïðè ëþáîì âûáîðå ïëîñêèõ êâàçèîäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (t1, ..., tn)

â U 3 x0 ñóùåñòâóåò îáëàñòü x0 ∈ Ũ ⊂ U , íà êîòîðîé ñòðóêòóðà îáëàäàåò
ïîòåíöèàëîì F (t1, ..., tn).
Proof. Ïîëîæèì

cαβγ = θ(
∂

∂tα
· ∂
∂tβ
· ∂
∂tγ

)

è ðàññìîòðèì òåíçîð
c =

∑

αβγ

cαβγdt
α ⊗ dtβ ⊗ dtγ.

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû (t1, ..., tn) ïëîñêèå, òî
∂cαβγ
∂tη

=
∂(c( ∂

∂tα
, ∂
∂tβ
, ∂
∂tγ

))

∂tη
= ∇ ∂

∂tη
c(

∂

∂tα
,
∂

∂tβ
,
∂

∂tγ
) = (∇ ∂

∂tη
c)(

∂

∂tα
,
∂

∂tβ
,
∂

∂tγ
)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1

∂cαβγ
∂tη

= (∇ ∂
∂tη
c)(

∂

∂tα
· ∂
∂tβ
· ∂
∂tγ

) = (∇ ∂
∂tγ
c)(

∂

∂tα
· ∂
∂tβ
· ∂
∂tη

) =
∂cαβη
∂tγ

.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå â îáëàñòè x0 ∈ U ′ ⊂ U ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ b̃αβ
òàêàÿ, ÷òî

cαβγ =
∂b̃αβ
∂tγ

.

Ïîëîæèì
bαβ =

1

2
(̃bαβ + b̃βα).

Òîãäà
∂bαβ
∂tγ

=
1

2
(cαβγ + cβαγ) = cαβγ

è
∂bαβ
∂tγ

= cαβγ = cαγβ =
∂bαγ
∂tβ

.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå â îáëàñòè x0 ∈ U ′′ ⊂ U ′ ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ aα òàêàÿ, ÷òî

bαβ = ∂aα/∂t
β.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂aα/∂t

β = bαβ = bβα = ∂aβ/∂t
α
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è, ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå â íåêîòîðîé îáëàñòè x0 ∈ Ũ ⊂ U ′′ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F òàêàÿ, ÷òî

aα = ∂F/∂tα.

Íî òîãäà
cαβγ =

∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
.

�
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7. Óðàâíåíèÿ WDVV
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ñîïîñòàâèëè ñòðóêòóðå Äóáðîâèíà íà ìíîãîîáðàçèè

ðàçìåðíîñòè n íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ Äóáðîâèí íàçâàë
ïîòåíöèàëîì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ïîòåíöèàë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ñòðóêòóðó Äóáðîâèíà. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëîâ
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ
Äóáðîâèí íàçâàë WDVV, ïîñêîëüêó ýòè óðàâíåíèÿ âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ
Witten, Duijkgraaf, E.Verlinde è H.Verlinde äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü íà îáëàñòè U ⊂ Kn = {(t1, ..., tn)} çàäàíà
ôóíêöèåé F (t1, ..., tn) è âåêòîðíîå ïîëå E =

∑
α

(dαt
α + rα)(∂/∂tα) òàêîå, ÷òî

dα + dn+1−α = m + 2, dα · rα = 0, dε = 1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (F,E) óäîâëåòâîðÿåò
WDVV èåðàðõèè, åñëè:

1)
∑
η=1

∂3F

∂tα∂tβ∂tη
· ∂3F

∂tγ∂tδ∂tn+1−η =
n∑
η=1

∂3F

∂tγ∂tβ∂tη
· ∂3F

∂tα∂tδ∂tn+1−η

(óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè);
2)

∂3F

∂tε∂tα∂tβ
= δα+β,n+1

(óñëîâèå íîðìàëèçàöèè);
3)

LEF = (m+ 3)F +
∑

αβ

Aαβt
αtβ +

∑
α

Bαt
α + C,

ãäå Aαβ, Bα, C = const (óðàâíåíèÿ îäíîðîäíîñòè).
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà è (t1, ..., tn) �
ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà U ⊂M . Ïóñòü

E =
n∑

α=1

(dαt
α + rα)

∂

∂tα

� ýéëåðîâî ïîëå è F (t1, ..., tn) � åãî ïîòåíöèàë. Òîãäà

∂

∂tα
· ∂
∂tβ

=
∑
γ

∂3F

∂tα∂tβ∂tn+1−η ·
∂

∂tγ

è (F,E) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì WDVV.
Proof. Ïîëîæèì cαβγ = ∂3F/∂tα∂tβ∂tγ è c =

∑
α,β,γ

cαβγdt
α ⊗ dtβ ⊗ dtγ. Òîãäà, ñîãëàñíî

ëåììå 1.1,
∂

∂tα
· ∂
∂tβ

= g−1c(
∂

∂tα
,
∂

∂tβ
) =

∑
γη

gγηcαβη
∂

∂tγ
,

ãäå (gγη) = (gγη)
−1 = (δγ+η,n+1)−1 = (δγ+η,n+1). Òàêèì îáðàçîì,
∂

∂tα
· ∂
∂tβ

=
∑
γ

cαβ(n+1−γ)
∂

∂tγ
=
∑
γ

∂3F

∂tα∂tβ∂tn+1−γ ·
∂

∂tγ
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è
n∑

δ=1

n∑
η=1

∂3F

∂tα∂tβ∂tη
· ∂3F

∂tγ∂tδ∂tn+1−η ·
∂

∂tn+1−δ =

=
n∑
η=1

∂3F

∂tα∂tβ∂tη
(

∂

∂tn+1−η ·
∂

∂tγ
) = (

∂

∂tα
· ∂
∂tβ

) · ∂
∂tγ

=

=
∂

∂tα
· ( ∂

∂tβ
· ∂
∂tγ

) =
∂

∂tα
· (
∑
η

∂3F

∂tβ∂tγ∂tη
· ∂

∂tn+1−η ) =

=
∑
η

∑

δ

∂3F

∂tβ∂tγ∂tη
· ∂3F

∂tα∂tn+1−η∂tδ
· ∂

∂tn+1−δ .

Ïî îïðåäåëåíèþ

δα+β,n+1 = g(
∂

∂tα
,
∂

∂tβ
) = θ(

∂

∂tα
· ∂
∂tβ

) = θ(
∂

∂tε
· ∂
∂tα
· ∂
∂tβ

) =
∂3F

∂tε∂tα∂tβ
.

Ðàññìîòðèì LEF =
∑
η

(dηt
η + rη)(∂F/∂t

η). Òîãäà

∂3(LEF )

∂tα∂tβ∂tγ
=
∑
η

(dηt
η + rη)

∂4F

∂tη∂tα∂tβ∂tγ
+ (dα + dβ + dγ)

∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
=

= LEcαβγ + (dα + dβ + dγ)cαβγ.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.1, LEc = (m+ 3)c, îòêóäà
LEcαβγ + (dα + dβ + dγ)cαβγ = (m+ 3)cαβγ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂3LEF

∂tα∂tβ∂tγ
= (m+ 3)

∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
è, çíà÷èò,

LEF = (m+ 3)F +
∑

αβ

Aαβt
αtβ +

∑
α

Bαt
α + C,

ãäå Aαβ, bα, C = const. �

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü (F,E) � ðåøåíèå óðàâíåíèé WDVV íà
Ũ = {(t1, ..., tn)} ⊂ Kn.

Ïîëîæèì
∂

∂tα
· ∂
∂tβ

=
∑
η

∂3F

∂tα∂tβ∂tn+1−η ·
∂

∂tη

è
g(

∂

∂tα
,
∂

∂tβ
) = δα+β,n+1.

Òîãäà ýòè îïåðàöèè çàäàþò íà TtŨ (t ∈ Ũ) ñòðóêòóðó àëãåáðû Ôðîáåíèóñà.
Áîëåå òîãî, íà ïîäìíîæåñòâå U ⊂ Ũ , ãäå ýòè àëãåáðû ïîëóïðîñòû, ýòè îïåðàöèè
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ïîðîæäàþò ñòðóêòóðó Äóáðîâèíà ñ ïëîñêèìè êâàçèîäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
(t1, ..., tn), ïîòåíöèàëîì F , ýéëåðîâûì ïîëåì E è ïîëåì åäèíèö e = ∂/∂tε.

Proof. Ïóñòü t ∈ Ũ . Îïåðàöèÿ (·) ïîðîæäàåò íà TtU ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû. Åå àññîöèàòèâíîñòü ñëåäóåò èç àêñèîìû "óðàâíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè".
Êðîìå òîãî,

g(
∂

∂tα
· ∂
∂tβ

,
∂

∂tγ
) =

∑
η

∂3F

∂tα∂tβ∂tn+1−η g(
∂

∂tη
,
∂

∂tγ
) =

=
∑
η

∂3F

∂tα∂tβ∂tn+1−η δη+γ,n+1 =
∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
= g(

∂

∂tα
,
∂

∂tβ
· ∂
∂tγ

).

Òàêèì îáðàçîì, TtŨ ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðîé.
Ïîëîæèì

cαβγ =
∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
, c =

∑

αβγ

cαβγdt
α ⊗ dtβ ⊗ dtγ è γ = ∇c

. Êîîðäèíàòû (tα, ..., tn) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè â ìåòðèêå g è, ñëåäîâàòåëüíî,

γ
( ∂

∂tα
,
∂

∂tβ
,
∂

∂tγ
,
∂

∂tη

)
= (∇ ∂

∂tη
c)
( ∂

∂tα
,
∂

∂tβ
,
∂

∂tγ

)
=

∂

∂tη
cαβγ =

∂4F

∂tα∂tβ∂tγ∂tη
.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð γ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ 4 ïåðåìåííûõ è ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.1 îïåðàöèè (·) è g çàäàþò íà U ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó. Åå ïîëå åäèíèö
ñîâïàäàåò ñ e = ∂/∂tε, ïîñêîëüêó

∂

∂tα
· ∂
∂tε

=
∑
η

∂3F

∂tα∂tε∂tn+1−η ·
∂

∂tη
=
∑
η

δα+n+1−η,n+1
∂

∂tη
=

∂

∂tα

Òàêèì îáðàçîì, ∇e = ∇(∂/∂tε) = 0.
Óñëîâèå ∇∇E = 0 î÷åâèäíî.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (x1, ..., xn) ïîëå E èìååò

E =
∑n

i=1 x
i(∂/∂xi) è LEµi = mµi äëÿ g =

∑n
i=1 µidx

i ⊗ xi.
Ðàññìîòðèì òåíçîð

LEc =
∑

αβγ

(LEc)αβγdt
α ⊗ dtβ ⊗ dtγ.

Èñïîëüçóþ óðàâíåíèå îäíîðîäíîñòè,

LEF = (m+ 3)F +
∑

αβ

Aαβt
αtβ +

∑
α

Bαt
α + C,

íàõîäèì, ÷òî

(LEc)αβγ =
∑

δ

(dδt
δ + rα)

∂4F

∂tα∂tβ∂tγ∂tη
+ (dα + dβ + dγ)

∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
=

=
∂3(LEF )

∂tα∂tβ∂tγ
= (m+ 3)cαβγ,

òî åñòü LEc = (m+ 3)c.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òåíçîð g−1 =
∑
αβ

δα+β,n+1∂tα ⊗ ∂tβ. Òîãäà

LEg
−1 =

(∑

αβ

LEg
)αβ ∂

∂tα
⊗ ∂

∂tβ
,

ãäå
(LEg)αβ = −(dα + dβ)gαβ = −δα+β,n+1(dα + dβ) = −(m+ 2)gαβ.

Ñëåäîâàòåëüíî, LEg−1 = −(m+ 2)g−1 è
LE(g−1c) = LE(g−1)c+ g−1LE(c) = [−(m+ 2) + (m+ 3)]g−1c = g−1c.

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1, a · b = g−1c(a⊗ b) è
LE(a · b) = LE(g−1c(a⊗ b)) = LE(g−1c)(a⊗ b) + g−1c(LE(a⊗ b)) =

= g−1c(a⊗ b) + g−1c(LEa⊗ b) + g−1c(a⊗ LEb) = a · b+ LEa · b+ a · LEb.

Ïóñòü òåïåðü x1, ..., xn � êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû è ∂i = ∂/∂xi. Òîãäà
LE(∂i) = LE(∂i · ∂i) = ∂i · ∂i + 2LE(∂i) · ∂i

è, ñëåäîâàòåëüíî,
LE(∂i) · ∂i = ∂i + 2LE(∂i) · ∂i.

Òàêèì îáðàçîì,
LE(∂i) · ∂i = −∂i

îòêóäà
LE(∂i) = ∂i · ∂i − 2∂i = −∂i.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
L

(
kP
i=1

xi∂i)
(∂i) = −∂i.

Òàêèì îáðàçîì,
LE = LP

i
xi∂i ,

îòêóäà
E =

∑
i

(xi + qi)
∂

∂(xi + qi)
, ãäå qi = const.

Â ÷àñòíîñòè,

L(
P
i

(xi+qi)∂i)g = LEg = L(
P
i

(diti+ri)
∂

∂ti
)

(∑

α,β

δα+β,n+1dtα ⊗ dtβ
)

=

∑

α,β

(dα + dβ)δα+β,n+1dtα ⊗ dtβ = (m+ 2)g.

Äëÿ g =
∑
i

µidx
i ⊗ dxi ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî LEµi = mµi. Òàêèì îáðàçîì,

êîîðäèíàòû (xi + qi) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. �
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8. Ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé WDVV

Ïóñòü F � ðåøåíèå WDVV â ñâÿçíîé îáëàñòè M ⊂ Kn. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó
Äóáðîâèíà {(Mx, θx)|x ∈ M}, êîòîðóþ îíî îïðåäåëÿåò. Òîãäà ∇e = ∇(θ) = 0 è,
çíà÷èò, ∇(θ(e)) = 0, ò.å. θ(e) = const.
Çàäà÷à 8.1. Äîêàçàòü, ÷òî θ(e) 6= 0, òî m = 0.

Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî θ(e) = 0, ïîýòîìó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî θ(e) = 0.

Ïóñòü (t1, ..., tn) � ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû è e = ∂/∂tε. Òîãäà

δn+1−ε,ε = g
( ∂
∂tε

,
∂

∂tε
)

= θ(e) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, n + 1 − ε 6= ε. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùàÿ óñëîâèå
dα + dn+1−α = m + 2 ïåðåíóìåðàöèÿ ti òàêàÿ, ÷òî ε = 1 è e = ∂/∂t1. Â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå íîðìèðîâêè ∂3F/∂t1∂tα∂tβ = δα+β,n+1 äàåò

F (t1, ..., tn) =
1

2
(t1)2tn +

1

2
t1

n−1∑
α=2

tαtn+1−α + f(t2, ..., tn).

Çàäà÷à 8.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè θ(e) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ïåðåíóìåðàöèÿ ti òàêàÿ,
÷òî

F = c(t1)3 +
1

2
t1

n∑
α=2

tαtn+2−α + f(t2, ..., tn).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Òîãäà
F (t1, t2) = (t1)2t2/2 + f(t2).

Òåîðåìà 8.1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 ñòðóêòóð Äóáðîâèíà ðàçìåðíîñòè 2 ñ θ(e) = 0.
Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìè (F,E):

1)F (t1, t2) =
1

2
(t1)2t2 + a(t2)(m+3)/(m+1) + α(t2)2 + βt2 + γ,

E = t1
∂

∂t1
+ (m+ 1)t2

∂

∂t2
(m 6= −1, 1, 3);

2)F (t1, t2) =
1

2
(t1)2t2 + c ln t2 + α(t2)2 + βt2 + γ,

E = t1
∂

∂t1
− 2t2

∂

∂t2
;

3)F (t1, t2) =
1

2
(t1)2t2 + c(t2)2 ln t2 + α(t2)2 + βt2 + γ,

E = t1
∂

∂t1
+ 2t2

∂

∂t2
;

4)F (t1, t2) =
1

2
(t1)2t2 + e

2
r
t2 + α(t2)2 + βt2 + γ,
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E = t1
∂

∂t1
+ r

∂

∂t2
;

5)F (t1, t2) =
1

2
(t1)2t2 + α(t2)2 + βt2 + γ,

E = t1
∂

∂t1
.

Proof. Ïðè n = 2, óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè äàåò òîëüêî îäíî óðàâíåíèå
∑
η=1,2

∂3F

∂t1∂t1∂tη
· ∂3F

∂t2∂t2∂tn+1−η =
∑
η=1,2

∂3F

∂t2∂t1∂tη
· ∂3F

∂t1∂t2∂tn+1−η ,

êîòîðîå âñåãäà âûïîëíåíî. Îñòàëîñü óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ îäíîðîäíîñòè.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) m 6= −1 è 2) m = −1.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü m 6= −1. Òîãäà d1 = 1, d2 = m+ 2− d1 = m+ 1 6= 0, è

E = t1
∂

∂t1
+ (m+ 1)t2

∂

∂t2
.

Óðàâíåíèå îäíîðîäíîñòè äàåò

(m+ 3)(
1

2
(t1)2t2 + f(t2)) +

∑

αβ

Aαβt
αtβ +

∑
α

Bαt
α + C =

L(t1 ∂
∂t1

+(m+1)t2 ∂
∂t2

)(
1

2
(t1)2t2 + f(t2)) = (t1)2t2 +

1

2
(m+ 1)(t1)2t2 + (m+ 1)t2f ′(t2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(m+ 1)t2f ′(t2)− (m+ 3)f(t2) =

∑

αβ=1,2

Aαβt
ααtβ +

∑
α

Bαt
α + C.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(m+ 1)xf ′(x)− (m+ 3)f(x) = ax2 + bx+ c

äëÿ âñåõ a, b, c = const.
• Åñëè m = −3, òî
−2xf ′(x) = ax2 + bx+ c è f(x) = c ln x+ αx2 + βx+ γ;
• Åñëè m = 1, òî

2xf ′(x)− 4f(x) = ax2 + bx+ c è f(x) = cx2 lnx+ αx2 + βx+ γ;
• Åñëè m 6= −3, 1, òî
f(x) = ax

m+3
m+1 + αx2 + βx+ γ.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü m = −1. Òîãäà d2 = (m+ 2)− d1 = 0 è
E = t1(∂/∂t1) + r(∂/∂t2).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå îäíîðîäíîñòè äàåò

2(
1

2
(t1)2t2 + f(t2)) +

∑

αβ=1,2

Aαβt
αtβ +

∑
α=1,2

Bαt
α + C =

L(t1 ∂
∂t1

+r ∂
∂t2

)(
1

2
(t1)2t2 + f(t2)) = (t1)2t2 +

r

2
(t1)2 + rf ′(t2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì óðàâíåíèå
rf ′(t2)− 2f(t2) =

∑

αβ=1,2

Aαβt
αtβ +

∑
α=1,2

Bαt
α + C − r

2
(t1)2,

òî åñòü rf ′(x)− 2f(x) = αx2 + bx+ c.
• Åñëè r = 0, òî f(x) = αx2 + βx+ c.
• Åñëè r 6= 0, òî f(x) = e

2
r
x + αx2 + βx+ c.

�

Çàäà÷à 8.3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ
θ(e) 6= 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n = 3. Òîãäà

F (t1, t2, t3) =
1

2
(t1)2t3 +

1

2
(t1)(t2)2 + f(t2, t3).

Â ïðèëîæåíèÿõ îñîáåííî âàæíû ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 8.2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 3 òèïà ñòðóêòóð Äóáðîâèíà ðàçìåðíîñòè 3
ñ ïîëèíîìèàëüíûì ïîòåíöèàëîì, ñ θ(e) = 0 è ñ ïîêàçàòåëÿìè di 6= 0. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìè (F,E):

1)F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)2(t3)2 +

16

60
a2(t3)5,

E = t1
∂

∂t1
+

3

4
t2
∂

∂t2
+

1

2
t3
∂

∂t3
;

2)F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3t3 + 6a2(t2)2(t3)3 +

1296

210
a4(t3)7,

E = t1
∂

∂t1
+

2

3
t2
∂

∂t2
+

1

3
t3
∂

∂t3
;

3)F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3(t3)2 +

36

20
a2(t2)2(t3)5 +

1296

3960
a4(t3)11,

E = t1
∂

∂t1
+

3

5
t2
∂

∂t2
+

1

5
t3
∂

∂t3
.

Proof. Ââèäó d2, d3 6= 0 è 2d2 = d3 + 1 = m+ 2 ìû èìååì

E = t1
∂

∂t1
+
m+ 2

2
t2
∂

∂t2
+ (m+ 1)t3

∂

∂t3
,

ãäå m 6= −1,−2.
Óðàâíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè äàþò òîëüêî îäíî íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå

3∑
η=1

∂3F

∂t2∂t3∂tη
· ∂3F

∂t3∂t2∂tn+1−η =
3∑

η=1

∂3F

∂t3∂t3∂tη
· ∂3F

∂t2∂t2∂tn+1−η ,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî
( ∂3f

∂t2∂t2∂t3
)2

=
∂3f

∂t3∂t3∂t3
+

∂3f

∂t2∂t2∂t2
· ∂3f

∂t2∂t3∂t3
.
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Ïîëîæèì x = t2, y = t3, òîãäà f 2
xxy = fyyy + fxxxfxyy.

Óðàâíåíèå îäíîðîäíîñòè LEF = (m+ 3)F + P äàåò

m+ 2

2
xfx + (m+ 1)yfy = (m+ 3)f + ϕ(x, y),

ãäå ϕ(x, y) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò x, y. (Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ïåíëåâå VI.)

Ïóñòü òåïåðü f(x, y) =
∑
apqx

pyq. Òîãäà óñëîâèå îäíîðîäíîñòè äàåò
m+ 2

2
x
∑

papqx
p−1yq + (m+ 1)y

∑
qapqx

pyq−1 = (m+ 3)
∑

apqx
pyq + ϕ

è, ñëåäîâàòåëüíî, m+2
2
papq + (m+ 1)qapq = (m+ 3)apq, îòêóäà

m = −2
p+ q − 3

p+ 2q − 2
.

Â ìåñòå ñ îãðàíè÷åíèÿìè p + q > 2, di > 0 ýòî äàåò ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà m â îäíîì
èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäàõ.

1)m = (2s− n)/(n− s), s, n ∈ Z ≥ 0, n ≡ 1(mod 2).

2)m = (2s− 2n)/(2n− s), s, n ∈ Z ≥ 0, n ≡ 1(mod 2).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü m = (2s− n)/(n− s). Òîãäà

q =
m+ 3

m+ 1
− m+ 2

2m+ 2
p =

2s−n
n−s + 3
2s−n
n−s + 1

−
2s−n
n−s + 2

22s−n
n−s + 2

=
2n− s
s
− 1

2
· n
s
p

è, ñëåäîâàòåëüíî,
q + 1 = 2

n

s
− 1

2
· n
s
p.

Ïîëîæèì k = (q + 1)/n. Òîãäà q = kn− 1 è p = 4− 2ks. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x, y) =

∑

k

akx
4−2ksykn−1.

Óñëîâèÿ m 6= −1, kn − 1 ≥ 0 è 4− 2ks ≥ 0 äàþò s > 0, k > 0, s ≤ 2. Òàêèì îáðàçîì,
èìåþòñÿ òîëüêî 2 âîçìîæíîñòè:

s = 1, f(x, y) = a1x
2yn−1 − a2y

2n−1 è s = 2, f = a1y
n−1.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü
m =

2(s− n)

2n− s .
Òîãäà

q =
m+ 3

m+ 1
− m+ 2

2m+ 2
p =

2(s−n)
n−s + 3

2(s−n)
n−s + 1

− 1

2

2(s−n)
n−s + 2

2(s−n)
2n−s + 1

=
4n− s
s
− n

s
p

è, ñëåäîâàòåëüíî,
q + 1 =

4n

s
− n

s
p.

Ïîëîæèì k = (q + 1)/n. Òîãäà q = kn− 1 è p = 4− ks. Òàêèì îáðàçîì,
f(x, y) =

∑

k

akx
4−ksykn−1.
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Óñëîâèÿ m 6= −1, 4− ks ≥ 0 è kn ≥ 0 äàþò n > 0, 4 ≤ k > 0, s = 1, 3.
Åñëè s = 3, òî f = a1xy

n−1, åñëè s = 1, òî

f = a1x
3yn−1 + a2x

2y2n−1 + a3xy
3n−1 + a4y

4n−1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè äàþò 4 òèïà ïîëèíîìîâ:

f = a1y
n−1 + ϕ, n ≡ 1mod2;

f = a1xy
n−1 + ϕ;

f = a1x
2yn−1 + a2y

2n−1 + ϕ, n ≡ 1mod2;

f = a1x
3yn−1 + a2x

2y2n−1 + a3xy
3n−1 = a4y

4n−1 + ϕ

(ϕ � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà).
Èñïîëüçóåì òåïåðü óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè. Òîãäà 1) è 2) äàþò fyyy = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, a1 = 0. Òèï 3) äàåò

(2a1(n− 1)yn−2)2 = ((a1x
2yn−1 + a2y

2n−1)xxy)
2 = (a1x

2yn−1 + a2y
2n−1)yyy =

= a1(n− 1)(n− 2)(n− 3)x2yn−4 + a2(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)y2n−4.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n = 3,m =
2s− n
n− s = −1

2
è a2 =

16

20
a2

1.

Òàêèì îáðàçîì,

F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)2(t3)2 +

16

60
a2(t3)5.

Çàäà÷à 8.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a = 1/4, òî F ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì äëÿ M3 èç
ïðèìåðà 2.2.

Çàäà÷à 8.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè òèï 4 äàåò ðåøåíèÿ

m = −2

3
, F =

(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3t3 + +6a2(t2)2(t3)3 +

1296

210
a4(t3)7,

m = −4

5
, F =

(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3(t3)2 +

36

20
a2(t2)2(t3)5 +

1296

3960
a4(t3)11.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Â ïàðàãðàôå 12 ìû äîêàæåì, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëîì ñòðóêòóð
Äóáðîâèíà íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò êîêñòåðîâñêèõ ãðóïï A3, B3 è H3.
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9. Àíàëèòè÷åñêèå è àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ WDVV

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ WDVV, òî åñòü
ðåøåíèé ñ ïîòåíöèàëîì âèäà

F (t1, . . . , tn) =
∞∑
m=3

1

m!

n∑
i1,...,im=1

ai1,...,imt
i1 , . . . , tim ,

ãäå, äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè, êîýôôèöèåíòû ai1,...,im èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ëþáîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Óðàâíåíèÿ WDVV ïðåâðàùàþòñÿ ïðè ýòîì â
ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ai1,...,im .

Óñëîâèå íîðìàëèçàöèè îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû aε,i1,...,im ðàâíû 0 ïðè m > 2 è
aε,α,α = δ2α,n+1 è aε,α,β = 1

2
δα+β,n+1 ïðè α 6= β.

Óñëîâèå îäíîðîäíîñòè òàêæå î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè âñå dα 6= 0 îíî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî ai1,...,im = 0,
åñëè m > 2 è

m∑
p=1

dplp 6= (m+ 1), ãäå lp = |{j|ij = p}|.

Îïèøåì òåïåðü óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì
àññîöèàòèâíîñòè. Ðàññìîòðèì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (t1, . . . , tn)
íåâûðîæäåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó {ηλµ}. Äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèé óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû êîððåëÿòîðîâ [16], òî åñòü íàáîðû ÷èñåë < i1, . . . , im >,
èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
êîãåðåíòíîñòè

∑
σ∈Sn

m∑

k=0

n∑

λ,µ=0

< α, β, iσ(1), . . . , iσ(k), λ > ηλµ < µ, iσ(k+1), . . . , iσ(m), γ, δ >=

∑
σ∈Sn

m∑

k=0

n∑

λ,µ=0

< β, γ, iσ(1), . . . , iσ(k), λ > ηλµ < µ, iσ(k+1), . . . , iσ(m), δ, α > .

äëÿ ëþáûõ α, β, γ, δ, i1, . . . , im
Òåîðåìà 9.1. Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ àññîöèàòèâíîñòè åñëè è
òîëüêî åñëè íàáîð ÷èñåë

< i1, . . . , ik >=
1

(m− 3)!
ai1,...,ik

îáðàçóåò ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ.
Proof. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

∂3F

∂tα∂tβ∂tγ
=

∞∑
m=0

1

m!

n∑
i1,...,im=1

aα,β,γ,i1,...,imt
i1 . . . tim =

∞∑
m=0

n∑
i1,...,im=1

< α, β, γ, i1, . . . , im > ti1 . . . tim

Îòêóäà
n∑

λ,µ=0

∂3F

∂tα∂tβ∂tλ
ηλµ

n∑

λ,µ=0

∂3F

∂tµ∂tγ∂tδ
=
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∞∑

k,l=0

n∑
i1,...,ik=1

n∑
j1,...,jl=1

n∑

λ,µ

< α, β, λ, i1, . . . , ik > ηλµ < γ, δ, µ, j1, . . . , jl > ti1 . . . tiktj1 . . . tjl

Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå èçìåíèòñÿ,
åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè α è γ. Àêñèîìà êîððåëÿòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè α è γ. �

Áåñêîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ñèñòåìû êîððåëÿòîðîâ äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
öèêëè÷åñêîé Comm∞-àëãåáðû [16]. Ñòðóêòóðà öèêëè÷åñêîé Comm∞-àëãåáðû
íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå H ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðèêîé η çàäàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòîáðàæåíèé ◦n : H⊗n → H,n = 2, 3, . . . , (îáîçíà÷àåìûõ
(γ1, . . . , γn) = ◦n(γ1 ⊗ · · · ⊗ γn) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• (öèêëè÷íîñòü)
η((γσ(1), . . . , γσ(n)), γσ(n+1)) = η((γ1, . . . , γn), γn+1) äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê σ ∈ Sn+1;

• (àññîöèàòèâíîñòü)
∑

{i1,...,ik}∪{j1,...,jl}={1,...,m}
((α, β, δi1 , . . . , δik), γ, δj1 , . . . , δjl) =

∑

{i1,...,ik}∪{j1,...,jl}={1,...,m}
((β, γ, δi1 , . . . , δik), α, δj1 , . . . , δjl) äëÿ âñåõα, β, γ, δ1, . . . , δm(m ≥ 0).

Òåîðåìà 9.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé ◦n : H⊗n → H,n = 2, 3, . . .
îáðàçóåò öèêëè÷åñêóþ Comm∞-àëãåáðû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå H
ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðèêîé η, åñëè è òîëüêî åñëè ñåìåéñòâî ÷èñåë
< i1, . . . , ik >= η((i1, . . . , ik−1), ik) îáðàçóåò ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ.
Proof. Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå H áàçèñ e1, . . . , er ïîëîæèì ηij = η(ei, ej).
Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ìàòðèöó {ηij} = ({ηij})−1. Òîãäà

(γ1, . . . , γn) =
r∑

i,j=1

η((γ1, . . . , γn), ei)η
ijej =

r∑
i,j=1

< γ1, . . . , γn, ei > ηijej.

Òàêèì îáðàçîì

((γ1, . . . , γn1), γn1+1 . . . , γn1+n2) =
r∑

i,j=1

< γ1, . . . , γn1 , ei > ηij(ej, γn1+1 . . . , γn1+n2) =

r∑
i,j=1

r∑
i,j=1

< γ1, . . . , γn1 , ei > ηij < ej, γn1+1 . . . , γn1+n2ea > ηabeb =

r∑
i,j=1

r∑
i,j=1

< γ1, . . . , γn1 , ei > ηij < ej, γn1+1 . . . , γn1+n2 > .

Ïîýòîìó óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîãåðåíòíîñòè. �

Èñïîëüçóåì òåïåðü, ñëåäóÿ [12] îïèñàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé àññîöèàòèâíîñòè
÷åðåç ñèñòåìû êîððåëÿòîðîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ôðîáåíèóñîâó ïàðó (A, θ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
f3, f4, · · · : A → A, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó
ìíîæåñòâà End(A) è òàêèõ, ÷òî fi(ab) = afi(b).
Ëåììà 9.1. ×èñëà < i1, . . . , im >= η(ei1 . . . eim−1 , fm(eim)), ãäå η(a, b) = θ(ab),
îáðàçóåò ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ, ïðè÷åì

n∑
µ,ν=1

< i1, . . . , is, λ > ηλµ < is+1, . . . , im, µ >= η(fs(ei1 , . . . , eis), fm−s(eis+1 , . . . , eim)).

Proof. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e1, . . . , en. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

fm(ei1 . . . eim−1) =
n∑
j=1

ϕji1...im−1
ej.

Òîãäà

< i1, . . . , im >= η(ei1 . . . eim−1 , fm(eim)) = η(fm(ei1 . . . eim−1), eim) =
n∑
j=1

ϕji1...im−1
ηimj.

Òàêèì îáðàçîì,
n∑

µ,ν=1

< ei1 , . . . , eis , λ > ηλµ < eis+1 , . . . , eim , µ >=
n∑

j,k,µ,ν=1

ϕji1...isηjλϕ
k
is+1...im

ηµkη
λµ =

n∑

j,k,µ,ν=1

ϕji1...isϕ
k
is+1...im

ηjk = η(fs(ei1 , . . . , eis), fm−s(eis+1 , . . . , eim))

Êîãåðåíòíîñòü ñëåäóåò òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ η(ab, f(c)) = η(bc, f(a)). �

Òåîðåìà 9.3. Äëÿ ëþáîãî a =
n∑
i=1

tiei ∈ A ðÿä

F (t) =
∞∑
m=3

1

m!
η(am−1, fm(a))

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ F : A → C,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ àññîöèàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ηij.
Proof. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà
îïåðàòîðîâ. Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.1 è ïðåäûäóùåé
ëåììû. �

10. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M0,n ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðèìàíîâûõ ñôåð ñ n ïîïàðíî

ðàçëè÷íûìè íóìåðîâàííûìè òî÷êàìè, òî åñòü (2n− 6)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ
áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ñôåð. îíî ãîìåîìîðôíî R2n−6/Modn, ãäå
Modn äèñêðåòíî äåéñòâóþùàÿ ãðóïïà ñôåðè÷åñêèõ êîñ.

Ðàññìîòðèì åå êîìïàêòèôèêàöèþ Äåëèíÿ-Ìàìôîðäà [16] M0,n. Ãðàíèöà
êîìïàêòèôèêàöèè ∂M0,n = M0,n \ M0,n ïîëó÷àåòñÿ ñòÿãèâàíèåì â òî÷êè ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòóðîâ. (Ñòÿãèâàíèåì êîíòóðà â òî÷êó íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò
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äåôîðìàöèè ðèìàíîâîé ñ ïðîêîëàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, ïðè êîòîðîé äëèíà
êîíòóðà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå ñòðåìèòñÿ ê 0).

Ïðîñòðàíñòâî M0,n ïðåäñòàâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì â â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ïîäïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ äåðåâüÿì, ãäå ðåáðà çàìåíåíû ñôåðàìè ñ îòìå÷åííûìè
íóìåðîâàííûìè òî÷êàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòèôèêàöèè äîïóñêàþòñÿ ëèøü
äåðåâüÿ ñîñòîÿùèå èõ ñòàáèëüíûõ ñôåð, òî åñòü ñôåð ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê íà
êîòîðîé âìåñòå ñ ÷èñëîì òî÷åê, ïîëó÷åííûõ ñòÿãèâàíèåì êîíòóðîâ, ïðåâîñõîäèò 2.

Ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå äåðåâüÿì ñ m ñôåðàìè ãîìåîìîðôíû ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâó R2n−6−2m+2 ïî äèñêðåòíîé ãðóïïå. Îòâå÷àþùèå èì ãîìîëîãèè
ïîðîæäàþò ãðóïïó H2n−6−2m(M0,n). Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
îáðàçóþùèìè íàéäåíû â [7] è [16]. Îíè ñòðîÿòñÿ ïî:

• ïðîèçâîëüíîé ïåðåòÿíóòîé ñôåðå S ∈ H2n−6−2m+2(M0,n);
• ïðîèçâîëüíîé ñôåðå S̃ èç òåõ íà êîòîðûå ïåðåòÿíóòàÿ ñôåðà S, ðàñïàäàåòñÿ
ïîñëå óäàëåíèÿ ïåðåòÿæåê;
• ïðîèçâîëüíîé ÷åòâåðêå òî÷åê a1, a2, a3, a4 ∈ S̃, ãäå ai � ýòî èëè îòìå÷åííûå
òî÷êè, èëè òî÷êè, ïîðîæäåííûå ïåðåòÿæêîé êîíòóðà.

Ïî ýòîìó íàáîðó äàííûõ ìû ñòðîèì äâå ôîðìàëüíûå ñóììû ïðîñòðàíñòâ
ïåðåòÿíóòûõ ñôåð, ïîðîæäàþùèõ H2n−6−2m(M0,n). Îäíà èç ñóìì ξ1 ñîñòîèò èç
ïåðåòÿæåê, îòäåëÿþùèõ òî÷êè a1, a2 îò a3, a4. Äðóãàÿ ξ2 ñîñòîèò èç ïåðåòÿæåê,
îòäåëÿþùèõ òî÷êè a1, a3 îò a2, a4. Ðàçíîñòü ξ1 − ξ2 ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ýëåìåíò
ãîìîëîãèé. Ýòè ðàçíîñòè è ïîðîæäàþò âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïèñàííûìè âûøå
îáðàçóþùèìè ãðóïïû H2n−6−2m(M0,n).

Ëþáîìó ðàçáèåíèþ σ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà 2 ïîäìíîæåñòâà ìîùíîñòè n1, n2 > 2
îòâå÷àåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

M0,n1+1 ×M0,n1+1 →M0,n.

Èç îïèñàíèÿ ãðóïï ãîìîëîãèé ñëåäóåò, ÷òî ðàçáèåíèå σ ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
ϕσ : H∗(M0,n1+1)⊗H∗(M0,n1+1)→ H∗(M0,n),

êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
ϕ∗σ : H∗(M0,n)→ H∗(M0,n1+1)⊗H∗(M0,n1+1).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ðîäà 0. Îíà
ñîñòîèò èç êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé
ôîðìîé (H, η) è ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

In : H⊗n → H∗(M0,n), n = 3, 4, . . . ,

êîòîðûå
• èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Sn íà H⊗n,
• óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàñùåïëÿåìîñòè

ϕ∗σ(In(γ1 ⊗ · · · ⊗ γn)) =
l∑

i,j=1

I|S1|(
⊗
p∈S1

γp ⊗ ei)ηijI|S2|(ej ⊗
⊗
q∈S2

γq)

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S1

∐
S2 = {1, . . . , n}, ãäå |Si| > 2, {e1, . . . , el} � áàçèñ â

H è ηij � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå ãðàììà ηij = η(ei, ej).
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Ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû èç H∗(M0,n) ïîðîæäàþò ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà
H∗(M0,n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∫

M0,n

: H∗(M0,n)→ C

ôóíêöèîíàë, ïîðîæäåííûé êëåòêîé M0,n.

Òåîðåìà 10.1. Ðàâåíñòâî < i1, . . . , in >=
∫

M0,n

In(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) çàäàåò áèåêöèþ

ìåæäó ñèñòåìàìè êîððåëÿòîðîâ è êîãîìîëîãè÷åñêèìè òåîðèÿìè ïîëÿ.

Proof. Äîêàæåì, ÷òî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ
{In : H⊗n → H∗(M0,n), n = 3, 4, . . . }

ïîðîæäàåò ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ

< i1, . . . , in >=

∫

M0,n

In(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein).

Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîé ÷åòâåðêå òî÷åê a1, a2, a3, a4 ∈ S ñ íîìåðàìè α1, α2, α3, α4

äâå ôîðìàëüíûå ñóììû ïåðåòÿíóòûõ ñôåð èç H2n−8(M0,n). Ñëàãàåìûå îäíîé èç íèõ
ξ1 îáðàçóþò ìíîæåñòâî {Σ1}, ñîñòîÿùåå èç ïåðåòÿæåê, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì ,
îòäåëÿþùèõ òî÷êè a1, a2 îò a3, a4. Ñëàãàåìûå äðóãîé ξ2 îáðàçóþò ìíîæåñòâî {Σ2},
ñîñòîÿùåå èç ïåðåòÿæåê, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì , îòäåëÿþùèõ òî÷êè a1, a3 îò a2, a4.
Ðàçíîñòü ξ1 − ξ2 ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ýëåìåíò ãîìîëîãèé. Òàêèì îáðàçîì,

0 =

∫

ξ1−ξ2

∑
σ

ϕ∗σ(In(e1 ⊗ · · · ⊗ en)) =

∫

ξ1−ξ2

∑
σ

l∑
i,j=1

I|S1|(
⊗
p∈S1

ep ⊗ ei)ηijI|S2|(ej ⊗
⊗
q∈S2

eq)

=
∑
σ∈Sn

n∑

k=0

n∑

λ,µ=1

< α1, α2, iσ(1), . . . , iσ(k), λ > ηλµ < µ, α3, α4, iσ(k+1), . . . , iσ(m) > −

∑
σ∈Sn

m∑

k=0

n∑

λ,µ=0

< α3, α2, iσ(1), . . . , iσ(k), λ > ηλµ < µ, α1, α4, iσ(k+1), . . . , iσ(m) > .

Ýòî ðàâåíñòâî è îçíà÷àåò óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè äëÿ ñåìåéñòâà êîððåëÿòîðîâ
{< i1, . . . , in >}.

Ñîïîñòàâèì òåïåðü ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
In : H⊗n → H∗(M0,n), n = 3, 4, . . . , ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîððåëÿòîðîâ
{< i1, . . . , im >}. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ìû äîëæíû ñîïîñòàâèòü
êàæäîìó íàáîðó {i1, . . . , im} ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

In(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) : H∗(M0,n)→ C,

òî åñòü îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà êàæäîé ïåðåòÿíóòîé ñôåðå ñ
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Äëÿ ñôåðû áåç ïåðåòÿæåê M0,n ïîëîæèì In(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein)(M0,n) =< i1, . . . , in >.
Â ñëó÷àå, åñëè ïåðåòÿíóòàÿ ñôåðà M ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (i1, . . . , im) íà
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ãðóïïû (i11, . . . , i
n1
1 ), . . . , (ik1, . . . , i

nk
k ) ïîëîæèì

In(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim)(M) =
n∑

α1,β1,...,αk−1,βk−1=1

< i11, . . . , i
n1
1 , α1 > ηα1β1

< β1, i
1
2, . . . , i

n2
2 , α2 > ηα2β2 . . . ηαk−1βk−1 < βk−1, i

1
k, . . . , i

nk−1

k−1 > .

Ïðîäîëæèì òåïåðü ôóíêöèîíàë ïî ëèíåéíîñòè íà âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ïåðåòÿíóòûõ ñôåð. Ñâîéñòâî êîãåðåíòíîñòè êîððåëÿòîðîâ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ÿäðî
ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñîäåðæèò ðàçíîñòè âèäà ξ1 − ξ2 èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå Êèëà-Ìàíèíà ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîðîæäàþò âñå
äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàçóþùèìè ãðóïïû H∗(M0,n). Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ

{In : H⊗n → H∗(M0,n), n = 3, 4, . . . }
òàêîå, ÷òî

< ei1 , . . . , ein >=

∫

M0,n

In(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein).

�

Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, ãäå In(H⊗n) ⊆ H0(M0,n), n = 3, 4, . . . , íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ[2]. Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ èçîìîðôíà
êàòåãîðèè ôðîáåíèóñîâûõ ïàð [4],[1]. Ïî îáðàçöó òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü áîëåå îáùóþ òåîðèþ ïîëÿ ñî çíà÷åíèåì â ôóíêòîðå [9], âêëþ÷àþùóþ â
ñåáÿ íå òîëüêî êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, íî è ìíîæåñòâî åå àíàëîãîâ, â òîì
÷èñëå íåêîììóòàòèâíûõ . Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäÿò íåêîììóòàòèâíûì àíàëîãàì
ñèñòåì êîððåëÿòîðîâ è ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé [9], [10].

11. Èíâàðèàíòû Ãðîìîâà-Âèòòåíà
Åñòåñòâåííûå ïðèìåðû êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ äàåò òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ

Ãðîìîâà-Âèòòåíà [8].
Ïóñòü (X,ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n òàêîå, ÷òî

H2k+1(X,C) = 0 è H2k(X,Z) ∼= Zmk .

Îïðåäåëåíèå 11.1. Òåíçîð
J ∈ TX ⊗ T ∗X (Jp : TpX → TpX)

íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, åñëè J2
p = −1. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ ω, åñëè òåíçîð g(a, b) = ω(a, Jb) ïîðîæäàåò
ðèìàíîâó ìåòðèêó íà X.

Ïóñòü J ñîãëàñîâàíà ñ ω è c1 = c1(X) ∈ H2(X,Z) � ïåðâûé êëàññ ×åðíà
ìíîãîîáðàçèÿ X ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J . Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ω
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò c1.

Ïóñòü Σ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Òîãäà TpΣ ∼= C, äëÿ êàæäîãî p ∈ Σ, è
óìíîæåíèå íà i =

√−1 ïîðîæäàåò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó jp : TpΣ→ TpΣ.
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Îïðåäåëåíèå 11.2. Îòîáðàæåíèå u : Σ → X íàçûâàåòñÿ J -ãîëîìîðôíûì, åñëè
äëÿ êàæäîãî p ∈ Σ îòîáðàæåíèå (du)p : TpΣ → Tu(p)X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
J(u(p))(du)p = (du)pjp.
Îïðåäåëåíèå 11.3. Ïóñòü

A ∈ H2(X,Z); ai, bj ∈ H∗(X,Z); x1, ..., xk ∈ Σ; (i = 1, ..., k; j = 1, ..., `).

ïðè÷åì ai, bi îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ãðóïïû ãîìîëîãèé. Ðàññìîòðèì
ïðåäñòàâëÿþùèå èõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ãi ∈ ai, b̃j ∈ bj îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ΦA
g,k,`(ã1, ..., ãk|b̃1, ..., b̃`)

÷èñëî J-ãîëîìîðôèçìîâ u : Σ→ X òàêèõ, ÷òî u(Σ) ∈ A, u(xi) ∈ ãi è u(Σ) ∩ b̃j 6= ∅.

Òåîðåìà-Îðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü (ω,A) > 0 è (c1, A) ≥ 0. Òîãäà ÷èñëî
ΦA
g,k,`(ã1, ..., ãk|b̃1, ..., b̃`)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññàìè a1, ..., ak, b1, ..., b`. Îíî êîíå÷íî, åñëè
k∑
i=1

dim ai +
∑̀
j=1

dim bi = 2n(g + k − 1) + 2`(n− 1)− 2(c1, A).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëîæèì
ΦA
g,k,`(a1, ..., ak|b1, ..., b`) = 0.

×èñëà
ΦA
g,k,`(a1, ..., ak|b1, ..., b`)

íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè Ãðîìîâà-Âèòòåíà.

Ïðèìåð 11.1. Ïóñòü X = CP n, ai � îáðàçóþùèå H2i(X,Z). Íàéäåì
Φ0,3,0(a0, a0, an−1) = 1.

Ðàññìîòðèì òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ a′, a′′ è ãèïåðïëîñêîñòü a ∈ a2n−2. Ïóñòü
Σ = CP 1 = C è x1 = 0, x2 =∞, x3 = 1 ∈ Σ.

Òîãäà Φ0,3,0(a′, a′′, a) � ýòî ÷èñëà ïðÿìûõ u : CP 1 → CP n

òàêèõ, ÷òî u(0) = a′, u(∞) = a′′ è u(1) ∈ ã. Òàêèì îáðàçîì,
Φ0,3,0(a0, a0, an−1) = Φ0,3,0(a′, a′′, a) = 1.

Ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ Ãðîìîâà-Âèòòåíà ïîäðîáíî èçó÷åíû â [13]. Ïðèâåäåì ëèøü
âàæíîå äëÿ íàñ ñëåäñòâèå ýòîé ðàáîòû. Âûáåðåì â H∗(X,C) îäíîðîäíûé áàçèñ
h1, ..., hn, òàêîé, ÷òî h1 = X è èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 〈hi, hj〉 = δi+j,n+1.
Òåîðåìà 11.1. ×èñëà < i1, . . . , il+3 >= Φ0,3,l(hi1 , hi2 , hi3|hi4 , . . . , hil+3

) îáðàçóþò
ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ηij = δi+j,n+1. Îíè ïîðîæäàþò
êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ è ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïîòåíöèàëîì

F (t1, ..., tn) =
∑

A∈H2(X,Z)

∑

`≥0

1

(`+ 3)!
ΦA

0,3,`(x, x, x|x, ..., x)exp(−〈ω,A〉),
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ãäå x =
∑n

i=1 t
ihi è ΦA

0,3,` : H`+3 → C � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ïîðîæäåííûé
èíâàðèàíòàìè Ãðîìîâà-Âèòòåíà ΦA

0,3,`. Ýéëåðîâî ïîëå ìîãîîáðàçèÿ ðàâíî

E =
n∑

α=1

(1− qα)tα
∂

∂tα
−
∑

τα
∂

∂tα
,

ãäå
qα =

1

2
dimhα è c1(X) =

∑
α

ταhα.

Ñëåäñòâèå 11.1. Ïàðà (F,E) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ WDVV.

Óðàâíåíèÿ WDVV äàþò íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíâàðèàíòàìè
Ãðîìîâà-Âèòòåíà
Ïðèìåð 11.2. (Êîíöåâè÷ è Ìàíèí). Íàéäåì ïîòåíöèàë äëÿ X = CP 2.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ïîòåíöèàëà èññëåäóåòñÿ òàê æå, êàê â
ïðèìåðå 11.1. Òàêèì îáðàçîì

F (t1, t2, t3) =
1

2
(t1(t2)2 + (t1)2t3) +

∑

d>0

N(d)
(t3)3d−1

(3d− 1)!
edt

2

,

ãäå N(d) � ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïåíè d, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 3d − 1
òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Âû÷èñëåíèå ÷èñåë N(d) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
ìàòåìàòèêè 19 âåêà.

Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè äàåò

N(d) =
1

2

∑

d1+d2=d

d1d2(3dd1d2 − 2d2 + 6d1d2)(3d− 4)!

(3d1 − 1)!(3d2 − 1)!
·N(d1) ·N(d2),

÷òî ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíî íàéòè âñå ÷èñëà N(d).

12. Ñâÿçêà ïëîñêèõ êîìåòðèê è ñòðóêòóðà Äóáðîâèíà
Íàðÿäó ñ îáû÷íûìè ìåòðèêàìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è êîìåòðèêè, òî åñòü

òåíçîðíûå ïîëÿ h∗ ∈ TM ⊗ TM , êîòîðûå äàäóò â êàæäîé òî÷êå p ∈ M
íåâûðîæäåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó íà T ∗pM . Òîãäà ðàâåíñòâî
h∗(ϕ(a), `) =< a, ` >, ãäå a ∈ TpM, ` ∈ T ∗pM è < a, ` >= `(a), äàåò èçîìîðôèçì
ϕ : TpM → T ∗pM , êîòîðûé ïîðîæäàåò îáû÷íóþ ìåòðèêó h(a, b) = h∗(ϕ(a), ϕ(b)).
Òåíçîðû h è h∗ íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè. Åñëè t1, ..., tn � êîîðäèíàòû íà U 3 p è

h =
∑
ij

hijdt
i ⊗ ∂tj, h∗ =

∑
ij

hij
∂

∂ti
⊗ ∂

∂tj
,

òî ∑

k

hikh
kj = δij.

Ìåòðèêà h ïîðîæäàåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà ∇ ñ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ

Γkij =
1

2

∑
s

hks
(∂hsj
∂ti

+
∂his
∂tj
− ∂hij

∂ts

)
.
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Ïðè ýòîì
Γkij = Γkji,

∂

∂tk
hij =

∑
s

(Γsikhsj + Γskjhis)

è
∂

∂tk
hij = −

∑
s

(Γiskh
sj + Γjksh

is).

Ïîëîæèì
∇i =

∑
s

his∇s è Γijk = h∗(dti,∇kdt
j) = −

∑
s

hisΓjsk.

Òîãäà
∂hij

∂tk
= Γijk + Γjik è

∑
s

hisΓjks =
∑
s

hjsΓiks .

Êîìåòðèêà h∗ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, åñëè hij = const äëÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò
(t1, ..., tn).
Çàäà÷à 12.1. . Äîêàçàòü, ÷òî êîìåòðèêà h∗ ïëîñêàÿ, åñëè è òîëüêî åñëè

∑
s

his
(∂Γjk`
∂ts
− ∂Γjks

∂t`

)
+
∑
s

Γijs Γsk` −
∑
s

Γiks Γsj` = 0

äëÿ âñåõ i, j, k, `.
Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïàðà êîìåòðèê (h∗1, h

∗
2) íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé ïëîñêèõ êîìåòðèê,

åñëè äëÿ êàæäîãî λ ∈ C êîìåòðèêà h∗ = h∗1 + λh∗2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé è åå ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû Γijk = Γij1k + λΓij2k.

Ñâÿçêè ïëîñêèõ êîìåòðèê èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà.
Çàäà÷à 12.2. Ïóñòü h∗1 =

∑
ij h

ij
1 (∂/∂ti) ⊗ (∂/∂tj) � ïëîñêàÿ êîìåòðèêà, Γij1k � åå

ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è
∂2hij1
∂(t1)2

=
∂2Γij1k
∂(t1)2

= 0, det(∂h
ij
1

∂t1
) 6= 0.

Òîãäà Γij2k = ∂Γij1k/∂t
1 ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ êîìåòðèêè hij2 = ∂hij1 /∂t

1

è ïàðà (h∗1, h
∗
2) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçêîé ïëîñêèõ êîìåòðèê.

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà. Òîãäà êàæäîìó p ∈ M
îòâå÷àåò ïàð Ôðîáåíèóñà (Mp, θp). Ïóñòü g(a1, a2) = θ(a1 · a2) è g∗ ∈ TM ⊗ TM
� êîìåòðèêà, ñîïðÿæåííàÿ ê g. Îíà ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ϕ : TM → T ∗M . Äëÿ
`, `1, `2 ∈ M∗

p = T ∗pM ìû ïîëîæèì `1 · `2 = ϕ(ϕ−1(`1) · ϕ−1(`2)) è θ∗(`) = θ(ϕ−1(`)).
Òîãäà ϕ ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ïàð (Mp, θp), (M∗

p , θ
∗
p) è

g∗(`1, `2) = θ∗(`1 · `2) = θ(ϕ−1(`1 · `2)) = θ(ϕ−1(`1) · ϕ−1(`2)) =

= g(ϕ−1(`1), ϕ−1(`2)) = 〈`1, ϕ
−1(`2)〉,

ãäå 〈`1, ϕ
−1(`2)〉 = `1(ϕ−1(`2)).

Ðàññìîòðèì êîìåòðèêó
h∗(`1, `2) = 〈E, `1 · `2〉 = 〈ϕ(E), ϕ−1(`1 · `2)〉 =

= g(E,ϕ−1(`1, ·`2)) = θ(E · ϕ−1(`1 · `2)),
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ãäå E � ýéëåðîâî ïîëå. Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî (g∗, h∗) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçêîé ïëîñêèõ
êîìåòðèê.

Çàäàäèì ãîìîìîðôèçì ψ̃ : M∗
p → Mp ðàâåíñòâîì < `1, ψ̃`2 >= h∗(`1, `2). Åñëè ψ̃

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî ïîëîæèì
ψ = ψ̃−1 : Mp →M∗

p è h(a1, a2) = h∗(ψ(a1), ψ(a2)).

Ëåììà 12.1. Ãîìîìîðôèçì ψ̃ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè è òîëüêî åñëè
Ep = E(p) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Mp. Â ýòîì ñëó÷àå
h(a1, a2) = g(E−1

1 a1, a2).

Proof. Ââèäó ðàâåíñòâà dimM∗
p = dimMp, ãîìîìîðôèçì ψ̃ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,

åñëè è òîëüêî åñëè ψ̃ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, òî åñòü ôîðìà h∗ ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííîé. Íî

h∗(`1, `2) = θ(E · ϕ−1(`1) · ϕ−1(`2)),

ãäå E = Ep, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìåòðèêà h∗ íåâûðîæäåíà, åñëè è òîëüêî åñëè
E · ϕ−1(`1) 6= 0 äëÿ âñåõ `1 6= 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
îáðàòèìîñòè E. Â ýòîì ñëó÷àå

h(E · a1, a2) = h∗(ψ(E · a1), ψ(a2)) = 〈E · a1, ψ(a2)〉 =

= g(E · a1, ϕ
−1ψ(a2)) = g(E, a1 · ϕ−1ψ(a2)) =

= h∗(ϕ(a1), ψ(a2)) = 〈ϕ(a1), a2〉 = g(a1, a2).

�
Ïîëîæèì M0 = {p ∈M |Ep − îáðàòèìî}.

Çàäà÷à 12.3. Ïóñòü M = Mn ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èç ïðèìåðà 2.2, òîãäà M0

� ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(z) =
n+1∏
i=1

(z − zi),

ãäå zi 6= zj.
Çàäà÷à 12.4. Êîðíè (x1, ..., xn) óðàâíåíèÿ det(hαβ−xgαβ) = 0 îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèå
êîîðäèíàòû íà M0.
Ëåììà 12.2. Ïóñòü (t1, ..., tn) � ïëîñêèå îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ñòðóêòóðû
Äóáðîâèíà (F,E) è

E =
∑
α

(dαt
α + rα)

∂

∂tα
,

LEF = (m+ 3)F +
∑

αβ

Aαβt
αtβ +

∑
α

Bαt
α + C.

Òîãäà
h∗ =

∑

α,β

hαβ
∂

∂tα
⊗ ∂

∂tβ
,

ãäå
hαβ =

∑
η

(dηt
η + rη)

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tη
=
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= (dα + dβ −m− 1)
∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β + An+1−α,n+1−β.

Proof. Èìååì

g
( ∂

∂tη
, ϕ−1(dtα · dtβ)

)
= g∗

(
ϕ
( ∂

∂tη

)
, dtα · dtβ

)
=
〈 ∂

∂tη
, dtα · dtβ

〉
=

=
〈 ∂

∂tη
, ϕ(ϕ−1(dtα) · ϕ−1(dtβ))

〉
=

=
〈 ∂

∂tη
, ϕ
((∑

γ

gαγ
∂

∂tγ

)
·
(∑

σ

gβσ
∂

∂tσ

))〉
=

=
∑
γ,σ

〈 ∂

∂tη
, ϕ
( ∂

∂tγ
· ∂
∂tσ

)〉
gαγgβδ =

∑
γ,σ

gαγgβσg
( ∂

∂tη
,
∂

∂tγ
· ∂
∂tσ

)
=

=
∑
γ,σ

gαγgβσg
( ∂

∂tη
,
∑
ω

∂3F

∂tγ∂tσ∂tn+1−ω ·
∂

∂tω

)
=

=
∑
γ,σ,ω

gαγgβσgηω
∂3F

∂tγ∂tσ∂tn+1−ω =
∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tη
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

hαβ = h∗(dtα, dtβ) = g(E,ϕ−1(dtα · dtβ)) = g
(∑

η

(dηt
η + rη)

∂

∂tη
, ϕ−1(dtα · dtβ)

)
=

=
∑
η

(dηt
η + rη)g

( ∂

∂tη
, ϕ−1(dtα · dtβ)

)
=
∑
η

(dηt
η + rη)

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tη
.

Óñëîâèå îäíîðîäíîñòè äàåò

(m+ 3)
∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β + An+1−α,n+1−β =
∂2(LE(F ))

∂tn+1−α∂tn+1−β =

∂2

∂tn+1−α∂tn+1−β

(∑
η

(dηt
η + rη)

∂F

∂tη

)
=
∑
η

(dηt
η + rη)

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tη
+

+dn+1−α
∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β + dn+1−β
∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β .

Òàêèì îáðàçîì, ∑
η

(dηt
η + rη)

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tη
=

= (m+ 3− dn+1−α − dn+1−β)
∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β + An+1−α,n+1−β.

�

Çàäà÷à 12.5. Åñëè dα + dβ 6= m+ 1 äëÿ âñåõ α, β, òî g∗ = Leh
∗.

Ëåììà 12.3. Ïóñòü (t1, ..., tn) � ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ñòðóêòóðû
(F,E). Òîãäà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ êîìåòðèêè h∗ èìåþò âèä

Γαβγ =
(
−m+ 1

2
+ dβ

) ∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tγ
.
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Proof. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γαβγ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî êîìåòðèêå hαβ
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé

∂

∂tγ
hαβ = Γαβγ + Γβαγ ,

∑
ω

hαωΓβγω =
∑
ω

hβωΓαγω

(çäåñü n3 óðàâíåíèé íà Γαβγ ). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè

Γ̃αβγ =
(
−m+ 1

2
+ dβ

) ∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tγ
óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óðàâíåíèÿì.

Ñîãëàñíî ëåììå 12.2,
∂

∂tγ
hαβ = (dα + dβ −m− 1)

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−β∂tγ
= Γ̃αβγ + Γ̃βαγ .

Êðîìå òîãî, ëåììà 12.2 è óðàâíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè äàþò
∑
ω

hαωΓ̃βγω =
∑
ω

(∑
η

Eη
∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−ω∂tη

(
−m+ 1

2
+ dγ

) ∂3F

∂tn+1−β∂tn+1−γ∂tω

)
=

=
(
−m+ 1

2
+ dγ

)
×
∑
η

Eη

(∑
ω

∂3F

∂tn+1−β∂tn+1−ω∂tη
· ∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−γ∂tω

)
=

(
−m+ 1

2
+ dγ

)
×
∑
η

Eη

(∑
ω

∂3F

∂tn+1−α∂tn+1−ω∂tη
· ∂3F

∂tn+1−β∂tn+1−γ∂tω

)
=
∑
ω

hβωΓ̃αγω .

�

Òåîðåìà 12.1. Ïàðà (g∗, h∗) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçêîé ïëîñêèõ êîìåòðèê.
Proof. Ïóñòü (t1, ..., tn) � ïëîñêèå êâàçèîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ñòðóêòóðû (F,E).
Òîãäà gij = δi+j,n+1 è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ êîìåòðèêè g∗ ðàâíû 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ êîìåòðèêà g̃∗ = g∗ + λh∗

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé è åå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γ̃αβγ ðàâíû λΓαβγ , ãäå Γαβγ � ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ êîìåòðèêè h∗.

Óðàâíåíèÿ
∂

∂tγ
g̃αβ = Γ̃αβγ + Γ̃βαγ è

∑
s

g̃αωΓ̃βγω =
∑
s

g̃βωΓ̃αγω

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ÷èñëà Γ̃αβγ . Äîêàæåì, ÷òî λΓαβγ óäîâëåòâîðÿþò ýòèì
óðàâíåíèÿì.

Ñîãëàñíî ëåììå 12.2, ìû èìååì
∂

∂tγ
g̃αβ = λ

∂

∂tγ
hαβ = λ(Γαβγ + Γβαγ )

è, ñîãëàñíî ëåììàì 12.3, 12.2∑
ω

g̃αω(λΓβγω ) = λ
∑
ω

gαωΓβγω + λ2
∑
ω

hαωΓβγω =

= λΓβγn+1−α + λ2
∑
ω

hαωΓβγω = λΓαγn+1−β + λ2
∑
ω

hβωΓαγω =

= λ
∑
ω

gβωΓαγω + λ2
∑
ω

hβωΓαγω =
∑
ω

g̃βω(λΓαγω ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, Γ̃αβγ = λΓαβγ . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåììàì 12.2 è 12.3,
∑
s

g̃is
(∂Γ̃jk`
∂ts
− ∂Γ̃jks

∂t`

)
+
∑
s

Γ̃ijs Γ̃sk` −
∑
s

Γ̃iks Γ̃sj` =

= λ
∑
s

(gis + λhis)
(∂Γjk`
∂ts
− ∂Γjks

∂t`

)
+ λ2

(∑
s

Γijs Γsk` −
∑
s

Γiks Γsj`

)
=

= λ
∑
s

gis
(∂Γjk`
∂ts
− ∂Γjks

∂t`

)
= λ

( ∂Γjk`
∂tn+1−i −

∂Γjks+1−i
∂t`

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 12.1, êîìåòðèêà g̃∗ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. �
Ñîãëàñíî [6] âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: Âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ âÿçêà ïëîñêèõ

êîìåòðèê ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé Äóáðîâèíà.

13. Ñòðóêòóðà Äóáðîâèíà íà ïðîñòðàíñòâàõ îðáèò ãðóïï Êîêñòåðà
Íàïîìíèì (ñì.íàïðèìåð [3]) òåîðèþ êîíå÷íûõ ãðóïï Êîêñòåðà. Ïóñòü V �

âåùåñòâåííîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé
ôîðìîé 〈·, ·〉 : V ⊗ V → R. Îòîáðàæåíèå Sr : V → V , ãäå r ∈ V ,

Sr(x) = x− 2〈x, r〉
〈r, r〉 r

íàçûâàåòñÿ îòðàæåíèåì. Êîíå÷íóþ ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îòðàæåíèÿìè, íàçîâåì
ãðóïïîé Êîêñòåðà.

Ïóñòü W � ãðóïïà Êîêñòåðà è Sr ∈ W � îòðàæåíèå. Ìíîæåñòâî tr íåïîäâèæíûõ
òî÷åê Sr íàçîâåì ñòåíêîé. Ïóñòü T � ìíîæåñòâî âñåõ ñòåíîê. Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
ìíîæåñòâà V \ T íàçûâàåòñÿ êàìåðîé. Ñòåíêè (tr1 , ..., trn), îãðàíè÷èâàþùèå êàìåðó
C, íàçûâàþòñÿ ñòåíêàìè êàìåðû C. Ïàðà (W, {Sr1 , ..., Srn}) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
Êîêñòåðà.

Ïóñòü (W, {Sr1 , ..., Srn}) � ñèñòåìà Êîêñòåðà. Ðàññìîòðèì ãðàô ñ âåðøèíàìè
r1, ..., rn è ðåáðàìè `ij, ñîåäèíÿþùèìè ri è rj, åñëè è òîëüêî åñëè SrnSrj 6= SrjSri .
Ïóñòü mij � ïîðÿäîê ýëåìåíòà (SrnSrj). Ïðè mij > 3 íàïèøåì íàä `ij ÷èñëî
mij. Ïîëó÷åííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé Äûíêèíà (W, {Sr1 , ..., Srn}). Ñèñòåìà
Êîêñòåðà (W, {Sr1 , ..., Srn}) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè äèàãðàììà Äûíêèíà ñâÿçíà.
Ïðîñòàÿ ñèñòåìà Êîêñòåðà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè dimV = n.
Òåîðåìà 13.1. (Êîêñòåð). 1) Êàæäàÿ ñèñòåìà Êîêñòåðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì Êîêñòåðà.

2) Äèàãðàììà Äûíêèíà âñÿêîé íåïðèâîäèìîé ñèñòåìû Êîêñòåðà ïðèíàäëåæèò ê
îäíîìó èç òèïîâ, ïåðå÷èñëåííûõ íà ðèñ.1 (÷åðåç n îáîçíà÷åíî ÷èñëî âåðøèí).

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïóñòü (W, {Sr1 , ..., Srn}) � ñèñòåìà Êîêñòåðà. Ýëåìåíò
S = Sr1 · ... · Srn íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì Êîêñòåðà. Ïåðåíóìåðàöèÿ ri ïåðåâîäèò
S â ñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Ïîðÿäîê ρ ýëåìåíòà S íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êîêñòåðà.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà S : V → V ðàâíû exp(2π

√−1mi/ρ),
ãäå mi ∈ Z, ρ > m1 ≥ · · · ≥ mn = 1 è mi + mn+1−i = ρ. ×èñëà mi íàçûâàþòñÿ
ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû Êîêñòåðà.
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Òåîðåìà 13.2. (Êîêñòåð) Ïîêàçàòåëè ðàâíû:
An : mi = n+ 1− i;
Bn : mi = 2(n− i) + 1;
Dn = D2k : mi = 2(n− i)− 1 ïðè i ≤ k, mi = 2(n− i) + 1 ïðè i > k;
Dn = D2k+1 : mi = 2(n− i)− 1 ïðè i ≤ k, mk+1 = 2k;mi = 2(n− i) + 1, i > k + 1;
E6 : 11, 8, 7, 5, 4, 1;
E7 : 17, 13, 11, 9, 7, 5, 1;
E8 : 29, 23.19, 17, 13, 11, 7, 1;
F4 : 11, 7, 5, 1;
H3 : 9, 5, 1;
H4 : 29, 19, 11, 1;
I2(k) : k − 1, 1.

Ïóñòü (W, {Sr1 , ..., Srn}) � íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà Êîêñòåðà íà V ∼= Rn.
Ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû íà Rn ïîðîæäàþò ôóíêöèè z1, ..., zn íà V ⊗ C. Ïóñòü
P = {F} � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà F (z1, ..., zn). Äëÿ g ∈ W è f ∈ P ïîëîæèì
(gf)(z) = f(g(z)). Òîãäà W äåéñòâóåò íà P . Ïîëîæèì

PW = {f ∈ P |gf = f äëÿ âñåõ g ∈ W}.
Òåîðåìà 13.3. (Êîêñòåð) Ïóñòü

(W, {Sr1 , ..., Srn})
� ñèñòåìà Êîêñòåðà c ïîêàçàòåëÿìè m1, ...,mn. Òîãäà àëãåáðà PW ïîðîæäàåòñÿ
ïîëèíîìàìè y1, ..., yn ñòåïåíè di = mi + 1.

Ïîëèíîìû y1, ..., yn îáðàçóþò êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå M = (V ⊗ C)/W .
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî M èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó
Äóáðîâèíà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ôàêò äëÿ ãðóïïû An.
Ïðèìåð 13.1. Ïóñòü

V =

{
(z1, ..., zn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

zi = 0

}

è

〈(x1, ..., xn+1), (y1, ..., yn+1)〉 =
n+1∑
i=1

xiyi.

Ðàññìîòðèì
ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈ Rn+1

è
ri = ei − ei+1 ∈ V (i = 1, ..., n).

Òîãäà äëÿ z = (z1, ..., zn+1) èìååì
Sri(z) = (z1, ..., zi−1, zi+1, zi, zi+2, ..., zn+1).

Ñòàëî áûòü, W ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè,
SriSrj = SrjSri, åñëè |i − j| > 1 è (SriSrj)

3 = 1, åñëè |i − j| = 1. Òàêèì îáðàçîì,
äèàãðàììà Äûíêèíà (W{S1, ..., Sn}) òàêîâà êàê íà ðèñ.2 è ñîâïàäàåò ñ äèàãðàììîé
Äûíêèíà ñèñòåìû Êîêñòåðà An.

Ýëåìåíò Êîêñòåðà S äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå
S(z1, ..., zn+1) = Sr1 · · ·Srn(z1, ..., zn+1) = (zn+1, z1, ..., zn),
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÷èñëî Êîêñòåðà ðàâíî n+ 1. Ïîêàçàòåëè ðàâíû n, n− 1, ..., 1.
Àëãåáðà PW ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü

ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó
f(z1, ..., zn+1) = f(zσ(1), ..., zσ(n+1)),

ãäå
σ : (1, ..., n+ 1)→ (1, ..., n+ 1)

� ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà. Áàçèñ PW ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ
y1 = z1 + ...+ zn+1; y2 =

∑
i,j

zizj; ... yn+1 = z1...znzn+1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî M = V ⊗ C/W . Òî÷êà ρ ∈ M � ýòî
íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð

(z1, ..., zn+1), zi ∈ C,
∑
i

zi = 0.

Òîãäà îòîáðàæåíèå

ϕ(z1, ..., zn+1) =
n+1∏
i=1

(z + zi) = zn+1 + y2(z1, ..., zn+1)zn−1 + ..+ yn+1(z1, ..., zn+1)

ïîðîæäàåò áèåêöèþ ϕ : M →Mn íà ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
Mn = {zn+1 + a1z

n−1 + ...+ an}
èç ïðèìåðà 2.2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãðóïïû An èìååò
åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó Äóáðîâèíà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü W �- ãðóïïà Êîêñòåðà íà Rn,
(z1, ..., zn) � åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû íà V = Rn ⊗C,W � ãðóïï Êîêñòåðà íà Rn è
y1, ..., yn � îáðàçóþùèå àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî W . Ýòè
ìíîãî÷ëåíû çàäàþò êîîðäèíàòû íà M = V/W. Èõ ñòåïåíè ðàâíû deg yi = mi + 1, ãäå
m1 ≥ · · · ≥ mn = 1 � ïîêàçàòåëè ñèñòåìû Êîêñòåðà.

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êîìåòðèêó

h∗ =
n∑

k=1

∂

∂zk
⊗ ∂

∂zk
.

Â êîîðäèíàòàõ (y1, ..., yn) îíà èìååò âèä

h∗ =
∑
ij

hij
∂

∂yi
⊗ ∂

∂yj
,

ãäå
hij = h∗(dyi, dyj) =

∑

k

∂yi

∂zk
· ∂y

j

∂zk
.

Çàäà÷à 13.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ êîìåòðèêè h∗ â êîîðäèíàòàõ
y1, ..., yn èìåþò âèä

Γijk =
∑

m,`

∂yi

∂zm
· ∂2yj

∂zm∂z`
· ∂z

`

∂yk
.
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Ëåììà 13.1. Ôóíêöèè hij è Γijk ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ y1, ..., yn.
Proof. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî hij ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò
z1, ..., zn. Òåíçîðû h∗ è dyj èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî W . Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèè hij = h∗(dyi, dyj) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî z1, ..., zn,
èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíîW . Íî y1, ..., yn � îáðàçóþùèå àëãåáðû èíâàðèàíòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè hij ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî
y1, ..., yn. Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè Γijk òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ìíîãî÷ëåíàìè îò y1, ..., yn. �

Ïîëîæèì òåïåðü

gij =
∂hij

∂y1
.

Çàäà÷à 13.2. Äîêàçàòü, ÷òî
gij(y) = 0, åñëè i+ j > n+ 1,

gij(y) = const, åñëè i+ j = n+ 1,

è deg gij 6= 0.
Êîìåòðèêà

g∗ =
∑

gij
∂

∂yi
⊗ ∂

∂yj

áûëà íàéäåíà â ðàáîòå [14] Â ýòîé ðàáîòå Ñàèòî íàøåë òàêæå ïëîñêèå êîîðäèíàòû
t1(z), ..., tn(z) äëÿ ýòîé ìåòðèêè â âèäå ïîëèíîìîâ ti(z) ñòåïåíè mi + 1 è äîêàçàë, ÷òî
îíè îáðàçóþò áàçèñ â àëãåáðå ïîëèíîìîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî W . Ïðè ýòîì

tn =
1

2ρ

n∑
i=1

(zi)2 è g(dtα, dtβ) = δα+β,n+1.

Ýòè êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè Ñàèòî.
Çàäà÷à 13.3. Äîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû Ñàèòî ñóùåñòâóþò.
Çàäà÷à 13.4. Ïóñòü t1, ..., tn � êîîðäèíàòû Ñàèòî. Òîãäà

h(dtn, dtα) =
mα + 1

ρ
tα, Γnαβ =

mα

ρ
δαβ .

Òåîðåìà 13.4. Ïàðà (gij, hij) îáðàçóåò ñâÿçêó ïëîñêèõ êîìåòðèê íà M .
Proof. Ðàññìîòðèì ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ

hij(z1, ..., zn) è yi(z1, ..., zn).

Èìååì
deg hij = deg

∑ ∂yi

∂zk
· ∂y

j

∂zk
= deg yi + deg yi − 2 ≤ 2deg y1 − 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîìû hij(y1, ..., yn) ëèíåéíî çàâèñÿò îò y1. Àíàëîãè÷íî Γijk òàêæå
ëèíåéíî çàâèñÿò îò y1. Ñîãëàñíî çàäà÷å 12.2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (gij, hij) � ñâÿçêà
ïëîñêèõ êîìåòðèê. �

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà îòñþäà ñëåäóåò.
48



Òåîðåìà 13.5. Ïóñòü t1, ..., tn � êîîðäèíàòû Ñàèòî íà M = V/W è

E =
1

ρ

∑
(mα + 1)tα

∂

∂tα
.

Òîãäà
1) Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí F = F (t1, ..., tn) òàêîé, ÷òî

h∗(dtα, dtβ) =
mα +mβ

ρ
· ∂2F

∂tn+1−α∂tn+1−β è LEF = 2
(ρ+ 1)

ρ
F ;

2) (F,E) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé WDVV.
Ïðèìåð 13.2. Ïàðû (F,E), ñîîòâåòñòâóþùèå A3, B3, H3 � ýòî

F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)2(t3)2 +

16

60
a2(t3)5,

E = t1
∂

∂t1
+

3

4
t2
∂

∂t2
+

1

2
t3
∂

∂t3
(A3);

F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3t3 + 6a2(t2)2(t3)3 +

1296

210
a4(t3)7,

E = t1
∂

∂t1
+

2

3
t2
∂

∂t2
+

1

3
t3
∂

∂t3
(B3);

F =
(t1)2t3 + t1(t2)2

2
+ a(t2)3(t3)2 +

36

20
a2(t2)2(t3)5 +

1296

3960
a4(t3)11,

E = t1
∂

∂t1
+

3

5
t2
∂

∂t2
+

1

5
t3
∂

∂t3
(H3).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïàðû (F,E), îòâå÷àþùèå ïðîñòðàíñòâàì îðáèò ãðóïï
Êîêñòåðà, äàþò ïîëíûé ñïèñîê ñòðóêòóð Äóáðîâèíà ñ ïîëèíîìèàëüíûì ïîòåíöèàëîì
F . Ýòè æå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìè ñòðóêòóð Äóáðîâèíà îòâå÷àþùèõ
îäíîèìåííûì ïðîñòûì îñîáåííîñòÿì. Äëÿ îñîáåííîñòåé An ýòè ñòðóêòóðû áûëè
ïîñòðîåíû â ïðèìåðå 2.2. Àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ
ïðåäëîæåí â [11]
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