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Íàïîìíèì òåîðåìó Ïîéà. Ïóñòü F � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ
(íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåðåâüåâ) è w : F → Z≥0 � ôóíêöèÿ (íàïðèìåð,

÷èñëî âåðøèí â äåðåâå). Ïóñòü F (x) =
∑

f∈F xw(f). Çàôèêñèðóåì ÷èñëî
r > 0 è ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó G ⊂ Sr. Ãðóïïà G äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå F r, ïåðåñòàâëÿÿ ýëåìåíòû. Íàçîâ¼ì äâà ýëåìåíòà a, b ∈ F r

G-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ∃g ∈ G, òàêîé ÷òî g(a) = b. Äðóãèìè ñëîâàìè,
G-ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû ëåæàò â îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ G íà ìíî-
æåñòâå F r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [F r] ⊂ F r ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïîïàðíî
íåýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû [F r] íóìåðó-
þò G-îðáèòû íà ìíîæåñòâå F r.

Ïóñòü a = (f1, . . . , fr). Îïðåäåëèì w(a) =
∑r

i=1w(fi) è ïîëîæèì C(x) =∑
a∈[F r] x

w(a). Òîãäà òåîðåìà Ïîéà óòâåðæäàåò, ÷òî

C(x) = ZG(F (x), F (x2), F (x3), . . . ).

1. Âû÷èñëèòå ZS3(1 + x, 1 + x2, 1 + x3) è ZA3(1 + x, 1 + x2, 1 + x3).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ZSn(1+x, 1+x2, . . . ) = ZAn(1+x, 1+x2, . . . ) = 1+x+
· · ·+ xn.

3. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G ⊂ Sn. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xr â
ZG(1+x, 1+x2, . . . ) ðàâåí ÷èñëó G-ýêâèâàëåíòíûõ êëàññîâ ïîäìíîæåñòâ
èç r ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.
4. Ïóñòü En ⊂ Sn � åäèíè÷íàÿ ãðóïïà. Âû÷èñëèòå ZEn(1+x, 1+x2, . . . ).
Ñðàâíèòå îòâåò ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî

ZCn = n−1
∑
k|n

ϕ(k)y
n/k
k .

Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ öèêëîâîãî èíäåêñà äèýäðàëüíîé ãðóïïû Dn ⊂
Sn:
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1

2
ZCn +

{
1
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(n−1)/2
2 , åñëè n íå÷¼òíîå,

1
4(y
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2 + y21y

(n−2)/2
2 ), åñëè n ÷¼òíîå.

6. Âû÷èñëèòå ZD4(1 + x, 1 + x2, . . . ).

7. Äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, 3, 4, íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ îæåðåëèé èç
áóñèí äâóõ ðàçíûõ öâåòîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî k áóñèíîê îäíîãî öâåòà
è 4 − k áóñèíîê äðóãîãî öâåòà. Äâà îæåðåëüÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè,
åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî îòðàæåíèåì èëè âðàùåíèåì íèòêè
ñ áóñèíàìè.
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