
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 10. Ïðåäñòàâëåíèÿ è èõ
õàðàêòåðû.

Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χV (g) := TrV g íà ãðóïïå G .

1. Ïîêàæèòå, ÷òî χU⊕V (g) = χU (g) + χV (g) , χV ∗(g) = χV (g
−1) è χU⊗V (g) = χU (g)χV (g) .

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ïîñòîÿííîé íà êëàññàõ
ñîïðÿæåííîñòè. á) Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ G . â)Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îãðàíè-
÷åíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ W = N(T )/T .

Äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ (χV , χU ) :=∫
G χV (g)χU (g)dg .

3. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå âñåõ åå õàðàêòåðîâ.Óêàçàíèå: ýòî ïîâòîðåíèå
ñòàíäàðòíîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ çàìåíîé ñóììû íà èíòåãðàë.

Â äàëüíåéøåì G � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, T � åå ìàêñèìàëüíûé òîð, g := TeG ⊗R C
� êîìïëåêñèôèêàöèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû G , h := TeT ⊗R C � êîìïëåêñèôèêàöèÿ àëãåáðû Ëè
ìàêñèìàëüíîãî òîðà, X = Hom(T,C∗) � ðåøåòêà âåñîâ òîðà T , ∆ ⊂ X � ñèñòåìà êîðíåé ãðóïïû
G . Äëÿ t ∈ T è λ ∈ X îáîçíà÷èì tλ çíà÷åíèå âåñà λ íà ãðóïïîâîì ýëåìåíòå t .

4. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G . à) Äîêàæèòå, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå V =

⊕
ν∈X

V (ν) òàêîå, ÷òî t(v) = tνv äëÿ âñåõ t ∈ T, v ∈ V (ν) . Ýòî ðàçëîæåíèå

íàçûâàåòñÿ âåñîâûì ðàçëîæåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ V , à ïîäïðîñòðàíñòâà V (ν) � âåñîâûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè. á) Äîêàæèòå, ÷òî χV (t) =

∑
ν∈X

tν dimV (ν) .

5. Âû÷èñëèòå õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû G , åñëè à) G = SU2 , V = SnC2 ; á) G = SO3(R) ,
V = C3 ; â) G = SU3 , V = C3 ; ã) G = SU3 , V = (C3)∗ ; ä) G = SU3 , V = S2C3 .

Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå X ⊗Z R , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 0 è
íå ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ∆ . Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ∆+ � ýòî ìíîæåñòâî
âñåõ êîðíåé, ëåæàùèõ â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè H . Êàìåðîé
Âåéëÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëûé êîíóñ X+ := {λ ∈ X | (α, λ) ≥ 0 ∀α ∈ ∆+} . Ìíîæåñòâî X+ ÿâëÿåòñÿ
ñèìïëèöèàëüíûì êîíóñîì, ãðàíè êîòîðîãî çàäàíû óðàâíåíèÿìè (αi, x) = 0 , i = 1, . . . , dim h ãäå
αi � íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç ∆+ , íàçûâàåìûå ïðîñòûìè êîðíÿìè. Âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïðîñòûõ ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âåñà

ωi , çàäàííûå óñëîâèåì (ωi, αj) = δij
(αj ,αj)

2 , íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè, è îáðàçóþò
áàçèñ â ðåøåòêå X . Îòðàæåíèÿ â ïðîñòûõ êîðíÿõ sαi ïîðîæäàþò ãðóïïó W . Ðåøåòêà X åñòü
îáúåäèíåíèå

∪
w∈W w(X+) . Âñå ýòè äàííûå (∆+, X+, αi, ωi ) ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ

íå çàâèñÿò îò âûáîðà ãèïåðïëîñêîñòè H .

6. Äëÿ G = SUn íàéäèòå à) ïîëîæèòåëüíûå êîðíè; á) ïðîñòûå êîðíè; â) êàìåðó Âåéëÿ; ã) ôóí-
äàìåíòàëüíûå âåñà.

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ðåøåòêå âåñîâ X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ ≥ µ åñëè λ − µ
åñòü ñóììà êàêèõ-íèáóäü ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû G , còàðøèì âåñîì
íàçûâàåòñÿ òàêîé âåñ λ ∈ X , ÷òî V (λ) ̸= 0 è âåñ λ ∈ X ìàêñèìàëåí ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

7. à)Ïóñòü V = Cn � òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SUn . Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ΛkV
äëÿ k = 1, . . . , n− 1 ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ñòàðøèìè



âåñàìè. á)Äîêàæèòå, ÷òî ó ãðóïïû SUn ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå Vλ ñ ëþáûì ñòàð-
øèì âåñîì λ ∈ X+ , ïðè÷åì dimVλ(λ) = 1 è Vλ(ν) ̸= 0 òîëüêî â ñëó÷àå ν ≤ λ . Óêàçàíèå: âîñïîëü-
çóéòåñü òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

8. à)Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå G ñ ìàêñèìàëüíûì òîðîì T
åñòü îðáèòà ãðóïïû Âåéëÿ W (òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå π : G −→ T/W ,
ïåðåâîäÿùåå g ∈ G â ïåðåñå÷åíèå êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà g ñ òîðîì T ). á) Ýëåìåíò g ∈
G íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî öåòðàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ òîðîì (àâòîìàòè÷åñêè ìàêñèìàëüíûì). Äî-
êàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Greg ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G åñòü π−1(Treg/W ) è, òàêèì îáðàçîì, ÿâ-
ëÿåòñÿ â G îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ïîëíîé ìåðû. â) Äîêàæèòå, ÷òî Greg èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ G ñîïðÿæåíèÿìè è äèôôåîìîðôíî (Treg ×G)/N(T ) = (Treg × (G/T ))/W (ãðóï-
ïà N(T ) äåéñòâóåò íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå ñîïðÿæåíèÿìè, à íà âòîðîì ñïðàâà). Óêàçàíèå: ïîêà-
æèòå, ÷òî êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà åñòü G/T . Èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì äàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì φ : (Treg ×G)/N(T ) −→ Greg, t× g 7→ gtg−1 . ã) Ïóñòü α ∈ ∆ . Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ïîëÿ
ñêîðîñòåé ýëåìåíòà eα − e−α ∈ g â òî÷êå t ∈ T ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè. ä)
Âû÷èñëèòå äèôôåðåíöèàë äèôôåîìîðôèçìà φ : (Treg × (G/T ))/W −→ Greg òî÷êå t× eT .

9. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè G-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè. Çàôèêñèðóåì
òàêóþ ôîðìó è îáîçíà÷èì åå ω . á) Äîêàæèòå, ÷òî ω êîñîèíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî
äåéñòâèÿ W íà G/T . â) Ïóñòü µG � ìåðà Õààðà íà ãðóïïå G , à µT � ìåðà Õààðà íà òîðå T .
Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè (Treg×(G/T ))/W èìååì φ∗µG = pµT∧ω , ãäå p : T −→ R � ôóíêöèÿ,
êîñîèíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ W . ã) Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, äîêàæèòå, ÷òî

p(t) =
∏

α∈∆+

(t
α
2 − t−

α
2 ) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

10. à)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G êàê ôóíêöèè íà T/W îáðà-

çóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) := 1
|W |

∫
T f(t)g(t)p(t)µT .

á)Äîêàæèòå, â ïðåäïîëîæåíèè óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 7á (íà ñàìîì äåëå, îíî âñåãäà âûïîëíåíî), ÷òî õà-
ðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé Vλ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé ìîíîìèàëüíîãî áàçèñà â ôóíêöèÿõ íà T/W

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) :=
∫
T f(t)g(t)p(t)µT . Óêàçàíèå: ââåäèòå ëèíåéíûé ïîðÿ-

äîê íà âåñàõ, ñîãëàñîâàííûé ñ èìåþùèìÿ ÷àñòè÷íûì, è âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé ïî ýòîìó ïîðÿäêó.

â)Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà: χVλ
(t) =

∑
w∈W

(−1)wtw(λ+ρ)

∏
α∈∆+

(t
α
2 −t−

α
2 )

, ãäå ïî îïðåäåëåíèþ ρ = 1
2

∑
α∈∆+

α ,

à (−1)w åñòü îïðåäåëèòåëü ýëåìåíòà w ∈ W ïðè äåéñòâèè íà ïðîñòðàíñòâå h . â)Äîêàæèòå, ÷òî âñå íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G èìåþò âèä Vλ .

11. à)Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ çíàìåíàòåëÿ:
∏

α∈∆+

(t
α
2 −t−

α
2 ) =

∑
w∈W

(−1)wtw(ρ) . Óêàçàíèå: âû-

÷èñëèòå õàðàêòåð òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ôîðìóëå Âåéëÿ. á)Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ

ðàçìåðíîñòè: dimVλ =

∏
α∈∆+

(λ+ρ,α)∏
α∈∆+

(ρ,α) . Óêàçàíèå: íàäî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå õàðàêòåðà χVλ
(t) ïðè t = 1 .

Ïðèìåíèòå ê χVλ
(t) ãîìîìîðôèçì èç êîëüöà ôóíêöèé íà òîðå T â êîëüöî C[z, z−1] , äåéñòâóþùèé êàê

tµ 7→ z(ρ,µ) , à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Âåéëÿ äëÿ çíàìåíàòåëÿ è ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

12. Äëÿ G = SU3 âûðàçèòå dimVλ(ν) ÿâíî â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè îò λ è ν .

13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ G = Un õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè
Øóðà.


