
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 11. Ìîäóëè Âåðìà.

Â ýòîì ëèñòêå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ëèñòêà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü (â òîì ÷èñ-
ëå, áåñêîíå÷íîìåðíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g (èëè, ïî-äðóãîìó,
g-ìîäóëè). Õàðàêòåðîì g-ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä îò dimT ïåðåìåííûõ, ðàâíûé
ïî îïðåäåëåíèþ χV (t) :=

∑
ν∈h∗

tν dimV (ν) . Äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåð áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí, ïðåä-

ñòàâëåíèå V äîëæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âåñîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V =
⊕
ν∈h∗

V (ν) , ïðè÷åì

âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà V (ν) äîëæíûáûòü êîíå÷íîìåðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî âåñà ν , âîîáùå ãîâîðÿ, ìî-
ãóò íå ëåæàòü â ðåøåòêå X , à âåñîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî êàê ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðîâ èç êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû h ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ∈ h∗ .

Áîðåëåâñêîé ïîäàëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðà Ëè b+ = h⊕
⊕

α∈∆+

gα â g .

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà b+ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøèìîé ïîäàëãåáðîé â g ; á)
Äîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà n+ :=

⊕
α∈∆+

gα ÿâëÿåòñÿ êîììóòàíòîì ïîäàëãåáðû b+ è ìàêñèìàëüíîé

íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé â g .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå �ïðîòèâîïîëîæíàÿ� íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà n− :=
⊕

α∈∆+

gα .

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì êîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè V àëãåáðû Ëè g åñòü âåêòîð v ,
ñîáñòâåííûé îòíîñèòåëüíî b+ (òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îñîáûìè). Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü
òåîðåìîé Ëè. á) Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå U(n−)v ÿâëÿåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì â V . Óêàçàíèå:
âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ v ∈ V (ν) âåêòîð eαv ëåæèò â V (α+ ν) . á) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìîå
êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò åäèíñòâåííûé îñîáûé âåêòîð. â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò îñîáûé
âåêòîð ëåæèò â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòàðøåãî âåñà, è ñòàðøèé âåñ åäèíñòâåíåí.

Ïóñòü λ ∈ h∗ è Cλ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè b+ , òàêîå, ÷òî n+ äåéñòâóåò íóëåì, à h
äåéñòâóåò ÷åðåç ôóíêöèîíàë λ .Ìîäóëåì Âåðìà î ñòàðøèì âåñîì λ íàçûâàåòñÿ (áåñêîíå÷íîìåðíîå)
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g â ïðîñòðàíñòâå Mλ := U(g)⊗U(b+) Cλ .

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì U(n−)-ìîäóëåì ñ îáðàçóþùåé vλ (ò.å.
îòîáðàæåíèå U(n−) −→ Mλ, f 7→ fv âçàèìíî îäíîçíà÷íî). á) Äîêàæèòå, ÷òî Mλ =

⊕
ν≤λ

Mλ(ν) , è

âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Mλ(ν) êîíå÷íîìåðíû. â) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ïðèâîäèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì åñòü îñîáûå âåêòîðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñòàðøèìè.

5. à)Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ôàêòîðìîäóëü. á)Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé ôàêòîð ìîäóëÿ Âåðìà êîíå÷íîìåðåí òî λ ∈ X+ . Óêàçàíèå: äëÿ êàæäîé èç êîð-
íåâûõ sl2 -òðîåê, ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 , ïîðîæäåííîå èç ñòàðøåãî âåêòîðà, äîëæíî áûòü
êîíå÷íîìåðíûì. â∗ )Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå. Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå äåéñòâèå ãðóïïû Âåéëÿ íà
ìíîæåñòâå âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ , âûðàçèâ ïðîñòûå îòðàæåíèÿ ÷åðåç êîðíåâûå îáðàçóþùèå eαi , fαi .

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîðîæäåííîå ñòàðøèì âåêòîðîì âåñà λ , ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôíûì îáðàçîì ìîäóëÿ Âåðìà Mλ . á)Äîêàæèòå, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ìîäóëè ñ äàííûì ñòàð-
øèì âåñîì èçîìîðôíû. â) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû Ëè g èìååò âèä Vλ , ãäå λ ∈ X+ .

Ýëåìåíòîì Êàçèìèðà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò C :=
∑

a x
axa ∈ U(g) , ãäå xa, x

a, a = 1, . . . , dim g
� äâîéñòâåííûå áàçèñû îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g . Îïåðàòîð,



êîòîðûì ýëåìåíò C äåéñòâóåò â êàêîì-ëèáî ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè g , íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
Êàçèìèðà.

7. à) Âû÷èñëèòå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Êàçèìèðà íà ñòàðøåì âåêòîðå âåñà λ (è äîêàæèòå,
÷òî òàêîé âåêòîð âñåãäà ñîáñòâåííûé).Óêàçàíèå: çíà÷åíèå ðàâíî (λ+ρ, λ+ρ)−(ρ, ρ) . á)Äîêàæèòå, ÷òî
íà ìîäóëå Âåðìà Mλ îïåðàòîð Êàçèìèðà äåéñòâóåò ñêàëÿðîì. Óêàçàíèå: ïðîâåðüòå èëè âñïîìíè-
òå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà ëåæèò â öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû.

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíå÷íîìåðíûé g-ìîäóëü èìååò ðåçîëüâåíòó, ÷ëåíû êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ ìíîãîêðàòíûìè ðàñøèðåíèÿìè ìîäóëåé Âåðìà ïðè ïîìîùè ìîäóëåé Âåðìà. á) Ïîëüçóÿñü îïå-
ðàòîðîì Êàçèìèðà, ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ðåçîëüâåíòà èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

9. à) Íàéäèòå õàðàêòåð ìîäóëÿ Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì λ (ò.å. ôóíêöèþ
∑

tν dimMλ(ν)). Óêà-
çàíèå: îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ tλ íà õàðàêòåð S(n−) ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà è çà-
äà÷å 4à. á) Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåá-

ðû Ëè g èìååò âèä P (t)∏
α∈∆+

(t
α
2 −t−

α
2 )
, ãäå P (t) � ïîëèíîì Ëîðàíà, êîñîñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ãðóï-

ïû Âåéëÿ. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 8. â)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò ïðè tµ â ìíîãî-
÷ëåíå P (t) íå ðàâåí íóëþ, òî µ ≤ λ è (µ+ ρ, µ+ ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ) . ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîýô-
ôèöèåíò ïðè tµ â ìíîãî÷ëåíå P (t) íå ðàâåí íóëþ, òî µ+ρ = w(λ+ρ) äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ W . ä)Äîêà-
æèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà.


