
Ìåõàíèêà è òåîðèÿ ïîëÿ 2015.

Ëèñòîê 1. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

0. Âäîëü íåêîòîðîé õîðäû Çåìíîãî øàðà ïðîñâåðëåí óçêèé ñêâîçíîé òóííåëü. Â íåãî
ïîìåùàåòñÿ ìàññèâíûé øàðèê, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ â òóííåëå áåç òðåíèÿ.

à) Íàïèøèòå óðâíåíèå äâèæåíèÿ è îïðåäåëèòå çàêîí äâèæåíèÿ øàðèêà. Íàéäèòå ïåðèîä
êîëåáàíèé øàðèêà â òóííåëå (ñ÷èòàéòå, ÷òî Çåìëÿ � îäíîðîäíûé øàð ìàññû 6 ·1024 êã
è ðàäèóñà 6400 êì, êîíñòàíòà ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ γ = 6.67 ·10−11 ì3/(êã·
ñ2)).

á) Ñîñòàâüòå ëàãðàíæèàí ýòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

1. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è îïðåäåëèòå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äëÿ ëàãðàíæèàíîâ

à) L(x, ẋ) = e−x2−ẋ2
+ 2ẋe−x2

∫ ẋ

0
e−y2dy;

á) L(x, ẋ, t) =
1

2
eαt(ẋ2 − ω2x2).

2. Ðåãóëÿòîð Óàòòà (Äæåéìñ Óàòò, 1788) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé
OA, OB, AC è BC äëèíû ℓ, äâóõ ãðóçîâ A è B, èìåþùèõ ìàññóm êàæäûé, è ìóôòû C ìàññû
M , êîòîðàÿ ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè Oz, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ
òî÷êó O (ñì. ðèñ.1). Âñÿ ñèñòåìà ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè Oz. Ìàññà ñòåðæíåé è òðåíèå
ïðåíåáðåæèìî ìàëû.

à) Âûáðàâ ïîäõîäÿùèé íàáîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ïîñòðîéòå äåéñòâèå ýòîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû.

á) Îïðåäåëèòå âûïîëíÿþùèåñÿ â íåé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

3. Ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê. ×àñòèöà ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ ïî
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

à) Ïîñòðîéòå ëàãðàíæèàí, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñôåðè÷åñêèå óã-
ëû θ è φ. Îïðåäåëèòå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

á) Íàéäèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ θ. Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíûå ïî θ ðåæèìû äâèæå-
íèÿ.

4. Ðåøèòå çàäà÷ó Êåïëåðà (Èîãàííí Êåïëåð, 1571-1630) î äâèæåíèè äâóõ òåë, ïîòåí-
öèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó íèìè: U(r) ∼ −1/r.
Ïðè ðåøåíèè îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñèììåòðèè çàäà÷è è íà ïðèìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

à) Îòäåëèòå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ è ïðèìåíèòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

á) Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè çàäà÷è
îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåéäèòå ê ðàññìîòðåíèþ äâèæå-
íèÿ â ïëîñêîñòè, èñïîëüçîâàâ ïîñòîÿíñòâî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà.

â) Îïðåäåëèòå ñîõðàíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó ìîìåíòà èìïóëüñà (âòîðîé çàêîí Êåïëåðà). Èñ-
ïîëüçóéòå ýòîò çàêîí äëÿ ðåäóêöèè ïðîáëåìû ê çàäà÷å ñ îäíîé (ðàäèàëüíîé) ñòåïåíüþ
ñâîáîäû.



ã) Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è îïðåäåëèòå ôîðìó òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ
òåë (ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà).

5. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññûm äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå ïî ïðÿìîé: L(x, ẋ) =
mẋ2

2 + gx. Îïðåäåëèòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ, îòâå÷àþùèé ïðåîáðàçîâàíèþ ñèììåòðèè t̃ = t,
x̃ = x+ ϵ.

6. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå (Èîãàíí Áåðíóëëè, 1696). Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü êîòîðîé ðàâíà 0, äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè ïî íåêîòîðîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâå çàäàííûå òî÷êè, íà÷àëüíóþ è êî-
íå÷íóþ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ êðèâóþ, íàçûâàåìóþ áðàõèñòîõðîíîé,
äâèæåíèå ïî êîòîðîé èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ çàíèìàåò íàèìåíüøåå âðåìÿ. Ïîëü-
çóÿñü âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áðàõèñòîõðîíû.
Îïðåäåëèòå ôîðìó áðàõèñòîõðîíû, èñïîëüçóÿ àíàëîã çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

7. Íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ êîîðäèíàòàìè qi è ìåòðèêîé gij(q) óðàâíåíèÿ ãåîäåçè-
÷åñêèõ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèåé T =

∑
i,j gij(q) q̇

iq̇j . Â òî æå âðåìÿ ãåîäåçè÷åñêèå - êðàò÷àéøèå ëèíèè
ìåæäó òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè, à ôóíêöèîíàë äëèíû êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A = {qi(a)}
è B = {qi(b)} èìååò âèä

S[qi(t)] =

∫ b

a

√∑
i,j gij q̇

iq̇j dt .

Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ è óáåäèòåñü, ÷òî èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè
ôóíêöèîíàëà S.

8. Îäíîðîäíàÿ áàëêà ïåðåìåííîé òîëùèíû (ïî âåðòèêàëè) è ïîñòîÿííîé øèðèíû (ïî ãîðè-
çîíòàëè) îäíèì êîíöîì ãîðèçîíòàëüíî âìîíòèðîâàíà â ñòåíó. Äðóãîé åå êîíåö íå çàêðåïëåí.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè áàëêè (â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè) èìååò âèä

Uóïð ∼
∫ L

0
dx(y′′(x))2(H(x))3,

ãäå L � äëèíà áàëêè, à ôóíêöèè H(x) è y(x) çàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, òîëùèíó áàëêè è îò-
êëîíåíèå åå ñðåäíåé ëèíèè âíèç îò ãîðèçîíòàëè (ñì. ðèñ.2). Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áàëêè ìèíèìàëüíà. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîãèá áàëêè y(x) ïðè çàäàííîì ïðîôèëå H(x). Îïðåäåëèòå
ÿâíûé âèä y(x) äëÿ áàëêè òðàïåöèåâèäíîãî ïðîôèëÿ

H(x) = H0

(
1−∆

x

L

)
, ãäå 0 ≤ ∆ ≤ 1.




