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Листок на двух страницах.

4�1 Постройте функцию Грина оператора L = − d2

dx2
+ 1 с граничными усло-

виями u′(0) = u′(l) = 0.

4�2 Решите задачу Коши:
а) ut = uxx + 3t2, u|t=0 = sinx;
б) ut = 2(uxx + uyy + uzz) + t cosx, u|t=0 = cos y cos z.

4�3 При каких условиях на функцию ϕ ∈ C∞0 ((0, 1)) любое решение u(x, t) в
полуполосе Q∞(0,1) задачи
а) ut = uxx, u|x=0 = ux|x=1 = 0, u|t=0 = ϕ(x);
б) ut = uxx, ux|x=0 = ux|x=1 = 0, t|t=0 = ϕ(x)
обладает свойством u(x, t)→ 0 при t→ +∞?

4�4 При каких t > 0 существует интеграл Пуассона, дающий решение задачи
Коши

ut = uxx, u|t=0 = ϕ(x),

если требование ограниченности ϕ(x) заменяется предположением

|ϕ(x)| 6MeKx
2

, M > 0, K > 0?



Волновое уравнение в двух- и трехмерном
пространстве

Решение задачи Коши utt = a2∆u, u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), где ∆ –
n-мерный оператор Лапласа, выражается формулами:

u(x, t) =
1

2πa

∫
|ξ−x|<at

ψ(ξ)dξ√
(at)2 − |ξ − x|2

+
∂

∂t

[
1

2πa

∫
|ξ−x|<at

ψ(ξ)dξ√
(at)2 − |ξ − x|2

]
,

(формула Пуассона) при n = 2;

u(x, t) =
1

4πa2t

∫
|ξ−x|=at

ψ(ξ)dSξ+
∂

∂t

[
1

4πa2t

∫
|ξ−x|=at

ϕ(ξ)dSξ

]
(ф-ла Кирхгофа);

при n = 3.

4�5 Докажите, что если f(x), u0(x), u1(x) — гармонические функции в Rn, а
g(t) ∈ C1(t > 0), то решение задачи Коши

utt = a2∆u+ g(t)f(x), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

выражается формулой u(x, t) = u0(x) + tu1(x) + f(x)
∫ t
0
(t− τ)g(τ)dτ .

4�6 Найдите решение u(x, t), x = (x1, x2, x3), в R3 × R+ задачи:

utt = ∆u, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ‖x‖7.

4�7 Найдите решение u(x, t), x = (x1, x2, x3), в R3 × R+ задачи:

utt = ∆u, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
1

1 + (x1 + x2 + x3)2
.

4�8 Пусть u(x, y, t) — решение при t > 0 задачи Коши:

utt = uxx + uyy, u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = ψ(x, y) ∈ C2(R2),

где ψ(x, y) = 0 при (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 2], ψ(x, y) > 0 при остальных (x, y).
а) Опишите с помощью неравенств множество всех значений (x, y, t) ∈
R2 × R+, для которых u(x, y, t) = 0.
б) Нарисуйте это множество.


