
8 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.
§7.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ.÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÊ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 
har(F) 6= 2.7.1.âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ FÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V �

- FÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ ÒÁÓ-ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:�(�1v1 + �2v2 ; �1w1 + �2w2 ) == �1�1 · �(v1; w1) + �1�2 · �(v1; w2) + �2�1 · �(v2; w1) + �2�2 · �(v2; w2) (7-1)ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ × ÄÒÕÇÕÀ. �ÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V1, V2 ÚÁÄÁÎÙÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �1, �2, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V1 f
- V2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ,ÅÓÌÉ ∀ v; w ∈ V1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1(v; w) = �2(f(v); f(w)) .7.2.íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ.íÁÔÒÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒÁÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {v�} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ {v�} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ � ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Bv = Bv1;v2;:::;vm = (�(v�; v�)) :(ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÂÕË×Õ B, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ �ÏÈÏÖÁ ÎÁ �). åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ: (w1; w2; : : : ; wk) = (v1; v2; : : : ; vm) · Cvw , ÔÏ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�ÙçÒÁÍÁ Ó×ÑÚÁÎÙ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Bw = Ctvw ·Bv ·Cvw (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-1)).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.7.3.ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ. ëÁÖÄÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑL� : V v 7→�(v;∗)

- V ∗R� : V v 7→�(∗;v)
- V ∗

(7-2)ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× R� É L�, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ
{ei} ⊂ V É {e∗i } ⊂ V ∗, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó Be É Bte.÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V L

- V ∗ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÌÅ×ÕÀËÏÒÒÅÌÑ�ÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ1 �(v; w) def= 〈L(v) ; w 〉 .7.4.îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÅÊËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ËÁ-ËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ (Á, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÌÀÂÏÇÏ) ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÌÅÞ£Ô ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÅ-ÉÈ. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ � ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ w′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �(v; w′) 6= 0, ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ w′′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ�(w′′; v) 6= 0, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×ÔÏÒÏÊ.åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ Å£ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÑÄÒÁkerL� = {u ∈ V | �(u; v) = 0 ∀ v∈V }kerR� = {u ∈ V | �(v; u) = 0 ∀ v∈V } ,1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ v ∈ V É � ∈ V ∗ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ ˙ � ; v ¸ def= �(v) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ� ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v (ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×£ÒÔËÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ v Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ �)



§ 7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. 9ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏÒÁÚÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V . îÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Á, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù L� É R�ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.7.4.1.ðòåäìïöåîéå. ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅ-ÎÏ. �ÏÇÄÁ V = ⊥U ⊕ U = U ⊕ U⊥, ÇÄÅ
⊥U = {v ∈ V | �(v; u) = 0 ∀u∈U }U⊥ = {v ∈ V | �(u; v) = 0 ∀u∈U } ,äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ uÌ ∈ U (�ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ U×ÄÏÌØ ⊥U) É �ÒÁ×ÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ u� ∈ U (�ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ U ×ÄÏÌØ U⊥) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ∀w∈U ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�(v; w) = �(uÌ; w) É �(w; v) = �(w; u�) (7-3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË × n◦ 6.3. òÁ×ÅÎÓÔ×Á ⊥U ∩U = U ∩U⊥ = 0 ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ U . äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÕÍÅÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V �ÏÄÏÂÒÁÔØ ×ÅËÔÏÒÙ uÌ É u� ÉÚ U ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (7-3), ÔÏ × ÚÁ�ÉÓÉ v = uÌ+(v−uÌ) = (v−u�)+u� ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (v−uÌ) É (v−u�)ÂÕÄÕÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÌÅÖÁÔØ ⊥U É U⊥ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ É ÄÁÓÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á V = ⊥U ⊕ U = U ⊕ U⊥.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ) ×ÅËÔÏÒÏ× uÌ; u� ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (7-3), ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ U . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑU u7→�(u;∗)

∼

- U∗Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �(v; ∗ ) : U w 7→�(v;w)
- F ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �(uÌ; ∗ ). òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ u� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. �7.5.õÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ∀ v; w ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÀ�(v; w) = �(w; v) ÉÌÉ �(v; w) = −�(w; v)ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ (ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ)ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∀ v ∈ V ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(v; v) = 0, Á �ÒÉ 
har(F) 6= 2 ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1)).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ Å£ ÍÁÔÒÉ�ÙçÒÁÍÁ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É × ÌÀÂÏÍ) ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍ:�(v; w) = �+(v; w) + �−(v; w) ; ÇÄÅ�+(v; w) = (�(v; w) + �(w; v))=2 ; �−(v; w) = (�(v; w) − �(w; v))=2 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ×V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍ-ÍÏÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÅÓÌÉ dimV = n.ìÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÑÄÒÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ker� def= {w ∈ V | �(w; v) = ±�(w; v) = 0 ∀ v∈V } (7-4)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÑÄÒÏÍ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �.1 ÒÅÛÅÎÉÅ:�ÅÒ×ÏÅÓÌÅÄÕÅÔÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�(v+w;v+w)=�(v;v)+�(w;w)+�(v;w)+�(w;v),×ÔÏÒÏÅ|ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(v;v)=−�(v;v)



10 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.7.5.1.ðòåäìïöåîéå. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÏÅ Ë Å£ ÑÄÒÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ V = ker� ⊕ U . åÓÌÉ w ∈ U ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �|U ,Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ∀u∈U ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �(w; u) = 0, ÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V × ×ÉÄÅv = e+ u Ó e ∈ ker� , u ∈ U ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �(w; v) = �(w; e) + �(w; u) = 0 , Ô. Å. w ∈ U ∩ ker� = 0. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁ£ÔÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ, ÔÏÞÎÅÅ, �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V = kerL� ⊕ U = kerR� ⊕ W , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ V L�
- V ∗ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U Ó W ∗, ÎÏ ÎÅ Ó U∗.ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ.7.6.óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.æÕÎË�ÉÑ V q

- F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÉÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÏÊ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ × V ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2; : : : ; en ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ q ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v = ∑xiei Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÏÔËÏÏÒÄÉÎÁÔ x1; x2; : : : ; xn, Ô. Å. q(v) = ∑i;j bij xixj : (7-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Ô. Å. ÞÔÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × V ÆÕÎË�ÉÑ q ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÉÍ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (7-5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×ÔÏÒÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× i; j, Ô. Å. ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ xixj , ÕËÏÔÏÒÏÇÏ i 6= j, × ÓÕÍÍÅ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ É ÍÏÎÏÍ xjxi, �ÒÉÞ£Í Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍbji = bij, ÒÁ×ÎÙÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ xixj , �ÏÌÕÞÁÀÝÅ-ÇÏÓÑ �ÒÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ ÜÔÉÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁ-ÛÅÎÉÀ. õÄÏÂÓÔ×Ï ÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (7-5) × ×ÉÄÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� q(v) = ∑i;j xibijxj = x ·B · xt ; (7-6)ÇÄÅ x = (x1; x2; : : : ; xn) | ÓÔÒÏËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, xt | ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ Å£ ÔÒÁÎÓ�Ï-ÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, Á B = (bij) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×bij. íÁÔÒÉ�Õ B ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÙ V × V �
- F. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ v = ∑xiei É w = ∑ yiei ÚÁÄÁ£Ô-ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(v; w) = x · B · yt . âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ × V .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ � ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ q ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÁ×ÉÌÏÍ�(u;w) 7−→ q(v) = �(v; v) ;ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï �. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÅ ÆÏÒÍÕ � �Ï ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÕ q ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×:�(v; w) = 12(q(v + w)− q(v) − q(w)) = 14(q(v + w)− q(v − w)) : (7-7)äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en, ÒÁÚÌÏÖÉÍ vÉ w �Ï ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ËÁË v = ∑xiei É w = ∑ yiei É ÚÁ�ÉÛÅÍ q × ×ÉÄÅ (7-6). �ÏÇÄÁq(v + w)− q(v)− q(w) = (x+ y)B(xt − yt)− xBxt − yByt = xByt + yBxt = 2xByt :



§ 7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. 11(× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ yBxt, ÂÕÄÕÞÉ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 1×1,ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ, É × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B ÒÁ×ÎÏyBxt = (yBxt)t = xBtyt = xByt).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (7-7) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�(x; y) = 12 ∑i yi �q(x)�xi :7.7.ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅË-ÔÏÒÙ ÎÅÌØÚÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ÄÌÉÎÅ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÏÂÉÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �(ei; ei) = 1).7.7.1.�åïòåíáìáçòáîöá.íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÎÁÄÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ F Ó 
har(F) 6= 2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ dimV = 1 ÉÌÉ � ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ � ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ, ÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ � Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(v) = �(v; v) × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (7-7)ÔÏÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌ£Í, Ô. Å. �(e; e) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ e ∈ V . ÷ÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F · e,ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ e, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, V ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (n◦ 7.4.1) × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (F·e)⊕e⊥,ÇÄÅ e⊥ def= { v ∈ V | �(e; v) = 0 } .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � e+ u Ó � = �(v; e)=�(e; e) ∈ F É u = v − �e ∈ e⊥.úÁÍÅÎÑÑ V ÎÁ e⊥ É �Ï×ÔÏÒÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ É Ô. Ä. �7.7.2.óìåäó�÷éå. ÷ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ
F Ó 
har(F) 6= 2 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ ∑ aix2i . �7.7.3.óìåäó�÷éå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÌÅÍ F Ó 
har(F) 6= 2 Ä×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅÆÏÒÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ × ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÎÇ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÅ×ÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ei 7−→ ei=√q(ei). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ × ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ0 ÉÌÉ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ, É ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ, É ÞÉÓÌÏÅÄÉÎÉ� (ÒÁ×ÎÏÅ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (�ÏÄÓËÁÚËÁ: ÕÂÅÄÉ-ÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ).7.7.4.ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ax21+2bx1x2+
x22 É �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ �t21 + � t22 (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ), ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ �t2 = 0(ÅÓÌÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍË×ÁÄÒÁÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ1det(a bb 
) = a
− b2 :îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×, ÓÍÏÔÒÑ �Ï ÔÏÍÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ −detB �ÏÌÎÙÍË×ÁÄÒÁÔÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ detB ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ,Ó×ÏÊÓÔ×Ï −detB ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.åÓÌÉ −detB ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÔÏ q(v) 6= 0 ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ v 6= 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁË×ÁÄÒÁÔÙ, −detB = −��, ÇÄÅ � É � ÓÕÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ q(t) = �t21 + � t22,É q(t1; t2) = 0 ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ −�� = (�t2=t1)2 = (�t1=t2)2 .îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ −detB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÔÁË ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ�ÏÌÅÍ), ÔÏ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÂÕÄÅÔ É −��, Á Ó ÎÉÍ É −�=�. îÏ q (√

−�=�; 1) = 0.1ÒÁ×ÎÙÊ −D=4, ÇÄÅ D | ÜÔÏ ÛËÏÌØÎÙÊ �ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÅÎÁ� ax2 + 2bx+ 




12 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.7.8.éÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �, ÅÓÌÉ �(v; v) 6= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v ∈ V .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ. ÷ �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 7.7.4) ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÓÔÉÄ×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÚÑÔÙÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÂÙÌ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÏÌÑ F.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �,ÅÓÌÉ �(u1; u2) = 0 ∀u1; u2 ∈ U , Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ. îÅ-ÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �(v; v) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. éÓÔÏÞÎÉËÏÍÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ.7.8.1.ðÒÉÍÅÒ: ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏH2n Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V ∗⊕V , ÇÄÅ dimV =n, Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊh( (�1; v1) ; (�2; v2) ) = �1(v2) + �2(v1) : (7-8)éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÏÒÍÁ h ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V É V ∗, ÁÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒ-ËÏ×ÅËÔÏÒ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË Ó×£ÒÔËÁ h(�; v) = h(v; �) = 〈 � ; v 〉. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ× H2n ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en; e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ; (7-9)ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÁ V É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÁ V ∗, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙh × ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ (0 EE 0) ;× ËÏÔÏÒÏÍ 0 | ÎÕÌÅ×ÁÑ, Á E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ n × n {ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ h ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÎÏÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉ-ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ (ÅÓÌÉ 
har(F) 6= 2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× pi = ei+ e∗i É qi = ei− e∗i , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ h(pi; qi) = 0,h(pi; pi) = 2, h(qi; qi) = −2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ H2m ⊕ H2k ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁH2(m+k).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:Á) V ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ;Â) V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×;×) dimV | Þ£ÔÎÁ, É × V ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.7.8.2.�åïòåíá. ìÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÒÁÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ × V ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÕÖÅ ÓÁÍÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ × V ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒ w 
 �(e; w) = a 6= 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ u = w=a ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ �(e1; u) = 1. ðÏÌÁÇÁÑe∗ = u − 12�(u; u) · e, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �(e; e∗) = �(e; u) = 1 É �(e∗; e∗) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏ-ÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× e É e∗ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ H2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒ-ÍÙ � ÎÁ ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕV = H2 ⊕H⊥2 , É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÉ× V ÎÁ H⊥2 . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅH2m ⊂ V .7.9.éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ f ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ B ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F t · B · F = B. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ F−1 = B−1F tB .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÄÁÎÎÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÏÒÍÙ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ O�.



§ 7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. 13åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ B = E, ÇÒÕ��Õ O� ÍÏÖÎÏÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�On(F) def= {F ∈ GLn(F) | F−1 = F t} ; ÇÄÅ n = dimV .ðÏÄÇÒÕ��Á SOn(F) def= {F ∈ On(F) | detF = 1} ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÇÒÕ��Á O� ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÁÌÅËÁ �ÏÓ×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÔ ÇÒÕ��Ù On(F).7.9.1.ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÂÁÚÉÓÅ e; e∗ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ H2 Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ (0 11 0) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£Ô-ÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ F = (a b
 d), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (a 
b d) ·
(0 11 0) ·

(a b
 d) = (0 11 0) , ËÏÔÏÒÏÅÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ a
 = bd = 0 É ad+ b
 = 1, ÉÍÅÀÝÉÍ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ:F� = (� 00 �−1) É F̃� = ( 0 ��−1 0) ; ÇÄÅ � ∈ F r {0} ÌÀÂÏÅ. (7-10)îÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ï�ÅÒÁÔÏÒ F� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, É �ÒÉ � > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÍ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v = (x; y) �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÎÅÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× F� Ó � ∈ (0;∞) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ xy = 
onst. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ � = et É �ÅÒÅÊÔÉË ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ p = (e + e∗)=√2, q = (e − e∗)=√2, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F� ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅÍÁÔÒÉ�ÅÊ (1=√2 1=√21=√2 −1=√2) ·
(et 00 e−t) ·

(1=√2 1=√21=√2 −1=√2) = (
h t sh tsh t 
h t)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å Å×ËÌÉÄÏ×Á �Ï×ÏÒÏÔÁ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 6.5.2). ï�ÅÒÁÔÏÒ F� Ó � < 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, �ÒÉ �ÒÏÈÏÄÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÞÅÒÅÚ0 ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ∞ ÏÒÂÉÔÁ F�v �ÅÒÅÓËÁËÉ×ÁÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÔ×Ø ÔÏÊ ÖÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ). îÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒF̃� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ×ÅÔ×ÉÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ.7.10.ïÔÒÁÖÅÎÉÑ. ÷ÓÑËÉÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e ∈ V ÚÁÄÁ£Ô �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ V �e
- V , ÄÅÊ-

σev v

e−e

O

e⊥

β(e,v)
β(e,e) · eòÉÓ. 7⋄1. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ �e.

ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ V �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �e(v) = v − 2 �(e; v)�(e; e) · e (7-11)É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ e⊥ = {v ∈ V | �(e; v) = 0} (ÓÍ. ÒÉÓ. 7⋄1): �ÏÓËÏÌØËÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ �ÒÑÍÕÀ F ·e ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï V = F · e ⊕ e⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ Ë ÎÅÊ, É �e ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ v ∈ e⊥ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ e × −e. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �e ∈ O� É �2e = 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �f(v) = f◦�v◦f−1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÉ V f
- V É ÌÀÂÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ e ∈ V .7.10.1.ìåííá. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÉ-ÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u, v Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ �(u; u) = �(v; v) 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ u ÌÉÂÏ × v ÌÉÂÏ × −v.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u É v ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �v = �u. åÓÌÉ u É v ÎÅËÏÌ-ÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÒÏÍÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7⋄2) ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ: �(u+ v; u− v) = �(u; u)− �(v; v) = 0 É �ÏÒÏÖÄÁÀÔÔÏ ÖÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ É u, v. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ �u−v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (u − v)⊥ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ u × v, ÁÏÔÒÁÖÅÎÉÅ �u+v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (u+ v)⊥ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ u × −v. �



14 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, �ÒÏ×ÅÄÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ×ÙËÌÁÄËÕ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (7-11).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ u × ÔÏÞÎÏÓÔÉ × v.
u v

u + v

u − v

−v

OòÉÓ. 7⋄2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÏÍÂÁ.

7.10.2.�åïòåíá. ÷ÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ E É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ −E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÀ V f
- V n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ÙÂÅÒÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏ-ÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ f(v) ÌÉÂÏ × v,ÌÉÂÏ × −v. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ v × ±v, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ v⊥. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �f ÎÁ v⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�É-ÅÊ 6 2(n− 1) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÓÛÉÒÑÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × v⊥, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÜÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × V ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÁv, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �f ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÜÔÉÈ (2n− 2) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ v ×

−v É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ v⊥. îÏ ÔÏÇÄÁ f = ��f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ
6 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.7.10.3.�åïòåíá (ìåííá ÷é��á). ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U , V , W ÚÁÄÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ�ÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ U⊕V Ó �ÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ U⊕W , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V Ó W .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï dimU . åÓÌÉ U = 0, ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ U = Fu ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ uÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÅÎ. ðÕÓÔØ Fu⊕ V f

- Fu⊕W | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ�ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ � ×ÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ f(u) × ±u. éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ F · u × F · u, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë u× �ÅÒ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë u ×Ï ×ÔÏÒÏÍ, Ô. Å. ÄÁ£Ô ÎÕÖÎÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V �f
- W . ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ dimU > 1 ×ÙÂÅÒÅÍ × U ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ uÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U = F · u⊕ u⊥. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ë U = F · u�ÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u⊥⊕V Ó u⊥⊕W . ÷ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÓ U = u⊥, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ V Ó W . �7.10.4.óìåäó�÷éå. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ (n◦ 7.8.2) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÊ V = H2k ⊕ U = H2m ⊕W ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É W ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2k = 2m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØm > k, ÔÁË ÞÔÏ H2m = H2k⊕H2(m−k). �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V Id

- V ÚÁÄÁ£ÔÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H2k ⊕ U ∼
- H2k ⊕H2(m−k) ⊕W . ðÏ ÌÅÍÍÅ ÷ÉÔÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ∼

- H2(m−k) ⊕W . ðÏÓËÏÌØËÕ U ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏH2(m−k) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ (ÉÎÁÞÅ × Î£Í ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ). îÏ ÔÏÇÄÁ k = m É U ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W . �7.10.5.óìåäó�÷éå. ÷ÓÑËÏÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÏ × ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H ′; H ′′ ⊂ V | Ä×Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É U ′ = H ′⊥ ÉU ′′ = H ′′⊥ | ÉÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ' : H ′
∼
- H ′′ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓ ÄÒÕÇÏÇÏ,Á ÞÅÒÅÚ  : U ′

∼
- U ′′ | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H ′ ⊕U ′

('; )
- H ′′ ⊕U ′′, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ h′+u′ ∈ V × '(h′)+ (u′)ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . �



§ 7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. 157.10.6.óìåäó�÷éå. ìÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �7.11.÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ×ÓÑËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ q(x) = x21 + x22 + · · · + x2p − x2p+1 − x2p+2 − · · · − x2p+m . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÄÅÌÉÔØ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ei Ó �(ei; ei) 6= 0 ÎÁ √
|�(ei; ei)|.þÉÓÌÁ p Ém ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ, Á ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØp−m | ÉÎÄÅËÓÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �. ðÁÒÕ (p;m) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ �.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉÆÏÒÍÙ � ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÓÕÍÍÁ p + m ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. þÉÓÌÏ rk (�) = (p+m) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÆÏÒÍÙ �. òÁÎÇ ÆÏÒÍÙÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÎÇÏÍ ÌÀÂÏÊ Å£ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ.éÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-ÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ-ÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e1; e2 Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊçÒÁÍÁ (1 00 −1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉ-ÓÏÍ e = (e1 + e2)=√2 É e∗ = (e1 + e2)=√2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉn ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ, ÉÌÉÅ×ËÌÉÄÏ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(v; v) > 0 ∀ v 6= 0, É ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÍÁÔÒÉ�Å E, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(v; v) < 0 ∀ v 6= 0, É ÍÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë −E. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ |p − q| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÆÏÒÍÙ � ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q, É ÚÎÁË ÉÎÄÅËÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙb, Á ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ (+1;−1) × Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ, Ô. Å. min(p;m) , ÒÁ×-ÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÏÒÍÙ �. óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ËÁË7.11.1.óìåäó�÷éå. ä×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÎÇ É ÉÎÄÅËÓ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÒÅÄÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÅÊ ÔÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ,Á ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÒÅÄÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÔÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.7.11.2.ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï Å£ ÍÁÔÒÉ�Å çÒÁÍÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ Ñ×ÎÏÊ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍ �0 = 1 ÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �i Ó 1 6 i 6 n Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ i × i-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ, ÓÔÏÑÝÅÊ ×�ÅÒ×ÙÈ i ÓÔÒÏËÁÈ É �ÅÒ×ÙÈ i ÓÔÏÌÂ�ÁÈ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÍÉÎÏÒÏ×:�0;�1;�2; : : : ;�n ; ÇÄÅ n = dimV : (7-12)ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀÏÂÏÌÏÞËÕ Vi �ÅÒ×ÙÈ i ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; ei ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ �i, ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔ-ÓÑ (×ÍÅÓÔÅ Ó �i) × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ Vi ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÉÔÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ (7-12) ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙÆÏÒÍÙ �|Vi �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ Vi Ë Vi+1 ÉÌÉ ÚÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ Õ ÆÏÒÍÙ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.ðÕÓÔØ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ ÎÅËÏÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ R

4 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(7-12) ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 :



16 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.�. Ë. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, × ÎÅÊÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ. �ÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ ÜÔÏÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÂÏ (−1;−1; 1), ÌÉÂÏ (−1; 1; 1). ðÏÓËÏÌØËÕ �3 < 0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÊÓÌÕÞÁÊ. îÁËÏÎÅ�, �ÏÓËÏÌØËÕ �4 > 0, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ � ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÓÔØ (2; 2).åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓÉÎÅÒ�ÉÉ ÆÏÒÍÙ � ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (7-12) (ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏËÁË ËÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Vi ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÚÎÁË Õ �i+1 ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÚÎÁËÁ �i ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ Vi Ë Vi+1 Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÄÏÂÁ×ÉÔÓÑ −1.7.12.ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp = Z=(p) Ó p > 2. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ �Ï-ÌÏ×ÉÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ Fp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ | ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÏÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈÇÒÕ�� F
∗p x7→x2

- F
∗p Ó Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÑÄÒÏÍ {±1}. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × F

∗p�ÏÄÇÒÕ��Õ F
∗p2 ⊂ F

∗p, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × (p − 1)=2-ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ
F
∗p x7→x(p−1)=2

- {±1}. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÏ× ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, É ÕÍÎÏÖÅÎÉ-ÅÍ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ ÌÉÂÏ × ÅÄÉÎÉ�Õ,ÌÉÂÏ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÅË×ÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ " ∈ F
∗p r F

∗p2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ x2 É "x2.îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ax21+ bx22 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
 ∈ Fp. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÇÄÁ x1 É x2 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ Fp (×ËÌÀÞÁÑ ÎÕÌØ),ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {a x21} É {
−b x22} �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ �Ï (p+1)=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ô. Å. �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ,É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax21 + bx22 = 
. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 2 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ e Ó �(e; e) = 1, Á ÕÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ax21+bx22+
x23+ · · · ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 3 ÅÓÔØ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ) ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ×ÅËÔÏÒ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (�1; �2; 1; 0; : : : ) Ó a�21 + b�22 = −
. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ�ÏÌÅÍ Fp ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 1 É 2, É × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ×ÓÑËÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑÆÏÒÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ x21+x22, ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕx21+"x22, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Ô. Ë. ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ çÒÁÍÁ ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ.óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉÍÅÒÕ (n◦ 7.7.4) ÆÏÒÍÁ x21+x22 ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (−1)(p−1)=2 = 1 É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ p ≡ 1 (mod 4). ðÒÉp ≡ −1 (mod 4) ÆÏÒÍÁ x21 + x22 ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÆÏÒÍÁ x21 + "x22, ÎÁÏÂÏÒÏÔ,ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ �ÒÉ p ≡ 1 (mod 4) É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ �ÒÉ p ≡ −1 (mod 4).éÔÁË, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp (ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:x2 ; "x2 ; x21 + x22 (�ÒÉ p = 4k + 3) ; "x21 + x22 (�ÒÉ p = 4k + 1) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ Fp �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏË ×ÉÄÕ ∑x2i ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ " x21 + ∑i>2 x2i , É ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.


