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§6.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÌÙ É ÏÂß£ÍÙ.6.1.íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. ó ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm Å×ËÌÉÄÏ×Á ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ �ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ� | Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ �Ï�ÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ G(v1;v2;:::;vm) = ((vi; vj)) :ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÊ (v1; v2; : : : ; vm) = (w1; w2; : : : ; wk) · CwvÇÄÅ Cwv ∈ Matk×m(R) | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ vi ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; wk, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Gv ÎÁÂÏÒÁ {vi}�ÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Gw ÎÁÂÏÒÁ {wi} �Ï ÆÏÒÍÕÌÅGv = CtwvGwCwv ; (6-1)ÇÄÅ Ctwv ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ë Cwv. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,(vi; vj) = (∑� 
�iw� ; ∑� 
�jw�) = ∑�;� 
�i · (w�; w�) · 
�j = = ∑� 
ti� ·

∑� (w�; w�) · 
�j :ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÜÔÉÈ×ÅËÔÏÒÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÉÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ.6.1.1.ìåííá. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, É ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ× ÎÕÌØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÂÏÒÁ v1; v2; : : : ; vn ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÓËÁÖÅÍ,v1 = ∑�>2��v� ;ÔÏ (v1; vk) = ∑�>2��(e� ; ek) �ÒÉ ×ÓÅÈ k, Ô. Å. �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, detGv = 0.åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ vi ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × Ó×ÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ W ⊂ V .÷ÙÂÉÒÁÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; em Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ Ge = E,ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ (v1; v2; : : : ; vm) = (e1; e2; : : : ; em) · Cev , ÇÄÅ Cev | ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ, É �Ï (6-1) �ÏÌÕÞÁÅÍdetGv = detGe · detC2ev = detC2ev > 0 . �6.1.2.ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á. äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v; w ∈ V ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï det((v; v) (v; w)(w; v) (w;w)) > 0ÉÚ ÌÅÍÍÙ (n◦ 6.1.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (v; v) · (w;w) > (v; w)2 , �ÒÉÞ£Í ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v É w�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. åÓÌÉ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x1; x2; : : : ; xn É y1; y2; : : : ; yn×ÅËÔÏÒÏ× v É w ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ (x21 + x22 + · · · + x2n)(y21 + y21 + · · · + y2n) > (x1y1 + x1y1 + · · · + xnyn)2 ,ËÏÔÏÒÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn É y1; y2; : : : ; yn É ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å V ×ÚÑÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ(f; g) = b∫a f(x)g(x) dx ; (6-2)



2 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï û×ÁÒ�Á:
(∫ f2(x) dx) ·

(∫ g2(x) dx) >

(∫ f(x)g(x) dx)2 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (6-2) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁ£Ô Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.6.2.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ �ÏÌÅÍ F) ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ V × ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ1:V ∗ def= Hom(V;F) = {V '
- F | '(�v + �w) = �'(v) + �'(w) ∀ �; � ∈ F; ∀ v; w ∈ V } :åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ E = {ei}, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ' ∈ V ∗ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ {'(ei)} ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ v = ∑xiei, ÔÏ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ '(v) = ∑xi'i . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV ∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ E - F ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ F.åÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É E = {e1; e2; : : : ; en}, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ E - F ÔÁËÖÅËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ × Î£Í ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÂÁÚÉÓ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ÉÚ Æ-ÆÕÎË�ÉÊ E e∗i

- F,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ �ÒÁ×ÉÌÏÍ e∗i (ej) = { 0; �ÒÉ i 6= j ;1; �ÒÉ i = j : (6-3)÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕÂÁÚÉÓÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ V e∗i
- F ÉÚ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ×ÅËÔÏÒv = n∑�=1 x� · e� ∈ V× ÞÉÓÌÏ e∗i (v) = n∑�=1 x� · e∗i (e�) = xi, ÒÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ i-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÉÓÈÏÄÎÏÍÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ' ∈ V ∗ �Ï ÂÁÚÉÓÕ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ÉÍÅÅÔ× ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ '(ei) ÆÏÒÍÙ ' ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ei:' = n∑�=1'(ei) · e∗i : (6-4)äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ× ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v ∈ V . äÌÑ ÜÔÏÇÏ,× Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v = ej, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (6-3).åÓÌÉ V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ V ∗ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ V , �ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ� × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ2 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ E - F ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2∗. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ V = Q[x℄ ÉÍÅÅÔÓÑÓÞ£ÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ E, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ei = xi , i = 0; 1; 2; : : : . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ1ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ V , Á ÔÁËÖÅËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÂÁÚÉÓÎÙÈ



§ 6. å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÌÙ É ÏÂß£ÍÙ. 3E '
- Q ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 'i = '(ei), ËÏÔÏÒÏÅÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Q[[t℄℄, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ'i Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(t) = ∑'iti. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ '(t) = ∑'iti ∈ Q[[t℄℄ = V ∗ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x) = ∑ aixi ∈ Q[x℄ = V ÂÕÄÅÔÓÕÍÍÁ ∑ ai'i , ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V = Q[x℄ ÓÞ£ÔÎÏ, Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ = Q[[t℄℄ ÎÅÓÞ£ÔÎÏ ÉÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÞ£ÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.6.2.1.ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ V - V ∗∗. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗∗, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕV ∗, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅË-ÔÏÒÕ v ∈ V ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevv : V ∗ '7→'(v)

- F ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V '
- F ÉÚ V ∗ × ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ evv : V ∗ - F ÌÉÎÅÊÎÏ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v ∈ V , ÁÔÁËÖÅ ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V v 7→evv

- V ∗∗ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ dimV = dimV ∗ = dimV ∗∗ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V ∗∗. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ �ÁÒÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ {ei}, ÔÏ �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅ-ÓËÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ V ∼
- V ∗∗ ÏÎ �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÂÁÚÉÓ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {e∗i }�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗.÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ V ⊂ - V ∗∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ.6.2.2.éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V - V ∗, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. äÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅG : V v 7→( ∗ ;v)

- V ∗ ; (6-5)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ v × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Gv ∈ V ∗, ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÒÁ×ÉÌÏÍ Gv(w) = (w; v). ïÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ G ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ: �ÒÉ v 6= 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Gv ∈ V ∗ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ Gv(v) = (v; v) 6= 0.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V G
- V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.íÁÔÒÉ�ÁGe1;e2;:::;en ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑG × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÅ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Gej ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ e� ÒÁ×ÎÏ(e�; ej), É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ Gej �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e∗�, ÓÏÇÌÁÓÎÏ(6-4), ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (e�; ej), ÓÔÏÑÝÉÅ × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×e1; e2; : : : ; en.ðÒÏÏÂÒÁÚÙ ×ÅËÔÏÒÏ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ∈ V ∗ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (6-5) | ÜÔÏÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n ∈ V , ÞÔÏ(e∨i ; ej) = { 0; �ÒÉ i 6= j ;1; �ÒÉ i = j : (6-6)âÁÚÉÓ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅË-ÔÏÒÏ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e∨i × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ei ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù G−1e1;e2;:::;en , ÏÂÒÁÔÎÏÊË ÍÁÔÒÉ�Å çÒÁÍÁ Ge1;e2;:::;en ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Ô. Å.(e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n) = (e1; e2; : : : ; en) ·G−1e1;e2;:::;en : (6-7)



4 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e∨∨i = ei.ïÔÍÅÔÉÍ, Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÂÕÄÅÔ ÏÎ ÓÁÍ, Á Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {ei} ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× {ei=(ei; ei)}.6.3.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-ÎÙÅ) Å×ËÌÉÄÏ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V É ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V . íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ u = u(v) ∈ U ÎÁ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U . üÔÕ �ÒÏÅË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÅÍÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.6.3.1.ìåííá. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉÓ×ÏÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÁ u = u(v) ∈ U �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) v − u ∈ U⊥, Ô. Å. ∀w∈U (v − u;w) = 0 ,2) ∀w∈U (v; w) = (u;w) ,3) ∀w∈U |v − u| 6 |v − w| É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ w = u .üÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ×ÅËÔÏÒ u ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï v (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; ek ∈ U ×ÅËÔÏÒ u, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1)-(3)×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ u(v) = k∑i=1(v; e∨i ) · ei ; ÇÄÅ(e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n) = (e1; e2; : : : ; en) ·G−1e1;e2;:::;en : (6-8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2), Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ∀w ∈ U ÒÁ×ÅÎÓÔ× (v − u;w) = 0 É(v; w) = (u;w) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (1) ⇐⇒ (3). åÓÌÉ v−u ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ u−w ∈ U , ÔÏ
|v − w|2 = (v − w; v − w) = ( (v − u) + (u− w) ; (v − u) + (u− w) ) == (v − u; v − u) + (u− w; u− w) = |v − u|2 + |u− w|2 > |v − u|2É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ u = w. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ × U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ w0 Ó (v−u;w0) = b 6= 0,ÔÏ ÂÅÒÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å w ×ÅËÔÏÒÙ wt = u+ tw0, ÇÄÅ t ∈ R, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ
|v − wt|2 = (v − wt; v − wt) = ( (v − u) + tw0 ; (v − u) + tw0 ) == (v − u; v − u) + (w0; w0) · t2 + 2(v − u;w0) · t = |v − u|2 + |w0|2t2 + 2bt :æÕÎË�ÉÑ f(t) = |w0|2t2 + 2bt �ÒÉ t = 0 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(0) = 2b.ðÏÜÔÏÍÕ ×ÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ ÎÁÊÄÕÔÓÑ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(t) < 0, É ÄÌÑ ÔÁËÉÈ t ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ |v−wt|2 < |v− u|2.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÅËÔÏÒ u ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ U Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; en ÆÏÒÍÕÌÁ (6-8) ÚÁÄÁ£Ô ×ÅËÔÏÒ u Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ u Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2). õÓÌÏ×ÉÅ (v; w) = (u;w) ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï w, É ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ×ÓÅÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ×ÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ ei ÂÁÚÉÓ e∨j , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (6-6) É ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓei �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-7). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (v; e∨j ) = (u; e∨j ) = ∑i (v; e∨i )(ei; e∨j ) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (6-6). �6.3.2.óìåäó�÷éå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ-×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = U ⊕ U⊥. ðÒÏÅË�ÉÑ V ÎÁ U ×ÄÏÌØU⊥ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ×ÅËÔÏÒ u(v) ∈ U , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-8).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, U ∩ U⊥ = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ v ∈ U ∩ U⊥ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (v; v) = 0. CÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, V = U + U⊥, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙv = u(v) + (v − u(v)) ;× ËÏÔÏÒÏÊ u(v) ∈ U ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-8), Á (v − u(v)) ∈ U⊥ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. �6.3.3.ðÒÉÍÅÒ: ÅÝ£ ÒÁÚ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÒÏ�ÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ çÒÁÍÁ {ûÍÉÄÔÁ, �ÅÒÅÒÁÂÁ-ÔÙ×ÁÀÝÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v1; v2; : : : ; vn ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓe1; e2; : : : ; en, ÉÍÅÀÝÉÊ e1 = v1, ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ×ÅËÔÏÒ vk+1 ÎÁ ×ÅËÔÏÒek+1 = vk+1 − uk+1 ;



§ 6. å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÌÙ É ÏÂß£ÍÙ. 5�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Uk, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍÕ ÎÁ v1; v2; : : : ; vk. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, uk+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ vk+1 ÎÁ Uk É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; ek ÜÔÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-8), × ËÏÔÏÒÏÊ e∨i = ei=(ei; ei) :uk+1 = k∑�=1 (vk+1; e�)(e�; e�) · e� :6.4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ1:
|v| def= √(v; v) (6-9)
os(v̂w) def= (v; w)

|v| · |w| (6-10)ðÏÍÉÍÏ ÄÌÉÎ É ÕÇÌÏ× × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á (ÎÅÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) ÏÂß£ÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÏÂß£ÍÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ n ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ,ÏÂß£Í ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÚÁ 1. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ×ÙÂÉÒÁ-ÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ ei É e′i Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�ÅÒÅÈÏÄÁ (e′1; e′2; : : : ; e′n) = (e1; e2; : : : ; en) · C ;ËÏÔÏÒÁÑ × ÓÉÌÕ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� çÒÁÍÁ (6-1) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀCt · C = E : (6-11)íÁÔÒÉ�Ù C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù detC = ±1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÂß£ÍÙ ×ÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈÂÁÚÉÓÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×Ù Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, Á ÂÁÚÉÓÙ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÏÂß£Í ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÅÎ �Ï ÚÎÁËÕ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. ÷ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂß£ÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É �ÏÄ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕvol(v1; v2; : : : ; vn) def= | detCev|ÇÄÅ Cev | ÍÁÔÒÉ�Á, × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ vi × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en.6.4.1.ìåííá. vol2(v1; v2; : : : ; vn) = detGv1;v2;:::;vn .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ É ÏÂß£Í É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÎÕÌÅ×ÙÅ. åÓÌÉ(v1; v2; : : : ; vn) = (e1; e2; : : : ; en) · Cev ;ÇÄÅ e1; e2; : : : ; en ∈ Rn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Á Cev | ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ, ÔÏvol2(v1; v2; : : : ; vn) = detC2ev = detG(v1;v2;:::;vn)�ÏÓËÏÌØËÕ Gv1;v2;:::;vn = Ct · E · C. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ× ÏÂß£Í n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ (n−1)-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÏÂß£ÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÅÇÏ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÁ ÄÌÉÎÕ Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ×ÙÓÏÔÙ.1ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (6-10) ÏÔÒÅÚËÕ [−1; 1℄) ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ {âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á (n◦ 6.1.2)



6 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÎ�Á ×ÅËÔÏÒÁ v ÄÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÁ-ÚÉÓÏÍ u1; u2; : : : ; uk ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ çÒÁÍÁ detGv;u1;u2;:::;uk= detGu1;u2;:::;uk .6.4.2.ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É ËÏ-ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ U Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÕÇÌÏ× v̂w ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ w ∈ U . åÓÌÉ v �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ U , ÔÏ v̂w = �=2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ w ∈ U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÄÌÑ v 6∈ U⊥ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒu = u(v) | Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ v ÎÁ U | ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ v̂u �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ Ó×Ï-ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. îÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ v̂w ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
os(v̂w) = (v; w)=(|v| · |w|) ,Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (v; w)2=(w;w). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ (n◦ 6.3.1) (v; w) = (u;w), ÇÄÅu ∈ U | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏ-ÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á (n◦ 6.1.2) (v; w)2=(w;w) = (u;w)2=(w;w) 6 (u; u) , É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ w �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ u. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍU | ÜÔÏ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ u ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÉÒÁ×ÅÎ ÏÎ |u|=|v|.6.5.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V f
- V ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å.ÅÓÌÉ ∀ v∈V |f(v)| = |v|. éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÌÀÂÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Ô. Å.

∀ v; w;∈ V (f(v); f(w)) = (v; w) :üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ ∀ v; w;∈ V ÆÏÒÍÕÌÙ 2 · (v; w) = |v +w|2 − |v|2 − |w|2 = (|v +w|2 − |v −w|2)=2(ÒÅÛÅÎÉÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ × (n◦ 7.6)).éÚ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÎÏ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅÂÁÚÉÓÙ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×,Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f ÉÍÅÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏ-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en ÍÁÔÒÉ�Õ F , Ô. Å.(f(e1); f(e2); : : : ; f(en)) = (e1; e2; : : : ; en) · F ;ÔÏ ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á F ÂÙÌÁ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÁ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F t · F = E (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÅÒÅÓÞ£ÔÁ ÍÁÔÒÉ�çÒÁÍÁ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × (6-11)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ, �ÒÉ-Þ£Í ÍÁÔÒÉ�Á ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (× ÔÏÍ ÖÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ-×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.6.5.1.�åïòåíá. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V f
- V , ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −1, ÁÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ï�ÅÒÁÔÏÒ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ, Ô. Å.ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (
os' − sin'sin' 
os' ) Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ' ∈ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï dimV . ÷ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ðÕÓÔØ U | ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f . �ÏÇÄÁ V = U ⊕U⊥ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ (n◦ 6.3.2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(U⊥) ⊂ U⊥, Ô. Å. ÞÔÏ U⊥ ÔÏÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÅw ∈ U⊥ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (w; u) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ U . ðÏÓËÏÌØËÕ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ker(f) = 0, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÅ f ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ U Ó ÓÏÂÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f−1(u) ∈ U ∀u∈U . ðÏÜÔÏÍÕ

∀u∈U É ∀w∈U⊥ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (f(w); u) = (f(w); f(f−1(u))) = (w; f−1(u)) = 0 , �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ,



§ 6. å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÌÙ É ÏÂß£ÍÙ. 7ÞÔÏ f(w) ∈ U⊥. éÔÁË, V ÒÁÓ�ÁÌÏÓØ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U ÉU⊥ Ó dimU ÒÁ×ÎÏÊ 1 ÉÌÉ 2, É dimU⊥ < dimV , ÔÁË ÞÔÏ Ë U⊥ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ.äÅÊÓÔ×ÉÅ f ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ e ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÉ e ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ �. ðÏÓËÏÌØËÕ (e; e) = (f(e); f(e)) = (�e; �e) = �2(e; e), ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ�2 = 1, ÏÔËÕÄÁ � = ±1.äÅÊÓÔ×ÉÅ f ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ
e1

e2

f(e1)

f(e2)

ϕO

os
ь

si
m

m
et

ri
i

òÉÓ. 6⋄1. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÓ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ.

e1; e2 ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊF = (a b
 d)õÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ F tF = E ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ





a2 + 
2 = 1b2 + d2 = 1ab+ 
d = 0òÅÛÅÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ a = 
os',
 = sin', b = sin , d = 
os . �ÒÅÔØÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÕÇÌÙ' É  ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ sin( + ') = 0, ÏÔËÕÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ×,  = ' ÉÌÉ  = � − '. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁ-ÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (
os' − sin'sin' 
os' ) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ '. ÷Ï×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (
os' sin'sin' − 
os') É Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ e1 É f(e1) (ÓÍ.ÒÉÓ. 6⋄1), Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÑ-ÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
±1 . �6.5.2.ðÒÉÍÅÒ: Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ (n◦ 6.5.1)×ÓÑËÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ ×ÉÄÁ 



os' − sin' 0sin' 
os' 00 0 ±1 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÓÕÍÍÕ ÔÒ£È ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÕÇÌÙ �Ï×ÏÒÏÔÁ ' = 0 É ' = �). úÎÁÞÅÎÉÀ +1 ×�ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ e3 (ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ), Á ÚÎÁÞÅÎÉÀ

−1 | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÁËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ e1, e2.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÄÁÎÎÕÀÔÏÞËÕ O, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ O �ÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ, ÉÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÔÁËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ O �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊÏÓÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ.çÒÕ��Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁ-ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÒÁÎÇÁ 3 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SO(3). åÓÌÉÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÁ n ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ×ÅËÔÏÒÏÍ ' · n, ÇÄÅ' ∈ [0; �℄ | ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ, ÉÓÞÉÓÌÑÅÍÙÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÁ n, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù SO(3) É ÔÏÞËÁÍÉÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ � Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÛÁÒÁ É Ä×ÕÌÉÓÔÎÏ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Å: ËÁÖÄÙÍ Ä×ÕÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍÇÒÁÎÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉÄ×Å ÔÏÞËÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, SO(3) ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ ÓÏÔÏÖÄÅÓÔ×Ì£ÎÎÙÍÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ÛÁÒ ÓÆÅÒÙ, Ô. Å. ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ RP3. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × SO(3) ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÅ �ÅÔÌÉ2, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ.1Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÂÌÉÚËÉÅ ÕÇÌÙ ×ÏËÒÕÇ ÂÌÉÚËÉÈ ÏÓÅÊ2ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ∈ [0; 1℄ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ


