
§1.üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.1.1.üÒÍÉÔÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ R ⊂ C ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅW ×W w1;w2 7→(w1;w2)
- C ; (1-1)ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ ∀ w1; w2 ∈ W É ∀ z ∈ C :(w1; w2) = (w2; w1) (ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ)(z w1; w2) = z (w1; w2) = (w1; z w2) (�ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ)(w;w) > 0 ∀w 6= 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) (1-2)(× ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ∀w∈W (w;w) = (w;w) ∈ R, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÔÒÅÔØÅÍÓ×ÏÊÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ).ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1-1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ W .1.1.1.äÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ, ËÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÎÏÒÍÕ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÕ×ÅËÔÏÒÏ× w ∈ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ1

||w|| def= √(w;w) ∈ R>0 : (1-3)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ||w|| = 0 ⇒ w = 0 .üÒÍÉÔÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÅ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×(w1 + w2; w1 + w2) = ||w1||2 + ||w2||2 + 2Re (w1; w2)(w1 + iw2; w1 + iw2) = ||w1||2 + ||w2||2 − 2i Im (w1; w2) ;ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 2(w1; w2) = ||w1 + w2||2 − ||w1 + iw2||2 : (1-4)1.1.2.íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. îÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ G = Gw1;w2;:::;wm = ((wi; wj)) ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×w1; w2; : : : ; wm ∈ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, Ô. Å. ÓÏ�ÒÑÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ:Gt = G :ðÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× (w1; w2; : : : ; wm) = (v1; v2; : : : ; vk) · Cvw ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ, ××ÉÄÕÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (1-1) �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕGw = Ctvw ·Gv · óvw :1.1.3.ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ çÒÁÍÁ {ûÍÉÄÔÁ. ëÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁ-ÚÉÓÁ {wi} ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {ei} Ó ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2 : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÅÒ×ÙÈ kÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÏÂÏÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á. ÷ÅËÔÏÒÙ ei ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍe1 = w1=√(w1; w1) (1-5)em = um=√(um; um) ; ÇÄÅ um = wm −
m−1∑�=1 (wm; e�) (�ÒÉ m > 2) (1-6)1ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ||w|| , ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÎÏÒÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× w ∈ W ÏÔ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌz ∈ C ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ |z| = √z · z1



2 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ e1; e2; : : : ; en ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.1.2.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ çÒÁÍÁ. éÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× wi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ Cew Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, × ÓÔÏÌÂ�ÁÈËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× wi ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ei× ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍdetGw = detCtew detGe detCew = detC · detE · detC = | detC|2 ∈ R>0 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.1.2.1.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëâû É ÎÅÒÁ×ËÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v, w �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁdet((v; v) (v; w)(w; v) (w;w)) = ||v||2||w||2 − (v; w) · (v; w) > 0ÄÁ£Ô ÜÒÍÉÔÏ×Õ ×ÅÒÓÉÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á1
|(v; w)| 6 ||v|| · ||w|| ; (1-7)ÇÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× v É w. ëÁË É × Å×ËÌÉÄÏ-×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

∀ w1; w2 ∈ W ||w1||+ ||w2|| > ||w1 + w2|| :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ||w1 + w2||2 = ||w1||2 + ||w2||2 + 2|(w1; w2)| 6 ||w1||2 + ||w2||2 + 2||w1|| · ||w2||.1.2.2.üÒÍÉÔÏ× ÏÂß£Í. ÷ÙÂÉÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {ei} × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ) ÏÂß£Ín-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W �Ï ÆÏÒÍÕÌÅvol(v1; v2; : : : ; vn) = | detC| ; ÇÄÅ (v1; v2; : : : ; vn) = (e1; e2; : : : ; en) · C :ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁ×ÅÎÅÄÉÎÉ�Å, ÔÁËÏÊ ÏÂß£Í ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É Ë×ÁÄÒÁÔÏÂß£ÍÁ ÂÕÄÅÔ, ËÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ:vol2(v1; v2; : : : ; vn) = det((vi; vj)) :1.3.õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á (ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ). ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒW F
- W ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ-×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÎÏÒÍÕ: ||Fw|| = ||w||

∀w∈W . �ÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ U(W ). óÏÇÌÁÓÎÏ (1-4), ËÁÖÄÙÊ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ: (Fv; Fw) = (v; w) ∀ v; w ∈ W ,É �ÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ F t ·G · F = G : (1-8)ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ | detF | = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ×ÓÅÇÄÁÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ (1-8) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F−1 = G−1F tG = Gt−1F tGt . ÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÁÆÏÒÍÕÌÁ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F−1 = F t.1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÅÇÏ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÍÏÄÕÌØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ



§ 1. üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. 3íÁÔÒÉ�Ù F ÒÁÚÍÅÒÁ n× n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ F−1 = F t, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÉÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�Un def= {F ∈ GLn(C) | F−1 = F t} :å£ �ÏÄÇÒÕ��Á SUn = {F ∈ Un | detF = 1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. ðÏÄ-ÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ±1,ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, É ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ U1 = {z ∈ C | zz = 1} :÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, É ÜÒÍÉÔÏ×ÙÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÎÅÓ×ÑÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Un Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ Ó×ÑÚÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × Matn(C).ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. íÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ1.3.1.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, �ÒÉÞ£Í ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. �1.4.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅËÔÏÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ W ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×U⊥ = {w ∈ W | (u;w) = 0 ∀u∈U }ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V = U ⊕ U⊥ .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ × U ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕw ∈ W ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ Uu = u(w) def= ∑�=1(w; u�) · u� : (1-9)ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ui ∈ U ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(ui; u) = k∑�=1 (w; u�) · (ui; u�) = (ui; w) ;ÜÔÏ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (v; w) = (v; u) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ U , É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,u−w ∈ U⊥. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ W �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ w = u+ (u−w)Ó u ∈ U É u− w ∈ U⊥. ðÏÓËÏÌØËÕ U ∩ U⊥ = {v ∈ U | (v; v) = 0} = 0, ÓÕÍÍÁ U + U⊥ = V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ (1-9) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ U ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë U �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U⊥(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ×ÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ). éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ u ∈ U ,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (v; w) = (v; u) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ÉÚ U , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ
∀ v∈U (v; w) = (v; u) ⇐⇒ w − u ∈ U⊥ ;É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ u É (w−u) ÓÕÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ w �Ï U É U⊥, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.åÝ£ ÏÄÎÁ ×ÁÖÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ (1-9) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ Ë ×ÅËÔÏÒÕ w ×ÅËÔÏÒÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ w−u ∈U⊥, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v ∈ U ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ||w − (u + v)||2 = ( (w − u) − v ; (w − u) − v ) =

||w − u||2 + ||v||2 > ||w − u||2 , ÇÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ v = 0 .



4 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.1.4.1.ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ. òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ É Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÑÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ(ÓÍ. ÌÅË�ÉÀ 6 ÍÏÄÕÌÑ III), ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÏÌ ' = v̂w ∈ [0; �℄ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ,ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v É w, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
os' = (v; w)
||v|| · ||w|| = ( v=||v|| ; w=||w|| ) ; (1-10)�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ É × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á ÌÅÖÉÔ ÎÁ [−1; 1℄. îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ×ÅËÔÏÒÙ v=||v|| É w=||w|| Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÑÍÙÈ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ±1. ÷ÙÂÏÒ ÜÔÉÈ ÚÎÁËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÕÇÌÏ×, ÎÁËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÛÉÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ ÎÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ.÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (1-10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ��ÒÑÍÙÈ� C · v,

C · w �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÉ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ�Ï ÎÕÌÀ, É ÎÁ ÎÉÈ ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R
4 = C · v ⊕ C · w, ËÏÔÏÒÏÅÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÉ ÎÁ ËÁËÉÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. îÁËÏÎÅ�, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ��ÒÑÍÙÈ�

C · v, C · w ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. üÔÉ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙS3 = {u ∈ R
4 = C · v ⊕ C · w : ||u|| = 1 } :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÎÉÚÕÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ R · e1É R · e2 Ó e1 ∈ C · v, e2 ∈ C ·w É ||e1|| = ||e2|| = 1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ×e1, e2. üÔÏÔ ÕÇÏÌ ' É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ C · v É C · w.úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (1-10) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
os = |(v; w)|

||v|| · ||w|| = |( v=||v|| ; w=||w|| )| ; (1-11)ËÏÔÏÒÏÅ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÄÁ£Ô ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4∗. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ{û×ÁÒ�Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (1-11)�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ [0; 1℄, ÔÁË ÞÔÏ ÕÇÏÌ ' ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÒÙÊ: ' ∈ [ 0 ; �=2 ℄.1.5.üÒÍÉÔÏ×Ï ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F É F ∗, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÜÒ-ÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ
∀ w1; w2 ∈ W (F ∗v; w) = (v; Fw) :÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F ∗t ·G = G · F , ÏÔËÕÄÁF ∗ = G−1t · F t ·Gt = G−1 · F t ·G : (1-12)÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F ∗ = F t. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∗ É F ∗∗ = F . �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å EndC(W ) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑF 7−→ F ∗ ; F ∗∗ = F ;ËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ:

∀ z∈C (zF )∗ = z · F ∗ :CÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ EndC(W ) × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (FG)∗ = G∗F ∗ :
∀ v; w ∈ W (v; FGw) = (F ∗v;Gw) = (G∗F ∗v; w) :



§ 1. üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. 5õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑ-Ö£ÎÎÙÅ Ó×ÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ F ∗ = F−1.ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ F ∗ = F ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ, Á Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÙ F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ F ∗ = −F ∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ. ÷ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ-�ÁÍÉ F t = F , Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ | ÜÒÍÉÔÏ×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ F t = −F .íÎÏÖÅÓÔ×Á (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×End+
C
(W ) = {F | F ∗ = F} (1-13)End−

C
(W ) = {F | F ∗ = −F} (1-14)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å EndC(W ) × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÚÁÄÁ£Ô ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ (×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ) ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×: F ∗ = F ⇐⇒ (iF )∗ = −(iF )(ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −i).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EndC(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× End±

C
(W ) :EndC(W ) = End+

C
(W ) ⊕ End−

C
(W ) (ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ R) :òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÉÄ F = F+ + F− , ÇÄÅF+ = F + F ∗2 ∈ End+

C
(W ) ; F− = F − F ∗2 ∈ End−

C
(W ) :1.6.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÎ-ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× EndR(V ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ F ↔ F ∗,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (F ∗v; w) = (v; Fw) ∀ w1; w2 ∈ W . ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ) ÍÁ-ÔÒÉ� F ∗ = G−1 · F t · G. ÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ(ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, É ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ: F = 12 (F + F t)+ 12 (F − F t) :å×ËÌÉÄÏ×Ù ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ë Ó×ÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.1.6.1.ðÒÉÍÅÒ: ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ V | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄ-ËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ [a; b℄ f

- R, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.÷×ÅÄ£Í ÎÁ V Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (f; g) = b∫a f(t)g(t) dt :ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ d=dt : f −→ f ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ: (df=dt; g) = b∫a f ′g dt = −
b∫a fg′ dt = (f;−dg=dt) :



6 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ t3 d2dt2 : f(t) 7−→ t3f ′′(t) ;ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ [t3 d2dt2 ]∗ : f(t) 7−→ (t3f(t))′′ = [t3 d2dt2 + 6t2 ddt + 6t] f(t) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕL = a(t) d2dt2 + b(t) ddt + 
(t) : f 7−→ af ′′ + bf + 
ÇÄÅ a; b; 
 ∈ V .1.7.îÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ: F ∗ ·F = F ·F ∗ . ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F ∗ÒÁ×ÅÎ ±F É F−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.1.7.1.ó×ÏÊÓÔ×Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F
- V ÎÁ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ V G

- V ,Ô. Å. FG = GF , ÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(F ) ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÂÕÄÕÔ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ G × ÓÅÂÑ: G(ker(f(F ))) ⊂ ker(f(F )) É G(im (f(F ))) ⊂ im (f(F )) ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,f(F ) v = 0 ⇒ f(F )Gv = Gf(F ) v = 0 É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, v = f(F )w ⇒ Gv = Gf(F )w = f(F )Gw .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÑÄÒÁ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ker(F − �E) ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÔÏÖÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G × ÓÅÂÑ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ:1.7.2.ìåííá. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ. îÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. åÓÌÉ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ (Á × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÔÏ ÔÁË), ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×ÅÓÔØ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÄÌÑ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. �1.7.3.�åïòåíá. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W �Ï�ÁÒÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) F ÎÏÒÍÁÌÅÎ;(2) F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ;(3) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ F × ÓÅÂÑ.ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × (2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÌÏ×ÉÑ (2) É (3) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. éÚ (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ (1), �ÏÓËÏÌØËÕ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, Á ÌÀÂÙÅÄ×Å ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ (3). ðÕÓÔØ U ⊂ V |ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ F Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �. óÏÇÌÁÓÎÏ (1) F ∗ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F É,



§ 1. üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. 7ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, F ∗ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U × ÓÅÂÑ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ U⊥ É ×ÓÅÈ u ∈ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ(Fw; u) = (w;F ∗u) = 0 , �ÏÓËÏÌØËÕ F ∗u ∈ U . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Fw ∈ U⊥ , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÂÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. �1.7.4.óìåäó�÷éå. óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ | ÜÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. �1.7.5.óìåäó�÷éå. õÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ)ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.1.8.ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ z = % · ei# ; (1-15)ÇÄÅ % = |z| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉ z 6= 0, Á ei# = 
os#+ i sin# ∈ U1.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ FF ∗ É F ∗FÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ) ×ÓÅÇÄÁÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, Á �ÒÉ detF 6= 0 | ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ FF ∗v = �v 6= 0 , ÔÏ � · (v; v) = (�v; v) = (FF ∗v; v) = (F ∗v; F ∗v) , ÏÔËÕÄÁ� = (F ∗v; F ∗v)=(v; v) > 0 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F ∗Fv = �v 6= 0, ÔÏ � · (v; v) = (�v; v) = (F ∗Fv; v) =(Fv; Fv) , É � = (Fv; Fv)=(v; v) > 0 .ðÒÉ×ÅÄ£Í FF ∗ É F ∗F Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S1 = √FF ∗ , S2 = √F ∗F , ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ S1;2 ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙ, �ÒÉÞ£Í S1 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó FF ∗ É �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S21 = FF ∗,Á S2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F ∗F É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S21 = F ∗F .åÓÌÉ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ S1;2 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÙ I1 = S−11 F É I2 = FS−12 , ËÏÔÏÒÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙ:(I1u; I1w) = (S−11 Fu; S−11 Fw) = (F ∗S−21 Fu;w) = (F ∗(FF ∗)−1Fv;w) = (u;w) ;(I2u; I2w) = (FS−12 u; FS−12 w) = (u; S−12 F ∗FS−12 w) = (v; F ∗FS−22 w) = (u;w) :éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ F = S1I1 = I2S2 :üÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÑÒÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× FF ∗ É F ∗F , ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÉ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ.éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× I∗1 = I−11 É F = I1S1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F ∗F = S21 . ðÏÜÔÏÍÕ S1 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ 
FF ∗. âÕÄÕÞÉ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ S1 É FF ∗ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉ-×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S1 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FF ∗ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �E. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, S1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ V� ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ √� . ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊÓÕÍÍÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V�, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S1 ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ



8 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ×ÙÛÅ. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = I2S2 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ∗F = FF ∗ ⇐⇒ I1 = I2 & S1 = S2 ⇐⇒ I1S1 = S1I1 ⇐⇒ I2S2 = S2I2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ×ÉÄÅF = SeiT ;ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍ (1-15). úÄÅÓØ ÏÂÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S, T ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ, S �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï F (ËÁË É ×ÙÛÅ), ÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ, É ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ� ÍÏÖÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I = eiT .1.8.1.ìåííá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A 7−→ eA = ∑m>0Am=m! ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÒÍÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ� ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÍÁÔÒÉ� ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ). ðÏÓËÏÌØËÕ eCAC−1 = CeAC−1,ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×Á Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Á eA ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÒÉ×ÏÄÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ,ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ ËÁË eA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �


