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Ëåêöèè 8 - 11.

Ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà. Îðòîãîíàëèçàöèÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáû÷íûå

îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, íåçàâèñèìîñòè, áàçèñà, êîîðäèíàò, ðàçìåðíîñòè, ïîäïðî-

ñòðàíñòâ è èõ ñóìì ðàáîòàþò è â ýòîì êîíòåêñòå. Ìû õîòèì òàêæå èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå

äëèíû âåêòîðà è ðàññòîÿíèÿ. Íà÷íåì ñ ïðèìåðà.

Ïðèìåð. Äëèíà â Cn. Ïîëîæèì äëÿ âåêòîðà ã = (a1, . . . , an)

| ã| =

√√√√ n∑
i=1

ai ai, (1)

(÷åðòîé ñâåðõó ìû îáîçíà÷àåì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå).

Òàêàÿ äëèíà ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî íàçûâàåòñÿ äëèíîé äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðè n = 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàê äëèíó äëÿ ëþáîãî n. Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå

Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îáîáùàþùåå äëèíó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

(ã|̃b) =
n∑

i=1

ai bi . (2)

Òîãäà

| ã|2 = (ã|̃b) . (3)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

• (ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó)

(x|ay1 + by2) = a(x|y1) + b(x|y2) ;

• (ïîëó-ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó)

(ax1 + bx2|y) = a(x1|y) + b(x2|y) ;

• (ïîëó-ñèììåòðè÷íîñòü)

(y|x) = (x|y) ;

• (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü)

(x|x) âåùåñòâåííî è ïîëîæèòåëüíî ïðè x 6= 0 .

Âûøåíàçâàííûå ñâîéñòâà ïðèíèìàþòñÿ çà àêñèîìû àáñòðàêòíîãî "ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ"íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ïðèìåðå áûëî îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn.

Ïðèìåð. Ïóñòü V íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà [a, b] ⊂ R ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíè-

ÿìè, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C è s(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íà
[a, b]. Ïîëîæèì

(f |g) =
∫ b

a
f(x)g(x)s(x)dx .

Ýòî äàåò ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðè ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè s. ×àñòî s = 1, íî
âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå s.

Ïóñòü V ïðîñòðàíñòâî ñ âûáðàííûì ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ñîêðàùåííî �

"ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî".
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Ïðåäëîæåíèå 8.1 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî) Äëÿ x, y ∈ V

(Re(x|y))2 ≤ (x|x)(y|y) .

Ñëåäñòâèå 8.2 Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äåéñòâèòåëüíî ïîñ÷èòàåì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

|x+y|2 = (x+y|x+y) = (x|x)+(x|y)+(y|x)+(y|y) ≤ (x|x)+2(x|x)(y|y)+(y|y) = ((x|x)+(y|y))2 ,

÷òî è äàåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî t âåêòîð u = tx+ y òîãäà

q(t) = (u|u) = t2(x|x) + t(2 Re(x|y)) + (y|y)

íåîòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ t. Îòñþäà äèñêðèìèíàíò D = 4(Re(x|y))2 − 4(x|x)(y|y) 6= 0, ÷òî è

äàåò òðåáóåìîå.

Îïðåäåëåíèå 8.3 Âåêòîðà x , y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, x ⊥ y, êîãäà (x|y) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî (x|y) = 0 âëå÷åò (y|x) = 0 ââèäó ïîëó-ñèììåòðè÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 8.4 Ïóñòü U ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Îïðåäåëèì åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

U⊥ êàê

U⊥ = {v ∈ V | (v|u) = 0 ïðè âñåõ u ∈ U} .

ßñíî, ÷òî åñëè x ∈ U ∩ U⊥, òî (x|x) = 0 çíà÷èò x = 0. Òî åñòü

U ∩ U⊥ = 0 ,

ñóììà ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðÿìàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 8.5 Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî U êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà

V = U ⊕ U⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U îäíîìåðíî, U = 〈v〉. Çàïèøåì

x =
(v|x)
(v|v)

v + z , ãäå z = x− (v|x)
(v|v)

v . (4)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî z ⊥ v, òî åñòü z ∈ U⊥, ÷òî äàåò òðåáóåìîå â ýòîì ñëó÷àå.

Ëåììà 8.6 (îðòîãîíàëèçàöèÿ) Ïóñòü åñòü âåêòîðà v1, . . . , vn. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îðòî-

ãîíàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , em, äëÿ êîòîðîé

〈v1, . . . , vm〉 = 〈e1, . . . , em〉 ïðè m ≤ n ,

ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèé ïðîöåññ.

Íà÷íåì ñ e1 = v1. Åñëè e1, . . . , ek−1 óæå ïîñòðîåíû, òî ïîëîæèì

ek = vk −
∑

i=1...k−1

(ei|vk)
(ei|ei)

ei .
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Ýòî ñîâñåì òàê æå, êàê îðòîãîíàëèçàöèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íåïîñðåäñòâåííî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè j ≤ k − 1 èìååì (ej | ek) = 0. Òî åñòü ek ìîæíî äîáàâèòü ê îðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìå e1, . . . , ek−1.

Ñëåäñòâèå 8.7 1. Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå U ⊂ V ñóùåñòâóåò îðòîãî-

íàëüíûé áàçèñ.

2. Åñëè e1, . . . , en îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â U , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

x = y + z, ãäå

y =
∑

i=1...n

(ei|vk)
(ei|ei)

ei ∈ U � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà U ,

à z = x− y ∈ U⊥.

Òåì ñàìûì V = U + U⊥. �
Çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì dimV = dimU + dimU⊥.

Óíèòàðíûå îïåðàòîðû.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð Φ : V → V íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, êîãäà

(Φx|Φ y) = (x| y) .

Êîíå÷íî, óíèòàðíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî è

îáðàòíîå: åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, òî îí óíèòàðíûé.

Ñâîéñòâà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ

Ìû ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî V êîíå÷íîìåðíî .

1. Óíèòàðíûé îïåðàòîð íåâûðîæäåí, ñëåäîâàòåëüíî îáðàòèì.

Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð íåíóëåâîé äëèíû íå ìîæåò ïåðåéòè â íîëü. Îáðàòèìîñòü òåïåðü ñëå-

äóåò èç êîíå÷íîìåðíîñòè.

2. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.

ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå óíèòàíûõ îïåðàòîðîâ óíèòàðíî.

3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Åñëè Φx = λx, òî (x|x) = (Φx|Φx) = λλ (x|x). Îòêóäà λλ = 1, òàê êàê (x|x) 6= 0.

4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

îðòîãîíàëüíû.

Åñëè Φx = λx è Φ y = µ y, òî (x| y) = (Φx|Φ y) = λµ (x| y).
Çàìåòèì, ÷òî λ = λ−1, ïîýòîìó λµ− 1 6= 0. Çàêëþ÷àåì, ÷òî (x| y) = 0.

5. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V Φ-èíâàðèàíòíî, òî U⊥ òîæå Φ-èíâàðèàíòíî.
Ïóñòü w ∈ U⊥. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî Φw ∈ U⊥, òî åñòü � ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U áóäåò

âûïîëíåíî (x|Φw) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Φ îãðàíè÷åííûé íà U óíèòàðåí, ñëåäæîâàòåëüíî îáðàòèì, ïîýòîìó

x = Φ y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ U . Òîãäà

(x|Φw) = (Φ y|Φw) = (y|w) = 0 .

6. Äëÿ ëþáîãî óíèòàðãîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ.
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Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü v1 ∈ V ñîáñòâåííûé âåêòîð Φ. Òîãäà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U = 〈v1〉 Φ-èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó U⊥ òîæå Φ-èíâàðèàíòíî è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, �

ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Äîáàâèâ v1 ïîëó÷èì áàçèñ V . ßñíî, ÷òî
ýòîò áàçèñ áóäåò îðòîãîíàëüíûì.

Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V íàçûâàåòñÿ ñàìîñïðÿæåííûì, êîãäà

(x| A y) = (Ax| y) .

Ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ìû ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî V êîíå÷íîìåðíî.

1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû.

Åñëè Ax = λx, òî (Ax|x) = (x| Ax) îòêóäà λ(x|x) = λ (x|x). Òåì ñàìûì λ = λ, òàê êàê

(x|x) 6= 0.

2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè îðòîãîíàëüíû.

Åñëè Ax = λx è A y = µ y, òî (Ax| y) = (x| A y) = λ(x| y) = µ (x| y).
Çàìåòèì, ÷òî λ = λ, ïîýòîìó λ− µ 6= 0. Çàêëþ÷àåì, ÷òî (x| y) = 0.

3. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V A-èíâàðèàíòíî, òî U⊥ òîæå A-èíâàðèàíòíî.
Ïóñòü w ∈ U⊥. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî Aw ∈ U⊥, èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U áóäåò âûïîëíåíî

(x| Aw) = 0.
Ñ÷èòàåì

(x| Aw) = (A y|w) = 0 , òàê êàê A y ∈ U .

4. Äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ.

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü v1 ∈ V ñîáñòâåííûé âåêòîð A. Òîãäà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U = 〈v1〉 A-èíâàðèàíòíî, ïîýòîìó U⊥ òîæå A-èíâàðèàíòíî è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïî

èíäóêöèè U⊥ èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, äîáàâëÿÿ v1 ïîëó÷èì áà-

çèñ V . ßñíî, ÷òî ïîëó÷àåííûé áàçèñ áóäåò îðòîãîíàëüíûì.

Ñâîéñòâî 4 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.8 (ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå) Ïóñòü A : V → V ñàìîñîïðàæåííûé îïåðàòîð íà

êîíå÷íîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V . Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ îïåðàòî-
ðà A ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

U(λ) = {v| A v = λ v} .

Òîãäà V = ⊕iU(λi), ãäå λ1, . . . , λk ýòî âñå (ðàçëè÷íûå) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîáèðàÿ âìåñòå áàçèñíûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ìû ïîëó÷èì áàçèñû â ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Òåì ñàìûì ÿñíî,

÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ñóììîé ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíüøå,

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è òåì ñà-

ìûì, ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âñåãäà ïðÿìàÿ. Çäåñü � ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíû (ïî ñâîéñòâó 2). �
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5. Åñëè ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû A è B êîììóòèðóþò, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ èõ îáùèõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà U(λ) äëÿ A èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî B. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ U(λ)

A(B x) = B(Ax) = B(λx) = λ (B x) .

Òî åñòü B x ∈ U(λ).
Òåïåðü îñòàåòñÿ âûáðàòü â êàæäîì U(λi) áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ B, ïîëó÷èì

òðåáóåìûé áàçèñ.

Ìàòðè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ.

Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , en â ïðîñòðàíñòâå V .
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò ìàòðèöó Ãðàìà G: gij = (ei| ej), èñïîëüçóÿ êîòîðóþ ìû

ìîæåì âû÷èñëòü çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ x, y ÷åðåç ñòîëáöû X, Y èõ êî-

îðäèíàò â áàçèñå e1, . . . , en:
(x| y) = XᵀGY ,

(÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì).

Åñòü ñòàíäàðòíîå ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå

M∗ := Mᵀ .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (M1M2)∗ = M∗1 M
∗
2 è (M−1)∗ = (M∗)−1.

Ìàòðèöà M , äëÿ êîòîðîé M∗ = M , íàçûâàåòñÿ ýðòèòîâî ñèììåòðè÷íîé.

Ìàòðèöà Ãðàìà � ýðìèòîâà ñèììåòðè÷íà ââèäó ïîëó-ñèììåòðè÷íîñòè ñêàëÿðíîãî ïîèçâå-

äåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 8.9 Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà A
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

A∗G = GA .

Â ÷àñíîñòè, åñëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, òî A ñàìîñîïðÿæåí ⇐⇒ ìàòðèöà A ýðìèòîâî

ñèììåòðè÷íà.

Çàïèøåì

(Ax|y) = (XA)∗GY è (x| A y) = X∗GAY .

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ìàòðèöà T íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè T ∗ = T−1. Óíèòàðíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n îâðàçóþò
ãðóïïó U(n), à ÷åðåç SU(n) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóííà òàêèõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ïðèìåð. Ïóñòü

T =
[
a b
c d

]
∈ SU(2) ⇐⇒

[
d −b
−c a

]
=
[
ā c̄
b̄ d̄

]
Ýòî çíà÷èò d = d̄, c = b̄ è óñëîâèå detT = 1 îçíà÷àåò āa+ b̄b = 1, ÷òî äàåò óðàâíåíèå ñôåðû â

C2 ∼ R4.

Ïðåäëîæåíèå 8.10 Îïåðàòîð Φ óíèòàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà T óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

T ∗GT = G .

Â ÷àñíîñòè, åñëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, òî Φ óíèòàðåí ⇐⇒ ìàòðèöà T óíèòàðíà.

Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ïîëó-ñèììåòðè÷íîñòè ÷èñëî (x| Ax) âåùåñòâåííî äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿ-

æåííîãî îïåðàòîðà A.
Îïðåäåëåíèå 8.11 Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì åñëè äëÿ

ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (x|Rx) > 0.

Â ÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà ïîëîæèòåëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 8.12 Èç ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà Q ìîæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü �

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð R, äëÿ êîòîðîãî Q = (R)2.

Åñëè âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ Q, òî åãî ìàòðèöà Q
â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíà, ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòîìè qi íà äèàãîíàëè. Ðàññòàâëÿÿ íà

äèàãîíàëè ïîëîæèòåëüíûå êâàäðàòíûå êîðíè ri = +
√
qi, ïîëó÷èì ìàòðèöó R, äëÿ êîòîðîé

R2 = Q. Îïåðàòîð R îïðåäåëåííûé ìàòðèöåé R ñàìîñîïðÿæåí ââèäó òîãî, ÷òî R∗ = R. ßñíî
÷òî

X∗RX =
∑

i

ri xixi > 0 ïðè X 6= 0 .

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð R ïîëîæèòåëåí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè çàìåòèì, ÷òî R è Q îáÿçàíû êîììóòèðîâàòü, çíà÷èò

ó íèõ îáÿçàòåëüíî åñòü áàçèñ èç îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

äëÿ R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ri = +
√
λi. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà

ri íà âñåì ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå U(λi), òåì ñàìûì � îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ïîëÿðíîå ðàçîëæåíèå.

Äîêàæåì òåîðåìó "î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè".

Òåîðåìà 8.13 Ïóñòü A : V → V íåâûðîæäåííûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðàçëîæåíèå: A = RΦ, ãäå R � ïîëîæèòåëüíûé (ñàìîñîïðÿæåííûé) îïåðàòîð, à Φ �

óíèòàðíûé.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Q ñ ìàòðèöåé Q = AA∗.

Ëåììà 8.14 Îïåðàòîð Q ïîëîæèòåëüíûé.

Ñ÷èòàÿ â ìàòðèöàõ Q = AA∗ è Q∗ = (AA∗)∗ = (A∗)∗(A∗) = AA∗ = Q, îòêóäà ñàìîñîïðÿæåí-
íîñòü.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîñòè çàìåòèì, ÷òî

(x| Qx) = X∗AA∗X = (A∗X)∗ (A∗X) = (y| y) > 0 ,

ãäå y åñòü âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè Y = A∗X. Ýàìåòèì, ÷òî ââèäó íåâûðîæäåííîñòè A, ìàòðèöà
A∗ íåâûðîæäåíà è Y 6= 0.

Èòàê, Q ïîëîæèòåëåí è ó íåãî ñóùåñòóåò êâàäðàòíûé êîðåíüR. Òîãäà äëÿ ìàòðèö çàïèøåì

T := R−1A , òîãäà T T ∗ = R−1AA∗(R−1)∗ = R−1R2 (R−1)∗ = E ,

òàê êàê î÷åâèäíî (R−1)∗ = R−1. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî îïåðàòîð Φ çàäàâàåìûé ìàòðèöåé T
óíèòàðåí, è A = RΦ, ÷òî äàåò ñóùåñòâîâàíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè çàìåòèì, ÷òî A = RT âëå÷åò AA∗ = RT T ∗R = R2,

òåì ñàìûì R åñòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç Q è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Íî Φ = R−1A îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî R è A. �

Ñëåäñòâèå 8.15 Ïóñòü ìíîæåñòâî P (n) � ýòî "ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû"ïîðÿäêà n, òî-
ãäà

GL(n,C) = P (n) × U(n).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî P (n) ñòÿãèâàåìî, îòêóäà íàïðèìåð ñëåäóåò ÷òî π1(GL(n,C) = π1(U(n).
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