
§3.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ.3.1.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Mat2(C). îÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W = Mat2(C) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ × �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÕÀ ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ � = (�11 �12�21 �22) 7−→ �× def= �∨t = ( �22 −�12
−�21 �11 ) (3-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉ�, Ô. Å. (��)× = �×�×.ðÏÓËÏÌØËÕ � · �× = det(�) · E ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁd̃et(�; �) def= 12 tr (� �×) (3-2)ÚÁÄÁ£Ô �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(�) ÎÁ W .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (3-2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ Å£ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ W ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�� = (�11 �12�21 �22) 7−→ �∗ def= �t = (�11 �21�12 �22) ; (3-3)ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉ� (Ô. Å. (��)∗ = �∗�∗ ), É ÆÏÒÍÕÌÁ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (3-2), ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(�; �) def= 12 tr (� �∗) : (3-4)áÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÕÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÄÕ-ÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

||�||2 def= (�; �) = 12 ∑
|�ij |2 ;É ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ (3-4) (ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÁ Å£ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÓÔØ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ).ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ � ↔ �∗ É � ↔ �× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å W É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ� = (�11 �12�21 �22) 7−→ �� def= �∨ = ( �22 −�21
−�12 �11 ) : (3-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (��)� = ���� É (�; �) = d̃et(�; ��), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ�Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏ ÔÒÅÔØÅÊ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ � ↔ �� × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ W . ðÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V = Re �(W ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁx = ( x1 + i x2 x2 + i x3

−x2 + i x3 x1 − i x2) Ó x� ∈ R ;É ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ (3-2), (3-4) ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀÅ×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (x; x) = ∑x2� , ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÍÁÔÒÉ�Ù e = (1 00 1) ; i = (i 00 −i) ; j = ( 0 1
−1 0) ; k = (0 ii 0) : (3-6)16



§ 3. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. 17éÔÁË, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ 4-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÀ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ≃ R
4, Á ÆÏÒÍÙ d̃et É (∗; ∗) ÓÕÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó V ÎÁ W .3.2.�ÅÌÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H. ðÏÓËÏÌØËÕ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏ-ÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊂ Mat2(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × ÁÌÇÅÂÒÅÍÁÔÒÉ�. üÔÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H. ÷ÅËÔÏÒ e Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ 1, Á × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ×Ï×ÓÅ. �ÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (3-6) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:i2 = j2 = k2 = −1 ;ij = −ji = k ; jk = −kj = i ; ki = −ik = j : (3-7)óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÁÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(x0 + x1i+ x2j + x3k) · (y0 + y1i+ y2j + y3k) = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)+ (x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2) i+(x0y2 + x2y0 + x3y1 − x1y3) j+(x0y3 + x3y0 + x1y2 − x2y1)k (3-8)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-7) É (3-8) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j;k} ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R.ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, 1-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R · e ⊂ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, Á 3-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏI = {x · i+ y · j + z · k | x; y; z ∈ R}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉ�, I ⊂ Mat2(C) ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ, Á R · e ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈÍÁÔÒÉ�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ I É e ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H.éÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ � ↔ �∗ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ H × ÓÅÂÑ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ e ÉÍÅÎÑÑ ÚÎÁË Õ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÁÎÔÉ-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×: (pq)∗ = q∗p∗ :�ÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ � = x0 + x1i+ x2j + x3k ÒÁ×ÅÎ

||�||2 = ∑x2� = (�; �) = det(�) ;ÉÚ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:
||��|| = ||�|| · ||�|| ∀ �; � ∈ H :íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ | ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ H �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3-7), ËÁË × Õ�Ò. 3.4.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-8) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÁË(p; q) = Re (p · q∗) = Re (p∗ · q) : (3-9)ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ q ∈H Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ q · q∗ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î, ÏÎ ÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ: q · q∗ = Re (q · q∗).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÅÒÑ × (3-9) p = q, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
||q||2 = ∑x2� = q · q∗ ; (3-10)



18 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ||pq||2 = pq(pq)∗ = pqq∗p∗ = p||q||2p∗ = ||p||2||q||2 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ1(x20 + x21 + x22 + x23) · (y20 + y21 + y22 + y23) = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)2+(x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2)2+(x0y2 + x2y0 + x3y1 − x1y3)2+(x0y3 + x3y0 + x1y2 − x2y1)2 (3-11)÷ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3-10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ × H ÄÅÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏq ∈ H Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ q−1 = q∗=||q||2 ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ q Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ: q ·q−1 = q−1 ·q = 1 . áÓÓÏ-�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÅÌÏÍ2. éÔÁË, Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÅÌÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Z(H) def= {� ∈ H | q� = �q ∀ q ∈ H }ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (× ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ | ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�).éÚ (3-9) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× p É q ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ë×Á-ÔÅÒÎÉÏÎ pq∗ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍ, Ô. Å. ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î: pq∗ = −qp∗. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ Ë ÞÉÓÔÏÍÎÉÍÙÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍ p∗ = −p É q∗ = −q �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ �ÏÌÅÚÎÙÊ �ÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:3.2.1.ìåííá. þÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ p, q ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÎÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, �ÒÉÞ£Í × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ pq = −qp ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ËÁË Ë p, ÔÁË É Ë q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ r = pq = −qp ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ r∗ = (pq)∗ = q∗p∗ =qp = −pq = −r, Á ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ Ë p É q | ÉÚ rp∗ = −pqp = −pr∗ É rq∗ = qpq = −qr∗. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3-7) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÒÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ (i; j;k) ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (3-6).3.3.õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S3 = SU2 - SO3(R). �Ò£ÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �× = �−1 É ÕÓÌÏ×ÉÅ �-×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �× = �∗�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ �−1 = �∗ :S3 = {q ∈ H | q · q∗ = 1} = {� ∈ Mat2(C) | det � = 1 & �−1 = �∗} = SU2 :üÔÁ ÇÒÕ��Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× �Ï �ÒÁ×ÉÌÕS3 ∋  7−→ F : H
q 7→ q ∗

- H : (3-12)(�ÏÓËÏÌØËÕ  ∗ =  −1 ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ É ËÁË ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ  ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F' = F'◦F É ÞÔÏ ∀ ∈ S3 ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÅÌÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F (pq) = F (p)F (q).ðÏÓËÏÌØËÕ det( q −1) = det q, Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H, ÁÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ e, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ I = e⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ3-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÏ �Ï ÓÆÅÒÅ S3 × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Fe. éÔÁË, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍS3 = SU2  7→F |I
- SOdet(I) ≃ SO3(R) (3-13)1ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÞÅÔÙÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔ Å£ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ2ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÑ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÔÅÌÁ



§ 3. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. 19úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F ( ) =  , �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ  6= e Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ�ÌÏÓËÏÓÔØ � = R · e⊕ R ·  ;Á ÚÎÁÞÉÔ, F |I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ ` = � ∩ I. æÉËÓÉÒÕÑ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÄÉÎÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× n Ó ||n|| = 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ � = �n Ó �ÏÌÅÍËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ
C ∋ (x+ iy)←→ (xe+ yn) ∈ �n : (3-14)ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ  ∈ C �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ F |I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ ` ÎÁ ÕÇÏÌ 2Arg ( ), ÅÓÌÉÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÄÏÌØ ÏÒÔÁ n ∈ ` .éÚ Õ�Ò. 3.10 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (3-13) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÑÄÒÏÍ Z=2Z = {±1}. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÚÑÔÉÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (3-13) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÉÚ-×ÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ� ÉÚ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11∗. åÓÌÉ ×Ù ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S3 ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ, Ô. Å. ÞÔÏÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ��Á �1(S3) = 1. þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �1(SO3) = �1(RP3) = Z=2Z. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3-13) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.3.4.ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ÌÀÂÏÊ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ n ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙI ′n : H

� 7→n�
- HI ′′n : H

� 7→�n
- H

(3-15)ÚÁÄÁÀÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H, Ô. Ë.n2 = −n∗n = −(n∗=||n||) · n = −n−1 · n = −1 :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ n Ó n2 = −1 ÉÍÅÅÔ ||n|| = 1 É n−1 = −n, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ (3-10)n∗ = −n, Ô. Å. ×ÓÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ −1 Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÁ H ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÓÆÅÒÏÊ S2 ⊂ I ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÎÏÒÍÙ 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ (3-15) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ × ÓÅÂÑÄ×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �n = R · e ⊕ R · n , ËÏÔÏÒÏÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÏ Ó �ÏÌÅÍ C �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3-14) : (x+iy)↔ (xe+yn) . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÉÚ ÌÅÍÍÙ (n◦ 3.2.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ �n ÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×I ′m, I ′′m Ó m 6= −n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n, I ′′n ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒ I ′m, I ′′m �ÒÉ m 6= ±n.ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′−n = −I ′n, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ | ÏÎÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.óÔÒÕËÔÕÒÙ I ′′n É I ′′−n = −I ′′n ÔÁËÖÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ I ′n 6= I ′′−n | Ï�ÅÒÁÔÏÒÙI ′n É I ′′−n ÚÁÄÁÀÔ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �n = �−n (ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÎÁ ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁËÏÍ).îÁËÏÎÅ�, ÓÒÁ×ÎÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′′n, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ �n ≃ C. ðÏÓËÏÌØËÕÏÂÅ ÏÎÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ �⊥n , ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÎÏÒÍÙ m ∈ �⊥n × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ H ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ C ÒÁÚÌÏÖÉÔÓÑ × ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I ′n É I ′′n × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:(× ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I ′n) C⊕ C ·m = H = C⊕m · C (× ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I ′′n) ; (3-16)



20 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÏÒÔÁm ÎÁ i ∈ C ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I ′n É I ′′n, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍÉ �ÒÁ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ n. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÌÅÍÍÅ (n◦ 3.2.1) I ′n(m) = nm = −mn = −I ′′n(m) ,ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′′n ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �⊥n ÂÕÄÕÔ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:z ·m =m · z ∀ z = x+ iy = x · e+ y · n ∈ C : (3-17)éÔÁË, I ′n 6= I ′′n , É ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (3-15) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (3-16) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ C = R⊕ iR �ÏÌÑ C ××ÉÄÅ �ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ� �ÏÌÑ R × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ H ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÉÄÁ z+w ·m, × ËÏÔÏÒÙÈ z; w ∈ C ÓÕÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌm ÉÍÅÅÔ m2 = −1 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (3-17), Á Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ(z1 + w1 ·m) · (z2 + w2 ·m) def= (z1z2 − w1w2) + (z1w2 + w1z2) ·m�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞ£ÔÏÍ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.


