
§7.ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ.7.1.ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n). üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀn, Ô. Å. �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Z, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÀÝÉÍÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. íÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 5.1.7), ÇÄÅ ÏÎÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉ-ÒÏ×ÁÌÉÓØ ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Z �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å (n) = {nk | k ∈ Z}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n . ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ nÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÁÍ:[0℄n; [1℄n; : : : ; [(n− 1)℄n ; ÇÄÅ [a℄n = a (mod n) = a+ (n) = {a+ kn | k ∈ Z} :óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ:[a℄ + [b℄ def= [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ def= [ab℄ : (7-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× [a + b℄ É [ab℄ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a℄ É b ∈ [b℄), Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × Z=(n) ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á.îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ × ËÌÁÓÓÅ ÉÎÏ-ÇÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÔÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ËÌÁÓÓÁ 2007 (mod 2008) ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ×ÏÚ×ÏÄÉÔØ × 100-À ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÏ 2007, �ÏÓËÏÌØËÕ[2007℄2008 = [−1℄2008 É ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 7.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ 2007100 ≡ (−1)100 ≡ 1 (mod 2008).7.2.äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÙ. ÷ ËÏÌØ�ÁÈ Z=(n) ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÒÑÄÏÍ Ñ×ÌÅÎÉÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÎÉ × �ÏÌÑÈ, ÎÉ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ (ÉÌÉ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ �ÅÌÙÈ) ÞÉÓÅÌ. �ÁË, ×ËÏÌØ�Å Z=(10) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× [2℄ É [5℄ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ,Á × ËÏÌØ�Å Z=(27) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [3℄ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÕÂ [3℄3 = [27℄ = [0℄.îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ b ∈ K. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ an = 0 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ. ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ. ÷ÓÑËÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÌØ�ÁÈ Z=(n) ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊ-ÄÉÔÅ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ×ÓÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÙ, É ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ?îÁÌÉÞÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌØ�Ï ÂÙÌÏ �Ï-ÌÅÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÌÏ×ÉÊ






b 6= 0ab = 0aa−1 = 1ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ: ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ a−1 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ b = 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a = 0. éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ �ÎÁ ÎÏÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑ�, É × ÁËÓÉÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × �ÏÌÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ a 6= 0 (ÓÍ. ÁËÓÉÏÍÕ (2Ç) ÎÁ ÓÔÒ. 37).7.3.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á Z=(n). ëÌÁÓÓ [m℄n ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØ�Å Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅmx+ ny = 1 : (7-2)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m℄n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x℄n, ÞÔÏ[m℄n[x℄n = [mx℄n = [1℄n ;44



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 45Á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7-2). þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈm;n ∈ Z ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (7-2) ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m É n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ×ÓÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ mx+ny Ó �ÅÌÙÍÉ x, y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ ÞÅÒÅÚ(m;n) def= {mx+ by | x; y ∈ Z} : (7-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (m;n) ⊂ Z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ z ∈ (m;n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É nÂ) m;n ∈ (m;n) ×) z ∈ (m;n) ⇒ kz ∈ (m;n) ∀ k∈Z Ç) z1; z2 ∈ (m;n) ⇒ z1 ± z2 ∈ (m;n)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × (m;n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d, ËÁË É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ× (m;n), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ d = mx + ny É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m Én. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ z ∈ (m;n) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z = m;n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÅÌÑz ∈ (m;n) ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï z = kd+r, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÔÁÔÏË r = z−kd ÌÅÖÉÔ× (m;n) �Ï Õ�Ò. 7.3 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 0 6 r 6 (d − 1). ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ d ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØr = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (m;n) = (d) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d, É d = ÎÏÄ(m;n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ1 m É n.éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7-2) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = ÎÏÄ(a; n) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ,ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á Z=(n) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ [m℄n Ó ÎÏÄ(m;n) = 1.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��ÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)∗. ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊÇÒÕ��Ù ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ '(n) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÞÉÓÌÁ n ∈ N. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ '(n) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (n◦ 3.3.1) ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ[a℄ ∈ Z=(n)∗ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [a'(n)℄ = [a℄'(n) = [1℄. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï7.3.1.ðòåäìïöåîéå (�åïòåíá üêìåòá). åÓÌÉ ÎÏÄ(a; n) = 1 , ÔÏ a'(n) ≡ 1 (mod n) . �7.3.2.óìåäó�÷éå (íáìáñ �åïòåíá æåòíá). åÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ap ≡ a (mod p) ∀ a∈Z .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ap ≡ a (mod p) ÎÕÌÅ×ÙÅ. åÓÌÉ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË '(p) = p− 1 ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍap−1 ≡ 1 (mod p), Á ÚÎÁÞÉÔ, ap ≡ a (mod p) . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 200720082009 ÎÁ 11.7.4.áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7-2) �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ n > m. ðÏÌÏÖÉÍE0 = n ; E1 = m; Ek = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 (�ÒÉ k > 1). (7-4)þÉÓÌÁ Ek ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ Er−1,× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Er �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉEk É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (m;n), �ÒÉÞ£Í ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × ×ÉÄÅ Er = x · E0 + y · E1, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ek ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = x · E0 + y · E1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ek �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ Ek = x ·E0+ y ·E1(É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n) , Á ÚÁÔÅÍ, ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ïk, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó k = r + 1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ek (×ËÌÀÞÁÑ E0 = n É E1 = m) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Er(É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Er = ÎÏÄ(m;n)).1ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ



46 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4687 ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÛÁÇÏ×:E0 =10 203E1 = 4687E2 = 829 = E0 − 2E1 = +1E0 −2E1E3 = 542 = E1 − 5E2 = −5E0 +11E1E4 = 287 = E2 − E3 = +6E0 −13E1E5 = 255 = E3 − E4 = −11E0 +24E1E6 = 32 = E4 − E5 = +17E0 −37E1E7 = 31 = E5 − 7E6 = −130E0 +283E1E8 = 1 = E6 − E7 = +147E0 −320E1(E9 = 0 =E7 − 31E8 =−4 687E0+10 203E1)(×ÚÑÔÁÑ × ÓËÏÂËÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ), É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÞÔÏÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203− 320 · 4 687 ;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × Z=(4 687) É[10 203℄−1 = [147℄ (mod 4 687) ;Á ËÌÁÓÓ [4 687℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × Z=(10 203) É [4 687℄−1 = −[320℄ (mod 10 203) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Er+1 = q0E0+ q1E1 = 0, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÅÅÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ E0 = m ÉE1 = n, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÏË(m;n) = |q0E0| = |q1E1| (Ô. Å. �ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ� q0, q1 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÎÏÄ(q0; q1) = 1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÁÒÙÞÉÓÅÌ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÅÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ1, × Þ£Í ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �Ï�ÒÏÂÏ×Á×ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÉÓÌÁ n = 10 203 É m = 4687 .7.5.ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕ�� É ËÏÌÅ�. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÕ�� G1; G2; : : : ; Gm ÍÏÖÎÏÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÇÒÕ��Õ
∏� G� = G1 ×G2 × · · · ×G� = {(g1; g2; : : : ; gm) | g� ∈ G� ∀ �} ;ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� G� É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×(g1; g2; : : : ; gm) Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ:(g1; g2; : : : ; gm) · (h1; h2; : : : ; hm) = (g1 · h1; g2 · h2; · · · ; gm · hm) : (7-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e =(e1; e2; : : : ; em) (ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ e� | ÜÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á ÇÒÕ��Ù G�), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g =(g1; g2; : : : ; gm) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ g−1 = (g−11 ; g−12 ; : : : ; g−1m ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅÇÒÕ��Ù G� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, ÔÏ ÇÒÕ��Á ∏G� ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÇÒÕ��, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÇÒÕ�� G� , ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ � ∈ X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. óÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ∏�∈XG� . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÒÕ��ÙG1; G2; : : : ; Gm ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË |

∏G� | = ∏
|G� |.1ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁÍÏÝÎÏÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ; ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÉÓÔÅÍÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 47áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÌÅ� {K�}�∈X ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏K� , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(: : : ; a� ; : : : ) ; ÇÄÅ a� ∈ K�É �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-5):(: : : ; a� ; : : : ) + (: : : ; b� ; : : : ) def= (: : : ; a� + b� ; : : : )(: : : ; a� ; : : : )(: : : ; b� ; : : : ) def= (: : : ; a�b� ; : : : ) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∏K� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ×ÓÅK� ÂÙÌÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ,ÔÏ ∏K� ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ a = (a1; a2; : : : ; am) ∈ K1 ×K2 × · · · ×Km ÏÂÒÁÔÉÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ a� ∈ K� ÏÂÒÁÔÉÍÁ × Ó×Ï£Í ËÏÌØ�ÅK� . ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ∏K� ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌÅ� K� : (∏K�)∗ = ∏K∗� (7-6)ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅ� ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,(0; 1; 1; : : : ; 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅ� ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÅÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ Fp É Fq | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ p Éq ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ × ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Fp×Fq ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ (p− 1)(q− 1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (a; b),ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ F∗p × F∗q É p+ q − 2 ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ (a; 0)É (0; b) Ó a; b 6= 0.7.6.÷ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ËÏÌØ�Õ K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ax+ by = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K : (7-7)åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ mb Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ m ∈ K ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ aÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7-7) ÎÁ m, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍm = amx+ bmy ; (7-8)É ÅÓÌÉmb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, ÔÏ É m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. üÔÏ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉm ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ a É ÎÁ b, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7-8)ÄÅÌÑÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ab).äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2; : : : ; bn, ÔÏ ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅxi; yi ∈ K, ÞÔÏ axi + biyi = 1, ÔÏ, �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ1a · x+ (b1b2 · · · bn) · (y1y2 · · · yn) = 1 ;ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÅ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a É b1b2 · · · bn.7.6.1.ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m �Ï�ÁÒ-ÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n1n2 · · ·nm . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n)1× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÓÏÂÒÁÎÙ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ



48 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(ni), Ô. Å. �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z=(n) '

- (Z=(n1))× (Z=(n2))× · · · × (Z=(nm)) ;ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) '(a+ b) = '(a) + '(b) É '(ab) = '(a)'(b) × ∏
Z=(ni). úÁÄÁÄÉÍ ' �ÒÁ×ÉÌÏÍ' ([z℄n) def= ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) ∀ z∈Z :üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z × ËÌÁÓÓÅ [z℄n ⊂ Z), �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[z1℄n = [z2℄n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z1− z2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n = n1n2 · · ·nm, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅni, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [z1℄ni = [z2℄ni . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:' ([z℄n + [w℄n) = ' ([z + w℄n) = ([z + w℄n1 ; [z + w℄n2 ; : : : ; [z + w℄nm) == ([z℄n1 + [w℄n1 ; [z℄n2 + [w℄n2 ; : : : ; [z℄nm + [w℄nm) == ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) + ([w℄n1 ; [w℄n2 ; : : : ; [w℄nm) = ' ([z℄n) + ' ([w℄n)É ÒÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ', ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z℄n ∈ ker('). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z℄ni ÎÕÌÅ×ÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ni, Á ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ni �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ z ÄÏÌÖÅÎÄÅÌÉÔØÓÑ É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. n◦ 7.6), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ n. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ [z℄n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (n◦ 5.1.2) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÌØ�Á Z=(n) É ∏

Z=(ni) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× n = ∏ni, ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ' ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅË�ÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ , �ÏÓËÏÌØËÕÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏ× r1; r2; : : : ; rm ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �Ï-�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ n1; n2; : : : ; nm ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏËri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ni, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ z1, z2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n1n2 · · ·nk .äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z �ÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 'ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÇÒÕ��. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ ni Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n� ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ni ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ mi = ∏� 6=in�(ÓÍ. n◦ 7.6), Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ xi; yi ∈ Z, ÞÔÏ nixi +miyi = 1. þÉÓÌÁ bi = miyi ÏÂÌÁÄÁÀÔ,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:[bi℄ni = [1℄ni É ∀ � 6= i [bi℄n� = [0℄n� : (7-9)ðÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÉÓÌÁ z, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [ri℄ni �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØz = r1b1 + r2b2 + · · ·+ rmbm :äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ�ÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄ£Í, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r1 = 2, r2 = 7 É r3 = 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ n1 = 57, n2 = 91 É n3 = 179.óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í y1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ 91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ Ë E0 = 57 É E1 = 13. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ 22 · 13− 5 · 57 = 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ b1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))ÄÁ£Ô �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÉÓÌÁb2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91))b3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))ÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43)ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏz = 2 b1 + 7 b2 + 43 b3 = −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) == −(716 716 + 2 356 893+ 10 036 845) = −13 110 454 ;



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 49Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ z ÎÁ �ÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁn = 57 · 91 · 179 = 928 473 :îÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ z + 15n = 816 641 .7.7.îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ1 ËÏÌØ�Ï K. îÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b.éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× a = mb É b = na ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a −mb = a −mna = a(1 −mn) = 0, ÏÔËÕÄÁ2mn = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a É b �Ï-ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.÷ÓÑËÏÅ d ∈ K, ÄÅÌÑÝÅÅ a É b É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅÌÑÝÉÊ a É b, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ-ÔÅÌØÎÏ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ �ÅÌÏÓÔÎÏÍÕ ËÏÌØ�Õ K ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÎÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ�ÉÓØ ÎÏÄ(a; b) = dÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÎÏ ÅÊ ×Ó£-ÔÁËÉ �ÒÉÎÑÔÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ d × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÌÅ� K ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÓÏÂÙÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ËÏÌØ�Á K. �ÁË, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏÄ(a; b) = ±dÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å Q[t1; t2℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ t1, t2 ÜÌÅÍÅÎÔÙ a = t1 É b = t2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÎÏÄ(t1; t2) = 1, ÏÄÎÁËÏ t1 · x + t2 · y 6= 1 ÎÉ�ÒÉ ËÁËÉÈ x; y ∈ Q[x; y℄, Ô. Å. ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ t1 É t2 ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. üÔÏÔ ÖÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÎÏÄ(a; b) (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ× ×ÉÄÅ ax+ by.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ (n◦ 7.3) É (n◦ 7.4) ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:7.7.1.ðòåäìïöåîéå. ÷ ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ a, b ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ3, �ÒÉÞ£Í ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax + by. ÷ÚÁÉÍÎÁÑ�ÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÏÄ(a; b) = 1 . �7.8.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÌÅÍÅÎÔ q �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q = mn ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ m, n ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÎÏÄ(a; q) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏa ∈ K, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ q. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 7.7.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ÌÀÂÙÍ �ÅÌÙÍÞÉÓÌÏÍ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ p. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÅÓÌÉËÁËÏÅ-ÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p1; p2; : : : ; pm , ÔÏ nÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏ×Õ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.7.8.1.ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n 6= ±1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = n = q1q2 · · · qm ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙpi = ±qi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i .1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 7.2) ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ × Î£Í ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ2ÚÄÅÓØ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ3É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ; ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ×ÙÂÉÒÁÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ



50 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ n �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉÎÅÔ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ n = m1m2 Ó |m1|; |m2| < |n|. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ,ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÉÈ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ�ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p1p2 · · · pk =q1q2 · · · qm, ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÏÓÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÉÚ �ÒÏÓÔÏÔÙ p1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ q1 = sp1. ðÏÓËÏÌØËÕ q1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, sÏÂÒÁÔÉÍ, Ô. Å. q1 = ±p1 . ÷ÙÎÏÓÑ p1, �ÏÌÕÞÉÍ p1(p2 · · · pk ± q2 · · · qm) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (±q2)q3 · · · qm É Ô. Ä. �7.9.ðÏÌÅ Fp = Z=(p). éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ × (n◦ 7.3) Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z=(n) ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÞÉÓÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ [m℄; [k℄ ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ-ÍÉ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ×ÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [m℄ ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ[m℄−1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë E0 = p É E1 = m.ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ, �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Fp. ÷ �ÏÌÅ Fp ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸p ÒÁÚ = 0 :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ∀ a; b ∈ Fp ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (a + b)p = ap + bp. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÒÁÓËÒÙ-ÔÉÉ ÓËÏÂÏË × ÂÉÎÏÍÅ (a + b)p ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ akbp−k ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÏ×,ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k ÂÕË× a É (p − k) ÂÕË× b, É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ × ×ÉÄÅ akbp−k · (1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸p!k!(p−k)! ÒÁÚ ) :ðÏÓËÏÌØËÕ p!k!(p−k)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p É 1 6 k 6 (p− 1) (ÉÂÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÁÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | ÎÅÔ), ÓÕÍÍÁ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k 6= 0; p. üÔÏ ÄÁ£Ô ÅÝ£ ÏÄÎÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÍ. n◦ 7.3.2):[a℄p = ([1℄ + [1℄ + · · · + [1℄
︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ )p = [1℄p + [1℄p + · · · + [1℄p

︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ = [1℄ + [1℄ + · · · + [1℄
︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ = [a℄ :7.9.1.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÉÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊ ÓÍÙÓÌ �ÏÓÌÅÚÁÍÅÎÙ �ÏÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k :

k2 def= k × k = {(x; y) | x; y ∈ k} :üÌÅÍÅÎÔÙ (x; y) ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÔÏÞËÁÍÉ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a1; a2) ∈ k×k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ× ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÏÞÅË. ÷ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏ-ÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÏÌÑ k: ÅÓÌÉ a = (a1; a2), b = (b1; b2) É � ∈ k, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a+ b = (a1 + a2; b1 + b2)É � · a = (�a1; �a2) . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.üÔÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k2 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÄ×ÉÇÁ: ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕv = (v1; v2) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v�v : k2 (x;y) 7→(x+v1;y+v2)
- k2(�ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å. �v�w = �v+w). ðÒÑÍÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ k2 ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x; y), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 51ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax + by = 
, × ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁ-ÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ z0 = (x0; y0) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), Ô. Å.ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ zt = z0 + tv = (x0 + tv1; y0 + tv2), ÇÄÅ �×ÒÅÍÑ� t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÌÅ k.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax + by = 
 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏ-ÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x0; y0), ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), ÚÁÄÁ£ÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ v2x− v1y = v2x0 − v1y0.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÁËÓÉÏÍÙÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ;Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ;×) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÓÄÁÎÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ1 ÛËÏÌØÎÏÊ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ
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òÉÓ. 7⋄1. ûÅÓÔØ�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ F25.

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ FpÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÌÏÓËÏÓÔØ F2p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p2 ÔÏÞÅË. ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ�ÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ p ÉÚ ÎÉÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t1v É z + t2vÒÁÚÌÉÞÎÙ �ÒÉ t1 6= t2. �ÁË ËÁË ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÈÏÄÉÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ (p2 −1)=(p− 1) = p+1 �ÒÑÍÙÈ2, Á ×ÓÅÇÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2p ÂÕÄÅÔ (p22 )=(p2) = p(p+1)�ÒÑÍÙÈ3.îÁ ÒÉÓ. 7⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ×ÓÅ 25 ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�ÏÍÅÞÅÎÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ +, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ �0� É �∞� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞ-ËÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÈ y = kx, ÇÄÅk ≡ 0; 1; : : : ; 5, ÔÁËÖÅ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÉÆÒÏÊ k (×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ x = 0 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ k =∞).ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �3�, ÔÁËÖÅ ËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ�2�, ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ �+�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25 ËÏÎÉËÉ y = x2, x2 + y2 = 1 É x2 + y2 = −1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. óËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ É �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F3p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ pÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ×ÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É �ÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ×2�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ z ∈ F2p ÉÍÅÅÔÓÑ p2 − 1 ÚÁ�ÉÓÅÊ (z; w) Ó w 6= z, w ∈ F2p, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ z�ÒÑÍÏÊ ` ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ p− 1 Ó�ÏÓÏÂ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Å£ × ×ÉÄÅ (z; w) Ó w 6= z, w ∈ `3×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ `p22 ´ ÚÁ�ÉÓÅÊ (z; w) Ó z; w ∈ F2p É w 6= z, É ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` ÒÏ×ÎÏ `p2´ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ××ÉÄÅ (z; w) Ó z; w ∈ ` É w 6= z


