
§8.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.8.1.ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁf(x) = a0+ a1x+ a2x2 + · · · , × ËÏÔÏÒÏÍ ai ∈ K É ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · É g(x) = b0 + b1x + b2x2 + · · · ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ai = bi ∀ i.ðÅÒ×ÙÊ É �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÇÏÓÔÁÒÛÉÍ É ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. îÏÍÅÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f). íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅf(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0 :åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ an ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÉÌÉ ÕÎÉ-ÔÁÒÎÙÍ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉÎÏÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏ-ÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ xm Õ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑs(x) = f(x) + g(x) = s0 + s1x+ s2x2 + · · ·p(x) = f(x)g(x) = p0 + p1x+ p2x2 + · · ·
(8-1)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(x) = a0+a1x+a2x2+ · · · É g(x) = b0+ b1x+ b2x2+ · · · ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ1sm = am + bm ;pm = a0bm + a1bm−1 + · · · + am−1b1 + amb0 = ∑i+j=m aibj : (8-2)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ).ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[x℄. ëÏÌØ�Ï K×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × K[x℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á ËÏÎÓÔÁÎÔ. åÓÌÉ × K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á, ÔÏ ÏÎÁ ÖÅ ÂÕÄÅÔÅÄÉÎÉ�ÅÊ ËÏÌØ�Á K[x℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ É ÍÌÁÄÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÍÍÁ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-2) ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÀ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ËÏÌØ�Ï K[x℄ ÔÏÖÅÂÕÄÅÔ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ, É

∀ f; k ∈ K[x℄ deg(fg) = deg(f) + deg(g) :ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ K = k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k[x℄ | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ. ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ K[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ2, ÅÓÌÉÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p = fg ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f , g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.8.1.1.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×K[x1; x2; : : : ; xn℄ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØ-ËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ:K[x1; x2; : : : ; xn℄ = K[x1; x2; : : : ; xn−1℄[xn℄1ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÚÁÄÁÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (an), (bn); ÂÕË×Á xÓÌÕÖÉÔ ÌÉÛØ ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (8-1)2ÓÒ. Ó ÏÂÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ (n◦ 7.8)52



§ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 53É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁf(x1; x2; : : : ; xn) = ∑�1;:::;�n>0a�1:::�nx�11 x�22 · · ·x�nn ;ÇÄÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a�1:::�n ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅa�1:::�nx�11 x�22 · · ·x�nnÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ x�11 x�22 · · ·x�nn | ÍÏÎÏÍÁÍÉ. óÕÍÍÁ ÓÔÅ�Å-ÎÅÊ �1 + �2 + · · · + �n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ �ÏÌÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊÍÏÎÏÍÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ fÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f).8.2.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ. úÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn ∈ K[x℄× ÔÏÞËÅ � ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ f(�) def= a0 + a1� + · · · + an�n ∈ K . äÌÑ ÅÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÅÔÎÕÖÄÙ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, �n−1, . . . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÀ, f(�) ÍÏÖÎÏÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÚÁ 2n Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:f(�) = a0 + � ·
(a1 + � ·

(a2 + · · · + � ·
(an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·)) : (8-3)8.3.äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ� �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ É�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u(x) = xm + um−1xm−1 + · · · + u1x + u0 ∈ K[x℄ ÎÁÊÔÉÔÁËÉÅ q(x) ∈ K[x℄ (ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ) É r(x) ∈ K[x℄ (ÏÓÔÁÔÏË), ÞÔÏf(x) = u(x) · q(x) + r(x) ; É deg(r) < deg(u) ÉÌÉ r = 0 : (8-4)äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ r0 = f , q0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ deg(rk−1) >deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙqk(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ rk−1) · xdeg(rk−1)−deg(u) É rk = rk−1 − qku ;ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ `-ÔÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ deg(r`) < deg(u) , ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8-4) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ r = r` É q = q1 + q2 + · · · + q` .8.3.1.ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u ÎÁÄ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ q(x); r(x) ∈ K[x℄ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (8-4). åÓÌÉËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ r É q Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (8-4) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÕÓÔØ p É s | ÄÒÕÇÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ deg(s) < deg(u) É f = up+s . éÚ uq+r = up+s ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u(q−p) = r−s. ðÏÓËÏÌØËÕ× K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, �ÒÉ p 6= q ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ deg(u(q − p)) = deg(u) + deg(q − p) > deg(u) > deg(r − s),ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ u(q − p) = r − s. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p− q = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É r − s = 0 . �8.3.2.óìåäó�÷éå. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , g Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ kÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q; r ∈ k[x℄, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å k[x℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = g · q + r É deg(r) < deg(g) ÉÌÉ r = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ g × ×ÉÄÅ g = a · u, ÇÄÅ a ∈ k | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x℄ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f = g ·q+r ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f = u · (aq)+r×ÉÄÁ (8-4). �



54 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.8.3.3.ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ ËÁË ÏÓÔÁÔÏË. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ä×ÕÞÌÅÎ u(x) = x − � | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁ×ÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(�) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f × ÔÏÞËÅ � , ×Þ£Í ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x) = (x − �) · q(x) + r �ÒÉ x = �. ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ,ÏÄÎÁËÏ, Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅÓÔÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8-3)r1(x) = (an−1 + �an)xn−1 + an−2xn−2 + · · · + a1x+ a0r2(x) = (an−2 + �(an−1 + �an))xn−2 + an−3xn−3 + · · · + a1x+ a0r3(x) = (an−3 + �(an−2 + �(an−1 + �an)))xn−2 + an−4xn−4 + · · · + a1x+ a0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·rn(x) = a0 + � ·

(a1 + � ·
(a2 + · · · + � ·

(an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·)) = f(�) (8-5)
õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x179 + x57 + x2 + 1 × Z[x℄ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÁ) x2 − 1 Â) x2 + 1 ×) x2 + x+ 1 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. îÁÊÄÉÔÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ yn − xn ÎÁ (y − x) × Z[x; y℄ = Z[x℄[y℄ (ÏÔ×ÅÔÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1) ).8.3.4.ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f(x) ∈ K[x℄ ÍÏÖÎÏ Ó×Ñ-
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òÉÓ. 8⋄1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÓÅËÕÝÁÑ.

ÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ�f (t1; t2) def= f(t2)− f(t1) ∈ K[t1; t2℄ ;ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∀ f; g ∈ K[x℄ É ∀ a ∈K×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:�af = a�f�f+g = �f +�g�fg(t1; t2) = f(t2)�g(t1; t2) + g(t1)�f (t1; t2) == g(t2)�g(t1; t2) + f(t1)�f (t1; t2)òÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ × ËÏÌØ�Å K[t1; t2℄ = K[t1℄[t2℄ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ (t2− t1) ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, ÉÂÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÀ �f (t1; t2) �ÒÉ t2 = t1, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌØ. þÁÓÔÎÏÅDf def= f(t2)− f(t1)t2 − t1 ∈ K[t1; t2℄ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (f(t2)− f(t1))=(t2 − t1) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌK = R ÒÁ×ÎÏ ÎÁËÌÏÎÕ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ t1 É t2 ÓÅËÕÝÅÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x)(ÓÍ. ÒÉÓ. 8⋄1). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁËÌÏÎ ÓÅËÕÝÅÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ëÏÇÄÁÄ×Å ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÅËÕÝÅÊ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÌÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ t, ÓÅËÕÝÁÑ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ÎÁËÌÏÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Df (t1; t2) �ÒÉ t1 = t2 = t. éÔÁË, ÎÁËÌÏÎËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ x, ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f ′(x) def= Df (x; x) ∈ K[x℄ (8-6)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) ÏÔ f . ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8-6) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ��x : K[x℄ f 7→f ′

- K[x℄ ; (8-7)1 ÏÔ×ÅÔ:yn−xn y−x=yn−1+yn−2x+yn−3x2+···+yxn−2+yn−1(ÞÔÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÉÍÉÚ×ÁÒÉÁÎÔÏ×ÆÏÒÍÕÌÙÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ)



§ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 55ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ Õ�Ò. 8.4, ÞÔÏ ∀ f; g ∈ K[x℄ ; ∀ a∈K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÆÏÒÍÕÌÙ:Á) (af)′ = a · f ′ Â) (f + g)′ = f ′ + g′ ×) (�ÒÁ×ÉÌÏ ìÅÊÂÎÉ�Á) (fg)′ = f ′ · g + f · g′óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 8.3, Dxn(t1; t2) = tn2−tn1t2−t1 = tn−12 + tn−22 t1+ tn−32 t21+ · · · + t2tn−21 + tn−11 . ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÏÄÎÏÞÌÅÎÁ xn ÒÁ×ÎÁ Dxn(x; x) = nxn−1 , Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ f(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0f ′(x) = nanxn−1 + (n− 1)an−1xn−2 + · · · + 2a2x+ a1 :ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ n × ÆÏÒÍÕÌÅ (xn)′ = nxn−1 | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ n ÅÄÉÎÉ� ËÏÌØ�Á K. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌØ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÚÑÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×K = Fp = Z=(p)(ÓÍ. n◦ 7.9), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ×ÉÄÁ xpk, ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Fp[x℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f ′(x) = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏf(x) = g(xp) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ Fp[x℄ .8.3.5.ðÒÉÍÅÒ: îïä É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ÷ ËÏÌØ�Å k[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÌÅ k Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× f1; f2; : : : ; fn ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ1, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) = f1h1 + f2h2 + · · ·+ fnhn (8-8)Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ hi ∈ k[x℄ . äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ (f1; f2; : : : ; fn) def= {f1h1 + f2h2 + · · ·+ fnhn | hi ∈ k[x℄} (8-9)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ (8-8) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ f1; f2; : : : ; fn É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉh1; h2; : : : ; hn ∈ k[x℄, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x) ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ × (f1; f2; : : : ; fn) ÓÔÅ�ÅÎÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (f1; f2; : : : ; fn) ⊂ k[x℄ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fnÂ) f1; f2; : : : ; fn ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ×) g1; g2 ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ⇒ g1 ± g2 ∈ (f1; f2; : : : ; fn)Ç) g ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ⇒ gh ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ∀ h ∈ k[x℄Ä) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(x)éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ, (f1; f2; : : : ; fn) = (d) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÒÁÔÎÙÈ d. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d = ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (8-8).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Õ �ÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈ k[x℄ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ2ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ, Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á× ×ÉÄÅ 1 = fh1 + gh2 Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h1; h2 ∈ k[x℄.äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ �Á-ÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n◦ 7.4). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ �ÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1(x) É f2(x) Ódeg(f1) > deg(f2) �ÏÌÏÖÉÍ E0 = f1, E1 = f2, É Ek = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 �ÒÉ k > 1 . óÔÅ�ÅÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Ek ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ Er−1,× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Er ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÏÄ(f1; f2),�ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ek ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = h(k)1 f1 + h(k)2 f2, ÔÏEr = ÎÏÄ(f1; f2) É Er+1 = 0 ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÉ Er+1 = 0 = h(r+1)1 f1 + h(r+1)2 f2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h(r+1)1 É h(r+1)2 ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ,ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÍÉ f1 É f2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f1; f2) = h(r+1)1 f1 = −h(r+1)2 f2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f1 = x7+3x6+4x5+x4+5x2+3x3+3x+4 , f2 = x5+5x4+11x3+12x2+7x+4 �ÅÒ×ÙÊÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËE0 = x7 + 3x6 + 4x5 + x4 + 5x2 + 3x3 + 3x+ 4E1 = x5 + 5x4 + 11x3 + 12x2 + 7x+ 4E2 = −4x4 − 13x3 − 21x2 − 10x− 8 = E0 − (x2 − 2x+ 3)E11ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ2Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ



56 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÄÁÌØÛÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E2 ÎÅ E1, Á 16E1, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 1/16:E3 = 116 (x3 + 5x2 + 10x+ 8) = 116 (16E1 + (4x+ 7) E2) = 4x+ 716 E0 − 4x3 − x2 − 2x+ 516 E1ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁ£Ô ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØE4 = −16 (x2 + 3x+ 4) = E2 + 16 (4x− 7) E3 = 16 (x2 − 3) E0 − 16 (x4 − 2x3 + 2x− 2) E1�ÏÓËÏÌØËÕE5 = E3 + x+ 2256 E4 = 0 = x3 + 2x2 + x+ 116 E0 − x5 + x2 + 116 E1 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÏÄ(f1; f2) = x2 + 3x+ 4 = −
(x2 − 3) f1(x) + (x4 − 2x3 + 2x− 2) f2(x)ÎÏË(f1; f2) = (x3 + 2x2 + x+ 1) f1(x) = (x5 + x2 + 1) f2(x) :8.3.6.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = f = q1q2 · · · qm ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i pi = siqi, ÇÄÅ si ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n◦ 7.8.1). ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f �ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÉÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÇÏÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm ; (8-10)× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ p1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ s · p1 Ó s ∈ k. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÒÅÄÉ qi ÎÅÔ, ÔÏ ∀ i ÎÏÄ(p1; qi) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ p1×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ qi, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. îÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h1p1+h2q1 · · · qm = 1ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÓÉÌÕ (8-10) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. éÔÁË, ÏÄÉÎ ÉÚ qi | ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ q1 |ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q1 = s1p1 Ó s1 ∈ k. �ÏÇÄÁ (8-10) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ p1(p2 · · · pk + s1 · q2 · · · qm) = 0,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (s1q2)q3 · · · qm (× ËÏÔÏÒÏÍ s1q2 ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ),Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �8.4.ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x℄, ÅÓÌÉÚÎÁÞÅÎÉÅ f(�) = 0 ÉÌÉ , ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ (x− �).8.4.1.ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄, ÉÍÅÀ-ÝÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �1; �2; : : : ; �s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅs

∏i=1(x− �i) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f 6= 0, ÔÏ deg(f) > s.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ f × ×ÉÄÅ f(x) = (x−�1) ·f1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É (�i−�1) 6= 0�ÒÉ i 6= 1, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ x = �2; �3; : : : ; �s, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �2; �3; : : : ; �s Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f1(x), É ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ × �ÏÌÅ k8.4.2.óìåäó�÷éå. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÉÍÅÔØ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. �



§ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 578.4.3.óìåäó�÷éå. ðÕÓÔØ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x℄ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-ÝÉÅ n. åÓÌÉ f(�i) = g(�i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ �i ∈ K, ÔÏ f = g × K[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅ×ÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 n É ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. �8.4.4.ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. þÉÓÌÏ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍËÏÒÎÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fm ∈ k[x℄, ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅ-ÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ (x−�) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ fi, ÔÏ (x−�) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm), ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× | ÜÔÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ fi × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ,Ô. Ë. degÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) ÏÂÙÞÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min(deg(fi)).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) = 1, ÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÔÏÌØËÏ× �ÏÌÅ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÎÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÏ É ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØ�Å K ⊃ k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,fi(�) ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ × ÎÕÌØ , �ÏÓËÏÌØËÕ ∃ h1; h2; : : : ; hm ∈ k[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏf1h1 + f2h2 + · · ·+ fmhm = ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) = 1ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.8.4.5.ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ëÏÒÅÎØ � ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x)ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ (x − �)2 . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = (x − �)2g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ K[x℄, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,f ′(x) = (x− a) (2g(x)− (x− �)g′(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x−�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ f É f ′, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÏÄ(f; f ′).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x℄ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ × �ÏÌÅ C ?8.5.ëÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f), ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØ�ÁÍ Z=(n). úÁÆÉË-ÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(f) = {fh | h ∈ k[x℄}ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ[g℄f = g (mod f) = g + (f) def= {g + fh | h ∈ k[x℄} : (8-11)ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g1 É g2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g1℄f = [g2℄f , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉÒÁÚÎÏÓÔØ g1 − g2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ [g1℄f , [g2℄f ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (7-1), ÞÔÏ ÉÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×:[g℄ + [h℄ def= [g + h℄ ; [g℄ · [h℄ def= [gh℄ : (8-12)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× [g+h℄ É [gh℄ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g℄ É h ∈ [h℄), Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × k[x℄=(f) ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØ�Á k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0℄f = (f), ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1℄f =1+ (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ËÌÁÓÓÙ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ  ∈ k ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÅ k ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f)× ËÁÞÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ  ×ÍÅÓÔÏ [℄f ÄÌÑ  ∈ k.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x℄ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ g = fh+ r,ÇÄÅ deg(r) < deg(f), × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g℄f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ r ∈ [g℄f ÓÔÅ�ÅÎÉdeg(r) < deg(f). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ[a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1℄f = a0 + a1#+ · · ·+ an−1#n−1 ; ÇÄÅ # = [x℄f , Á ai ∈ k .



58 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x℄f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ × ËÏÌØ�Å k[x℄=(f) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(#) = 0, Ô. Ë. f(#) =f ([x℄f ) = [f(x)℄f = [0℄f . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ (8-12) ÍÏÖÎÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÅÊa0 + a1#+ · · · + an−1#n−1 ; (8-13)�Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÓÉÍ×ÏÌ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f) ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅ-ÒÅÚ k[#℄ : f(#) = 0 É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ k �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ# ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x℄. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ (8-13) × ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍÉ1) ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÌØ�Ï Q[x℄=(x2 − 2) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ×ÉÄÁ a + b√2, ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ √2 ∈ Q[x℄=(x2 − 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ x (mod (x2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞ£ÔÏÍÔÏÇÏ, ÞÔÏ (√2)2 = 2 : (a+ b√2) + (+ d√2) = (a+ ) + (b+ d)√2(a+ b√2)(+ d√2) = (a+ 2 bd) + (b+ ad)√2õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[√2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÑÍÉ ËÏÌØ�Á Q[#℄,× ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ: Á) #3 + 1 = 0 Â) #3 + 2 = 0?8.5.1.ðÒÉÍÅÒ: �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ R �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØ�Ï
R[x℄=(x2 + 1) = R

[√
−1] : (√−1)2 = −1 ;ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ b√−1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍ×ÏÌ √

−1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x �Ï ÍÏÄÕÌÀ(x2 + 1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ(a+ b√−1) + (+ d√−1) = (a+ ) + (b+ d)√−1(a+ b√−1)(+ d√−1) = (a− bd) + (b+ ad)√−1 :ëÏÌØ�Ï R
[√

−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ a+ b√−1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ1a+ b√−1 = aa2 + b2 − ba2 + b2√−1 :ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R
[√

−1] 
- C ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ × §6 , ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ a+ b√−1 ∈ R

[√
−1] ×ÅËÔÏÒ  (a+ b√−1) = a+ bi ∈ C , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÅÊ.8.5.2.ðòåäìïöåîéå. ëÏÌØ�Ï k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f ÓÔÅ�ÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅËÌÁÓÓÙ [g℄; [h℄ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ × k[x℄=(f), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × �ÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g 6∈ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x℄ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fh + gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q℄ · [g℄ = [1℄ × k[x℄=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [g℄f ∈ k[x℄=(f)ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k[x℄=(x− �) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ k.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.15. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÁ) Ë ÞÉÓÌÕ a0 + a1# × �ÏÌÅ Q[#℄ : #2 + #+ 1 = 0 ;1ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ Q[x℄=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n◦ 8.5.2) ÎÉÖÅ); ÎÁÛÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ,ÞÔÏ ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅÓÔÏ Q ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ k, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ #ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ



§ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 59Â) Ë ÞÉÓÌÕ a0 + a1#+ a2#2 × �ÏÌÅ Q[#℄ : #3 + #2 + #+ 1 = 0 .8.5.3.ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m �Ï-�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f = f1f2 · · · fm , ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(fi). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
k[x℄=(f) '

- (k[x℄=(f1))× (k[x℄=(f2))× · · · × (k[x℄=(fm)) ;ËÁË É × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 7.6.1), �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ [g℄f ∈ k[x℄=(f) × ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ×' ([g℄f ) def= ([g℄f1 ; [g℄f2 ; : : : ; [g℄fm) ∀ g∈k [x℄ :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ g ∈ k[x℄ ×ËÌÁÓÓÅ [g℄f ⊂ k[x℄) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,× ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ).�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 7.6.1), �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ', ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ: ÅÓÌÉ ∀ i [g℄fi = 0, ÔÏ g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ fi, Á × ÓÉÌÕ ÉÈ �Ï�ÁÒÎÏÊ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ | É ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f1f2 · · · fm = f , ÏÔËÕÄÁ [g℄f = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ��, ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.óÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ' ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÙÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏ× [ri℄fi ∈ k[x℄=(f)ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x℄, ÞÔÏ g ≡ ri (mod fi) ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ëÁË É × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 7.6.1), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fi = ∏� 6=i f��ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f� ËÒÏÍÅ fi É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎgi = Fi · hi ≡ 1 (mod fi) :÷ ËÁÞÅÓÔ×Å hi × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ1, ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ fi ÏÂÒÁÔÅÎËÌÁÓÓÕ Fi (mod fi) (ËÏÔÏÒÙÊ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó fi É �ÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍ). �ÏÇÄÁ'(gi) = ([0℄f1 ; : : : ; [0℄fi−1 ; [1℄fi ; [0℄fi+1 ; : : : ; [0℄fm) ;É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [ri℄fi �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ g =r1g1 + r2g2 + · · ·+ rmgm .8.5.4.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ Fp[#℄. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Fp = Z=(p) ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,Á × ËÁÞÅÓÔ×Å f ∈ Fp[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÔÏ Fp[x℄=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉÚ pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ a0 + a1# + · · · + an−1#n−1 ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ai ∈ Fp. îÁ�ÒÉÍÅÒ, x2 + x + 1 ∈ F2[x℄ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 8.9, Ô. Ë. Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F2. ðÏÌÅ F4 = F2[x℄=(x2 + x + 1) = F2[!℄, ÇÄÅ!2 + ! + 1 = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: 0 , 1 , ! = x (mod (x2 + x+ 1)) É 1 + ! = !2 = !−1(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −1 = 1 × �ÏÌÅ F2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ �ÍÉÎÕÓÏ×�).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.17. òÅÛÉÔÅ × �ÏÌÅ F4 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + x+ 1 = 0 .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗4 �ÏÌÑ F4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å ���3.�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, x2 + 1 ∈ F3[x℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F3, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÌÅ
F9 = F3 [√

−1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a+ b√−1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F3.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.18. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÄÌÑ �ÏÌÑ F9 ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁÂÌÉ�ÕË×ÁÄÒÁÔÏ× É ÔÁÂÌÉ�Õ ËÕÂÏ×. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗9 �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Z=(8) ?îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅ Fq , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ�ÏÌÅÊ Fq. üÔÏÔ ÆÁËÔ (Á ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ Fp) ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ (ÎÅ-ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÌÉÓÔËÁ 6 12 . úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ |�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ q−1 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ q). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.1ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏË Ri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Fi ÎÁ fi É �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë �ÁÒÅ E0 = fi,E1 = Ri ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ 1 = ÎÏÄ(Fi; fi) = ÎÏÄ(Ri; fi) × ×ÉÄÅ 1 = Rihi+fiehi,ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [hi℄fi = [Ri℄−1fi = [Fi℄−1fi ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ



60 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.8.5.5.ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á G ⊂ k∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ�ÏÒÑÄËÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m > n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ nÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xm − 1 = 0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2 ∈ G, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÒÑÄËÉ m1, m2, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ G,�ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÏË(m1;m2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÏÄ(m1;m2) = 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄÏÊÄ£Ô b = b1b2 .åÓÌÉ m1 É m2 ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏË(m1;m2) × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ `1`2 ÔÁË, ÞÔÏ1 m1 = k1`1, m2 = k2`2 É ÎÏÄ(`1; `2) = 1. �ÏÇÄÁÜÌÅÍÅÎÔÙ b′1 = bk11 É b′2 = bk22 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÒÑÄËÉ `1 É `2, Á ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ b′1b′2 �ÏÕ�Ò. 8.19 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÒÑÄÏË `1`2 = ÎÏË(n1; n2). �8.5.6.ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p > 2. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp,ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ×ÙÞÅÔÁÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ F∗p x 7→x2
- F∗p . ðÏÓËÏÌØËÕÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, É ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×2 ±1, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ (p − 1)=2 É ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × F∗p ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ�ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2.óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F∗p Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a = b2, ÔÏ a p−12 = bp−1 = 1. ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × p−12 -ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ

F∗p x 7→xp−12
- F∗p (8-14)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ×Ó£ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ −1 ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ F∗p | ÜÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑÇÒÕ��Á, É �ÒÉ p > 2 × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ (p − 1) > (p − 1)=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ(8-14) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×, É a ∈ F∗p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ a p−12 = 1 (ÄÌÑ p = 2 ÜÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÔÁË).îÁ�ÒÉÍÅÒ, −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ.÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ a p−12 , ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍË çÁÕÓÓÕ. úÁ�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp × ×ÉÄÅ

−(p− 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p− 1)=2 (8-15)É ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ� ÞÉÓÌÁ ÎÁ a. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÞÉÓÅÌ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a p−12 . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ a ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ×ÉÄÁ ±b, ÇÄÅ b ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ�, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚÞÉÓÅÌ ±b ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ab = ±a ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ�ÒÉ b = ±. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ a, ÇÄÅ  ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ�, ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ  ÚÎÁËÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ (−1)s, ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÞÉÓÅÌ, ÓÔÁ×ÛÉÈ �ÏÓÌÅÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a �ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÚÁ�ÉÓÉ (8-15).îÁ�ÒÉÍÅÒ, 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ≡ ±1 (mod 8) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a p−12 ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁËÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ Fp, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÊ �ÒÉÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a.÷ ÚÁÄÁÞÁÈ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË 5 12 ) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓ-ÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ a Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, �ÒÉÍÅÒÎÏÚÁ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÚÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; p) .1× `1 ÎÁÄÏ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m1, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × m1 × Â�ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÅÍ × m2, �ÒÉÞ£Í×ÚÑÔØ ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÏ×ÎÏ Ó ÔÅÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ × m12ÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 ÉÍÅÅÔ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ËÏÒÎÑ


