
§9.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ.9.1.çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅ� A '
- B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ�ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 ∈ A × ËÏÌØ�Å B ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2)f(a1a2) = f(a1)f(a2) : (9-1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A × ÎÕÌØ ËÏÌØ�Á B.ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ × (n◦ 5.1). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (9-1) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ '(0) = 0 É ∀ a∈A '(−a) = −'(a).ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × B. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁker(') def= '−1(0) = {a ∈ A | '(a) = 0}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ�. ñÄÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × A É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ ker(') ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab (
 ÌÀÂÙÍÉ b ∈ A) :'(a) = 0 ⇒ ∀ b∈A '(ab) = '(a)'(b) = 0 :ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × (n◦ 5.1), �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ '(a) ∈ im (') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍËÌÁÓÓÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ker(') ⊂ A:'−1 ('(a)) = a+ ker(') = {b ∈ A | b− a ∈ ker(')} :éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á B , ËÏÇÄÁ a− b ∈ ker(') :'(a) = ' (b) ⇐⇒ ' (b− a) = ' (b)− '(a) = 0 :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ÂÙÌ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏÂÙ ker(' = {0} (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ' ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ).9.1.1.ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ '(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a 6= 0, ÔÏ ∀ b∈A ' (b) = ' (ba−1a) = ' (ba−1)'(a) = 0 .ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. �9.1.2.ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØ�Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ A '

- B, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z '
- Z=(6), ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ×ÓÅ Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ, Á ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ | × ËÌÁÓÓ [3℄6, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, É'(1) = [3℄6 6= [1℄6 . �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ (n◦ 5.1) : '(1) = '(1 · 1) = '(1)'(1) ×ÌÅÞ£Ô × ËÏÌØ�Å ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï '(1)('(1)−1) = 0. åÓÌÉ × ËÏÌØ�Å B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ '(1) = 0,É ÔÏÇÄÁ ∀ a ∈A '(a) = '(1 · a) = '(1)'(a) = 0, ÌÉÂÏ '(1) = 1 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × × �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ×Ó£-ÔÁËÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ.9.2.éÄÅÁÌÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:a1; a2 ∈ I ⇒ a1 ± a2 ∈ I (9-2)a ∈ I ⇒ ∀ b∈K ab ∈ I (9-3)61



62 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ðÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × ËÏÌØ�Å, ×ÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ÙÛÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁK '
- K ′, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ(a) = {ka | k ∈ K} ; (9-4)ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅÁÌÙ ×ÉÄÁ (9-4)ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) É k[x℄=(f) ,ÇÄÅ ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

Z
m 7→[m℄n

- Z=(n) ; k[x℄ g 7→[g℄f
- k[x℄=(f)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔ×. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ×ÙÞÅÔÁ.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; am ∈ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ k1a1 + k2a2 + · · ·+ kmam Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ k1; k2; : : : ; km ∈ K(a1; a2; : : : ; am) def= {k1a1 + k2a2 + · · ·+ kmam | k1; k2; : : : ; km ∈ K} (9-5)ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ a1; a2; : : : ; am. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØÓ ÔÁËÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ × ËÏÌØ�ÁÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É K.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) I = K Â) 1 ∈ I ×) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.9.2.1.ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ × Î£Í ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ K �ÏÌÅ, I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, É b ∈ I ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ 1 = b−1b ∈ I, É ÚÎÁÞÉÔI = K, �ÏÓËÏÌØËÕ ∀ b ∈K b = 1 · b ∈ I �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (9-3). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ(b) = {b
 | 
 ∈ K} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ b = 0, ÌÉÂÏ (b) ∋ 1. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ b
 = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
, Ô. Å.b ÏÂÒÁÔÉÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. �9.3.æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ-�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×: K = ⊔x∈XKx ; (9-6)ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀ-ÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× K x

-- X ; (9-7)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (9-6), ÇÄÅÌÅÖÉÔ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [a℄ = Xx(a) ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É a, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ËÏÌØ�Å K,Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉx(a) + x(b) = x(a+ b) ; x(a) · x(b) = x(ab) :üÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (9-6) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[a℄ + [b℄ = [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ = [ab℄ : (9-8)



§ 9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 63ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏX ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ [0℄ ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × K, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, Ô. Å.
∀ a∈K [a℄ = a+ I = {a+ i | i ∈ I} = {b ∈ A | b− a ∈ I} :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ [0℄ | ÉÄÅÁÌ × K É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× [a1℄ = [a2℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a2−a1 ∈ [0℄.�ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (9-8) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ, Ô. Å. �ÒÉ [a1℄ = [a2℄ É [b1℄ = [b2℄ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ [a1 + b1℄ = [a2 + b2℄ É [a1b1℄ = [a2b2℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a2 = a1 + � É b2 = b1 + �,ÇÄÅ �; � ∈ [0℄, ÔÏ a2+ b2 = a1+ b1+(�+�) É a2+ b2 = a1b1+(�b1+�a1+��), ÇÄÅ ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÅ ×ÓËÏÂËÉ ÞÌÅÎÙ ÌÅÖÁÔ × [0℄, �ÏÓËÏÌØËÕ [0℄ ÉÄÅÁÌ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á × KÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÌÅÞ£Ô ÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × X. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×ÙËÌÁÄËÏÊ[a℄ · ([b℄ + [
℄) = [a℄ · [b+ 
℄ = [a(b+ 
)℄ = [ab+ b
℄ = [ab℄ + [b
℄ = [a℄ · [b℄ + [a℄ · [
℄ :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (9-8) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØ�Á, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (9-7)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ÑÄÒÏÍ ker(x) = [0℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ [0℄ = ker(x) | ÉÄÅÁÌ × K, ÉÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [a℄ = x−1(x(a)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÑÄÒÁ.9.3.1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÄÅÁÌÁ I ⊂K ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØ�Á, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (9-8), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�ÏÍ ËÏÌØ�Á K �Ï ÉÄÅÁÌÕ I.9.3.2.óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� K1 '

- K2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Õ K1= ker(') , Á ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K1= ker(') ≃ im (') ⊂
'′

- K2 É Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÉ K1 '′′

-- K1= ker(') ≃ im ('), Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕK1 '
- K2G= ker(') ≃ im (f)⊂

'′ -' ′′

-
-

(9-9)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5-10).9.3.3.ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÄÕË�ÉÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÏÌØ�Å Z[x℄ ÇÌÁ×ÎÙÊÉÄÅÁÌ (n), ÇÄÅ n 6= 1 | �ÅÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[x℄=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØ�Õ (
Z=(n))[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ%n : Z[x℄ f 7→[f ℄n

-

(
Z=(n))[x℄ ; ÇÄÅ

[amxm + am−1xm−1 + · · · + a1x+ a0]n def= [am℄n xm + [am−1℄n xm−1 + · · · + [a1℄n x+ [a0℄n ; (9-10)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ker(%n) = (n).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (9-10) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄. èÏÄ ÍÙÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÏ×: ÅÓÌÉ f = gh ×
Z[x℄, ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÌØ�ÁÈ (

Z=(n))[x℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [f ℄n = [g℄n · [h℄n. åÓÌÉ n = p | �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏËÏÌØ�Ï Z=(n) = Fp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × Fp[x℄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [f ℄p, × �ÒÉÎ�É�Å,ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ, ÉÂÏ ÎÁÄ Fp ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 × F2[x℄ É × F3[x℄.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x5 + x2 + 1 × ËÏÌØ�Å Z[x℄, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕË�ÉÀ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅf = gh × Z[x℄ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó deg(g) = 2 É deg(h) = 3, Á Ô. Ë. Õ [f ℄2 = x5 + x2 +1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É × F2, ÏÂÁ



64 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g℄2, [h℄2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ × F2[x℄. �ÏÇÄÁ x5 + x2 + 1 , ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 9.3, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ × F2[x℄ÎÁ x2 + x+ 1, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.åÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ: �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊf(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x+ 1 = xp − 1x− 1 ; ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ ;ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[x℄ . äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÏ×ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x− 1 :f(t) = (t+ 1)p − 1t = tp +(p1)tp−1 + · · · +( pp− 1)t :ðÒÉ ÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ [f(t)℄p = tn. åÓÌÉf(t) = g(t)h(t) × Z[t℄, ÔÏ [g(t)℄p[h(t)℄p = tn × Fp[t℄, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ1, ÞÔÏ g É h ÔÏÖÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÀÔÓÑ�Ï ÍÏÄÕÌÀ p × Ó×ÏÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ: [g(x)℄p = xm, [h(x)℄p = xk, ÇÄÅ m = deg(g), k = deg(h). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ g, h, ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f , ÂÕÄÕÞÉ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p2.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[x℄ .9.4.ëÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØ�ÁÍÉ Z É k[x℄, ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÄ×ÕÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏÄÁÎÏ ÎÁÍÉ × (n◦ 7.7) É (n◦ 8.3.5), ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.óÅÊÞÁÓ ÍÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÅÇÏ ÅÝ£ ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á,ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÇÏ �ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ� × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.9.4.1.å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�Á. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ K \ {0} �
- N ∪ {0} ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �(a), ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ (ÉÌÉ ×ÙÓÏÔÏÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á: �(ab) > �(a) (9-11)

∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ �(r) < �(b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (9-12)�ÁË, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÓÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Á × ËÏÌØ�Å ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k ×ÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�ÁÁ) Z[i℄ def= { a+ bi ∈ | a; b ∈ Z ; i2 = −1}Â) Z[!℄ def= {a+ b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !2 + ! + 1 = 0 }Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÓÏÔÙ �(z) = |z|2.üÌÅÍÅÎÔÙ q É r, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å (9-11), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÎÅ�ÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑÄÁÎÎÙÈ a É b) ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(ab) = �(a) × Ó×ÏÊÓÔ×Å (9-11)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (2)).1ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�Å Fp[x℄2 ÒÅÛÅÎÉÅ:ÅÓÌÉ∃b

−1,ÔÏ�(ab)6�(abb

−1)=�(a);ÎÁÏÂÏÒÏÔ,ÅÓÌÉ�(ab)=�(a),ÔÏÄÅÌÑaÎÁabÓÏÓÔÁÔËÏÍ,�ÏÌÕÞÁÅÍ a=abq+r,ÇÄÅÌÉÂÏ�(r)<�(ab)=�(a),ÌÉÂÏr=0;ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Ár=a(1−bq)×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏÌÉÂÏ�(r)>�(a),ÌÉÂÏ 1−bq=0;ÓÕÞ£ÔÏÍ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ,ÔÁËÏÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ�ÒÉ1−bq=0ÉÌÉr=0;×Ï×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅa(1−bq)=0, ÞÔÏÔÏÖÅ×ÌÅÞ£Ô1−bq=0;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏbq=1ÉbÏÂÒÁÔÉÍ



§ 9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 65ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å K ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ× I ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ I ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÙÓÏÔÙ. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ IÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r, ÇÄÅ r = a − dq ∈ I,�ÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ �(r) < �(d), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ×ÙÂÏÒÕ d, ÌÉÂÏ r = 0, ÞÔÏ ÉÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ⊂ (d). �ÁË ËÁË d ∈ I, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï I = (d).éÔÁË, ×ÓÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌØ�ÁÍÉÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Z, k[x℄, ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØ�Á Z[i℄ É Z[!℄ ÉÚ Õ�Ò. 9.5.9.4.2.îïä É ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�ÁÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d = ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ d = x1a1+x2a2+ · · ·+xnan . üÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1; a2; : : : ; an , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ:(a1; a2; : : : ; an) = {x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan | xi ∈ K} = (d) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ d, ËÁË É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ d = ∑x�a� , É ÚÎÁÞÉÔ,ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ai. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an) = (d),×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ ai, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an) = x1a1+x2a2+· · ·+xnan ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ2, Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á × ×ÉÄÅ1 = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ xi ∈ K :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; a2; : : : ; am ËÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ
∀ i 6= j ÎÏÄ(ai; aj) = 1 , ÔÏ K=(a1 · a2 · · · · · am) ≃ (K=(a1))× (K=(a2))× · · · (K=(am)) .9.4.3.ðòåäìïöåîéå. ÷ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁp ∈ K �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:(1) K=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ;(2) × K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ;(3) p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ × K .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ × (n◦ 7.2). ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2) ⇒ (3). éÚ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a℄[b℄ = 0 ×K=(p), É ÅÓÌÉ ×K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÄÉÎÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a℄, ÒÁ×ÅÎ [0℄. �ÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1− bs) = 0.ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×(3) ⇒ (1). åÓÌÉ p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b 6∈ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px+by = 1, ÏÔËÕÄÁ [b℄[y℄ = 1× K=(p). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b℄ 6= [0℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × K=(p), Ô. Å. K=(p) | �ÏÌÅ. �9.4.4.ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a = p1p2 · · · pm, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅa = q1q2 · · · qk ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉËÁÖÄÙÊ q� ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ3 Ó p� .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ (Ô. Å. px + qy = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ(Ô. Å. p = qs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K).9.4.5.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ �ÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÈ �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÏÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÌÁÄÅÅÍ;×�ÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇÁ �ëÕÒÓÁÌÇÅÂÒÙ� (�ÉÔ. �Ï ÉÚÄÁÎÉÀ í. �æÁËÔÏÒÉÁÌ� (1999))2ÉÎÁÞÅ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a1; a2; : : : ; an ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a1; a2; : : : ; an) = K3Ô. Å. q� = s� · p� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ s� ∈ K, ÓÍ. (n◦ 7.7)



66 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ a ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÚÁ�ÉÛÅÍÅÇÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ ÓÎÏ×Á ÚÁ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Ô. Ä. üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ × K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {ai}, × ËÏÔÏÒÏÊ ai+1 ÄÅÌÉÔ ai, ÎÏ ai ÎÅ ÄÅÌÉÔ ai+1, Ô. Å. (ai)  (ai+1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �Å�ÏÞËÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× · · · ⊂ I� ⊂ I�+1 ⊂ · · · �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ I = ∪� I� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ×K ÇÌÁ×ÎÙÅ, ∪� (a�) = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ ∪� (a�). ëÏÌØ ÓËÏÒÏ d ÌÅÖÉÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÉ, ∃ i : d ∈ (ai). á ÔÏÇÄÁ (d) = ∪� (a�) = (ai). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ k > 0 (ai+k) = (ai) ×Ï�ÒÅËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÏ ÔÏÍ, ÞÔÏ (ai)  (ai+1) . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm, ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ pi ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚqi, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÓÍ. n◦ 7.6), Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑx; y ∈ K : 1 = xp1 + yq1q2 · · · qm = xp1 + yp1p2 · · · pk = p1(x + yp2 · · · pk), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ p1ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓËÁÖÅÍ q1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Óp1, Á ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. Õ�Ò. 9.8) q1 = sp1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K. �ÏÇÄÁ p1(p2 · · · pk − sq2 · · · qm) = 0,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (sq2)q3 · · · qm, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �9.4.6.îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ×ÓÅ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌÙ (2; x) ⊂ Z[x℄ É (x; y) ⊂ Q[x; y℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.þÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Á Z[x℄ É Q[x; y℄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÌØ�Ï, ÞÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÂÙÔØ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.ðÒÉÍÅÒ ÎÅÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÌØ�Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ
Z[√5℄ = Z[x℄=(x2 − 5) ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:2 · 2 = (√5 + 1) ·

(√5− 1) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2, √5 + 1, √5− 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ.9.4.7.ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÙÅ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÅÓÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 9.4.5) ÂÙÌÁ ÔÁËÁÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ: ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ q1q2 · · · qm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁp1, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1.îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈa; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 9.4.3) ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÉÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔ. éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÞÉÎÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉËÏÌÅ� ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. ðÕÓÔØ × �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å K ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × K �ÒÏÓÔÙ.äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K �ÒÏÓÔÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÓÔØ. �ÁË, × ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÅÍÓÑ ×ÙÛÅ ËÏÌØ�Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[√5℄ = Z[x℄=(x2 − 5) ÞÉÓÌÏ 2ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å
Z[√5℄=(2) ≃ Z[x℄=(2; x2 − 5) ≃ Z[x℄=(2; x2 + 1) ≃ F2[x℄=(x2 + 1) ≃ F2[x℄=((x+ 1)2)ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x+ 1) (mod (2; x2 + 1)) (ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ √5+1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 × Z[√5℄, Á (√5+1)2 = 6+2√5 | ÄÅÌÉÔÓÑ), ÈÏÔÑ Ä×ÏÊËÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ.



§ 9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 679.4.8.ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÒÁ n◦ 6.4.1). óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 9.5, ËÏÌØ�Ï ÇÁÕÓ-ÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, Á �ÏÔÏÍÕ × Î£Í Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ �ÅÌÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁ-ÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a + ib ∈ C r R ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ × Z[i℄, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅp = (a + ib)(a− ib) = a2 + b2 Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ a; b ∈ Z. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ × Z[i℄, ËÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ p, ×Ó�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[i℄=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ1, É �ÏÓÍÏÔÒÉÍÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z[x℄ �Ï ÉÄÅÁÌÕ (p; x2+1) ⊂ Z[x℄, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ p É (x2 + 1) :
Z[i℄=(p) ≃ Z[x℄=(p; x2 + 1) ≃ Fp[x℄=(x2 + 1) :óÁÍÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 + 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ × Fp. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −1 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 8.5.6),ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.9.4.9.ðÒÉÍÅÒ: ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ä×Á ÉÄÅÁÌÁ I, J �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x+y = 1. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I + J def= (I; J) = {x + y | x ∈ I ; y ∈ J} , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍÉ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×ÏÂÏÂÝÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.9.4.10.ìåííá. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× J1; J2; : : : ; Jn, ÔÏ ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÉ Ó ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x� ∈ I É y� ∈ J� , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x� + y� = 1.ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ(ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ x�) + y1y2 · · · yn = 1 ;× ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ × I, Á ×ÔÏÒÏÅ | × ∩� J� . �9.4.11.ðòåäìïöåîéå (ëé�áêóëáñ �åïòåíá ïâ ïó�á�ëáè). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; : : : ; In�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁÉÚ n ËÌÁÓÓÏ× [a� ℄ ∈ K=I� (ÇÄÅ � = 1; 2; : : : ; n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a ∈ K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [a� ℄ = a (mod I�) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÄÌÑ ×ÓÅÈ �, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ a′ ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ a′−a ∈ ∩� I� .éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�K=∩� I� a7→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))

∼
- (K=I1)× (K=I2)× · · · × (K=In) : (9-13)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K a 7→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))

∼
- (K=I1) × (K=I2) × · · · × (K=In)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ÑÄÒÏÍ ∩� I� . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÏ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ Ik ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ∩� 6=k I� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ xk ∈ Ik É yk ∈ ∩� 6=k I� ,ÔÁËÉÅ ÞÔÏ xk + yk = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏyk (mod I�) = { 0 ; �ÒÉ � 6= k1 ; �ÒÉ � = kÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ× [ak℄ ∈ K=Ik , ÍÙÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ a = n∑k=1 ykak. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 9.4.11) �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ×ÅÒÓÉÉ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔ-ËÁÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ × �ÒÉÍÅÒÁÈ (n◦ 7.6.1) É (n◦ 8.5.3).1ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n◦ 9.4.3)2ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ



68 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.9.5.èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
Z

κ
- K ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸n ) ÄÌÑ n ∈ N :åÓÌÉ κ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸p = 0 :éÎÁÞÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: �ÏÓËÏÌØËÕ × Z ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁ×ÎÙÅ, ker(κ) = (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ p, ËÏÔÏÒÏÅ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÌØ�ÁK. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
har(K) . åÓÌÉ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï Z=(p) ≃ im (κ) ⊂ K ÔÁËÖÅÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸mn = (1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸m )(1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸n )9.5.1.ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ. ðÕÓÔØ k| �ÏÌÅ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅ × k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ1 É 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ × k. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ im (κ).åÓÌÉ 
har(k) = p > 0, ÔÏ im (κ) ≃ Fp É ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ �ÏÌÑ k.åÓÌÉ 
har(k) = 0, Ô. Å. κ(q) 6= 0 �ÒÉ q 6= 0 , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ (Á×ÔÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �Ï n◦ 9.1.1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅÊ

κ : Q ⊂

pq 7→κ(p)
κ(q)

- k :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ Q, ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏÉÚ �ÏÌÅÊ Fp Ó �ÒÏÓÔÙÍ p ∈ N, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ �ÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÙÈÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÅÔ.9.5.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ 
har(k) = p > 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ×(n◦ 7.9), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
∀ a; b ∈ k (a+ b)p = ap + p−1

∑k=1(1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸(pk) )akbp−k + bp = ap + bp :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × p-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Fp : k x7→xp

- k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÉÚ �ÏÌÑ k × ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ1ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ �ÏÄ�ÏÌÅ Fp ⊂ k . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ
k = F4 = F2[x℄=(x2 + x + 1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F4 F2

- F4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÀ: ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÏÄ�ÏÌÅ F2 = {0; 1} É�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ! = [x℄ É !2 , Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 + x+ 1 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ï�ÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F3 ÎÁ �ÏÌÅ F9 = F3[x℄=(x2 + 1) .9.6.ëÏÌØ�Á ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ X - K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑKX É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ�ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ:f + g : x 7→ f(x) + g(x) fg : x 7→ f(x)g(x) :1ÓÍ. (n◦ 7.9) É (n◦ 7.3.2)



§ 9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 69�ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × KX ÎÕÌ£Í, Á ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÅÓÌÉ × K ÅÓÔØÅÄÉÎÉ�Á) | ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.éÎÁÞÅ KX ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ1 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏ�ÉÊ ËÏÌØ�Á K,ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ∈ X . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ KXÏÂÙÞÎÏ �ÉÛÕÔ Kn É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÓÔÒÏÞËÁÍÉ2 (a1; a2; : : : ; an).ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ3 ÒÁ×ÎÏ ÎÕ-ÌÀ, × ËÏÌØ�Å KX ÍÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K | �ÏÌÅ. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ KXÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.9.6.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÄß£ÍÁ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X '
- Y Ó×ÑÚÁÎ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ4 ×ÄÏÌØ ' '∗ : KY f 7→f◦'

- KX ;ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ', Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ X, É ÔÅÍÓÁÍÙÍ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ Ë ' ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�ÏÄß£Í ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y;K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' ∈ Hom(X;Y ) : Hom(Y;K) f 7→f'
- Hom(X;K)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØ�Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÎÅ �ÅÌÏÓÔÎÙÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ×ÓÅÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KY × ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KX .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÄß£ÍÁ?÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊÉ Ô. �. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ, ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÉÅÉ Ô. �. �ÁËÉÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ËÏÌØ�Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÄËÏÌØ�Ï, ËÏÔÏÒÏÅ× ÁÌÇÅÂÒÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X℄ ⊂ KX É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØ�ÏÍÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ. ÷ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÅÏÒÉÑ,Ô. Å. × ËÏÌØ�Å ÆÕÎË�ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÙÄÅÌÅÎÏ �ÏÄ-ËÏÌØ�Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊK[X℄ , ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÖÅ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑX '

- Y , �ÏÄß£Í ×ÄÏÌØ�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁX , Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØ�ÁÍÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÏ É ÍÅÖÄÕ Í�ÅÎØÛÉÍÉ �ÏÄËÏÌØ�ÁÍÉ:K[Y ℄ '∗

- K[X℄ :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.17∗ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌØ�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ[0; 1℄ - R ÞÅÒÅÚ C ⊂ R[0;1℄. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1℄ '
- [0; 1℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ '∗(C) ⊂ C;Â) ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ' ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C '∗

- C ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ '.9.6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ×ÌÏÖÅÎÉÀ {∗} ⊂
y
- Y ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ × ÔÏÞËÅ y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ5 evy. ðÏÓËÏÌØËÕ K{∗} = K,evy : KY f 7→f(y)

- K1ÓÍ. (n◦ 7.5)2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 7.5), ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ3ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ X f
- K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.4�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ pull ba
k homomorphism; �Ï-ÒÕÓÓËÉ �ÏÄß£ÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉÏÂÒÁÚÁÍÉ, É ÉÈ ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ Ó �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ5ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ evaluation



70 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Y f
- K Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ evy(f) = f(y) × ÔÏÞËÅ y. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evy Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ y.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R ⊃ K ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X[R℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔÓÑ ÓÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × KX[R℄ . á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØ�Á R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ R p

- K, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÏÄËÏÌØ�Å K ⊂ R, É �ÏÌÏÖÉÍ X[R℄ ÒÁ×ÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ K-ÔÏÞÅË ËÏÌØ�Á R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑÎÁ X[R℄ f
- K , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R p

- K, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÏ p(f) ∈ K .ðÏÄËÏÌØ�Ï K ⊂ R �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.18∗. éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØ�Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ [0; 1℄ - R ? éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ? éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉÏÔ×ÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Á) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ Â) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ?�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ËÏÌØ�Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ K = R, É ×ÙÂÒÁÎ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ� R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈK × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á, ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X[R℄, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Á ËÏÌØ�ÁÍÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÕÄÕÔ �ÏÄËÏÌØ�Á R ⊂ KX[R℄ , ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ × KX[R℄ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ ×ÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�R1 '
- R2 ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØ�Å ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ'∗ : X[R2℄ p 7→p◦'

- X[R1℄(ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ K-ÔÏÞËÕ R2 p
- K × Å£ �ÏÄß£Í R1 '

- R2 p
- K ×ÄÏÌØ ').õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ('∗)∗ = ' .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ÄÁ É × �ÒÉÒÏÄÅ). ðÒÉÞÉÎÁ Å£ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �Ï x É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f , É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�Ï-ÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ a priori . �ÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÆÕÎË�ÉÊ, ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ | ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÞÅË.åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌØ�Á ËÏÎÓÔÁÎÔ ×ÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ k, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌÅ� ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ kn (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ n ∈ N), ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ×ÙÄÁÓÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ×ÓËÏÒÅ ÎÁÞÎ£Í ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ� | ËÏÌØ�Á ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× k[x1; x2; : : : ; xn℄ É ÉÈ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á | �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÅÏÒÉÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚÕÞÉÍ.ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ËÏÌÅ�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ× ÁÎÁÌÉÚÅ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ.


