
§6.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.6.1.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ó×Ï£ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉÓ ÆÏÒÍÕÌ É ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÏÔÎÏÓÉ×ÛÉÈÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ó ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÓÔÉÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ,ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ�ÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍÉ ÌÉ�ÁÍÉ × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÙ ÔÉ�Á ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ. ðÒÏÓÔÅÊ-ÛÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ |ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ Q É R, Á �ÒÉÍÅ-ÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Z[x℄, Q[x℄ É R[x℄ Ó �ÅÌÙÍÉ,ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ïÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ �ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ� É �ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ� ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÓ-ËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 4.4.3), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁËÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÈ ËÏÌØ�ÁÈ É �ÏÌÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ ÖÉ×ÕÔ × ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÍÉÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÁË ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÞÁÓÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ Å£ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. �ÁË ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÙÊ ÍÉÒÙ ÔÅÓÎÏ �ÅÒÅ�ÌÅÔÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÁÌÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÞÉÓÅÌ.6.2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å Ï�ÅÒÁ�ÉÉ
F × F - F :ÓÌÏÖÅÎÉÅ (a; b) 7−→ a+ b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (a; b) 7−→ ab ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) ÁËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑÁ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ (�ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a+ b = b+ a ∀ a; b∈FÂ) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a+ (b+ 
) = (a+ b) + 
 ∀ a; b; 
∈F×) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0∈F : a+ 0 = a ∀ a∈FÇ) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a+ (−a) = 02) ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÁ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈FÂ) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: a(b
) = (ab)
 ∀ a; b; 
∈F×) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÅÄÉÎÉ�Ù): ∃ 1∈F : a · 1 = a ∀ a∈FÇ) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ: ∀ a∈F; a 6= 0 ∃ a−1∈F : a · a−1= 13) ÁËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b+ 
) = ab+ a
 ∀ a; b∈F4) ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ: 0 6= 1ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ×Ó£ �ÏÌÅ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÌÏÖÅÎÉÑ1, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F∗

def= F r {0} ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ1ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ × ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ;ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÌÕÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 (× ÁÄÄÉÔ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ),ÁÄÄÉÔ×ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ; ÎÏ×ÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÏÔÌÉÞÁÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ × ËÏÔÏÒÏÊÓÌÕÖÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ�� (�ÅÄÉÎÉ�Á�, �ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ�) ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ 37



38 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÁËÓÉÏÍÙ ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ × (n◦ 4.3), ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕ��Ù ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á É ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ, Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ −a É a−1 Ë ÄÁÎÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï a.éÚ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÄÅÊÓÔ×ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÏÌÅ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 · Á = 0 É(−1) ·a = (−a) (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ a ÎÁ ÞÉÓÌÏ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÞÉÓÌÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ a, ÞÅÇÏ a priori ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ; ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1)).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Á 6= 0 × ÁËÓÉÏÍÅ (2Ç) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ1 = 0 · 0−1 = 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁËÓÉÏÍÅ2.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÏÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 0 É 1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 + 1 =1 · 1 = 1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (×ËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0). üÌÅÍÅÎÔÙÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÌÏÖØ� É �ÉÓÔÉÎÕ�, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ�ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ� É �É�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÏÒÍÕÌÙ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × �ÏÌÅ F2 | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F2 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁ×ÎÙÊ�ÎÅ x�, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁ×ÎÙÊ �x ÉÌÉ3 y�.ðÒÉÍÅÒÏÍ �ÏÌÑ, �ÏÓÌÕÖÉ×ÛÉÍ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ××ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ p=q Ó p; q ∈ Z É q 6= 0, ÇÄÅ Ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ p=q É r=s ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ps = qr × Z. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉpq + rs = ps+ qrqs ; pq ·
rs = prqs (6-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ.âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ �ÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ4. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É �ÏÎÉÍÁÅÔ, �ÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ R Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅ-ÂÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÅÒØ£ÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, É �ÒÏ×ÅÒËÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØÚÎÁÅÔ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.6.3.ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Ó ÎÁÞÁ-ÌÏÍ × ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 0)É (0; 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ 1 é i (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). �ÏÞËÉ z ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÓÁÍÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y É ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕz ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ x · 1+ y · i | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ O É ËÏÎ�ÏÍ1 ÒÅÛÅÎÉÅ:ÏÂÏÚÎÁÞÁÑÁ·0ÞÅÒÅÚb,ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØb+a=a·0+a=a·0+a·1=a(0+1)=a·1=a;�ÒÉÂÁ×ÌÑÑËÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(−Á),�ÏÌÕÞÁÅÍb=0;ÎÁËÏÎÅ�,(−1)·a+a=(−1)·a+1·a=((−1)+1)·a=0·a=0, ÏÔËÕÄÁ(−1)·a=−a2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁËÓÉÏÍÁ (4) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ F 6= {0} : �ÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ∀ a∈F a = a ·1 = a ·0 = 03ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ�, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ 14ÔÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ Õ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ (ÉÌÉ �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÌÀÂÏÊÄÒÕÇÏÊ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÏÉÞÎÙÈ) ÄÒÏÂÅÊ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÄÅËÉÎÄÏ×ÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Q, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 39× ÔÏÞËÅ z, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ z, ÞÔÏ É ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. �ÏÞËÅ O = (0; 0)�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0.
X

Y

O

S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1}

z = x · 1 + y · i

z−1

i

1

α

−α

x = Re(z)

y = Im(z)

|z| =
√

x2 + y2

Arg(z) = α + 2πk , k ∈ Z

∣

∣z−1
∣

∣ =
1

|z|
, Arg

(

z−1
)

= −α + 2πk , k ∈ Z6⋄1. áÔÒÉÂÕÔÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x · 1 + y · i.ëÁÖÄÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ z = x·1+y ·i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ |z| = √x2 + y2 , ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÏÄÕÌÅÍÞÉÓÌÁ z, É ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg (z) def= {� + 2�k | k ∈ Z} ⊂ R , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÕÇÌÏ×1, �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ OX Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁz (×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏ× É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ�ÏÄÇÒÕ��Ù 2�Z ⊂ R ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 5.1.6)).
a

b

a

b

a +
b =

b +
a

a c

b

(a + b) + c = a + (b + c)

b +
c

a +
b

6⋄2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×.óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×:ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ z1+z2 ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË z1 É z2. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x1 · 1 + y1 · i) + (x2 · 1 + y2 · i) = (x1 + x2) · 1 + (y1 + y2) · i :óÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄2), ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊ-ÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ z = 0, É Õ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÓÒ. Ó �ÒÉÍÅÒÏÍ (n◦ 5.1.6)), Á ÉÍÅÎÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÌÕÞÁ OZ Ó ÏÓØÀ OX �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎ ÄÌÉÎÅ �ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ï ÏÔ ÔÏÞËÉ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞ£Í OX ÄÏ ÔÏÞËÉ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞ£Í OZ,�ÒÉÞ£Í ÄÌÉÎÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �+�, ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �−�, ÅÓ-ÌÉ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÕÇÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ | ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ×; �ÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ �ÅÌÏÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 2�; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØArg (∡XOZ) = {� + 2�k | k ∈ Z}, ÇÄÅ � | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÇÌÁ, É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÌÕÞÁ OZ (×ÓÔÁÒÉÎÕ ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÌÕÞÁ OZ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÀ �ÒÑÍÏÀ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × �ÒÉÍÅÒÅ(n◦ 5.1.6))



40 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z1z2, ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
|z1z2| def= |z1| · |z2| ; Arg (z1z2) def= Arg (z1) + Arg (z2) (6-2)(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ). üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÄÌÑ ÎÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÓÉ OX), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 0 · z = 0 ∀ z ∈ C . ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ zÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z−1 Ó

|z−1| = 1=|z| ; Arg (z−1) = −Arg (z) (6-3)(ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ.ìÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. n◦ 4.4.1)ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C�a : C
z 7→az

- C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ1 �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a|. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É �Ï×ÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ. üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ�Ï×ÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ �a É �b ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ab (ÇÄÅ �ÏÄ ab �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2)) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌArg (a) + Arg (b).6.3.1.ðòåäìïöåîéå. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ×ÓÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ (3). îÁ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b + 
) = ab + a
 �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �a(b + 
) = �a(b) + �a(
) É ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀ-ÂÁÑ �Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �a �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË,�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ É ×ÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. �6.3.2.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØOX × �ÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÞÉÓÅÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ z�Ï ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z)É y = Im (z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × �ÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉÏ�ÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÆÏÒÍÕÌÕ z = x·1+y ·i ÏÂÙÞÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÄÏ z = x+ iy.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ i2 = −1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 = x1 + iy1 É z2 = x2 + iy2, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁÍÉÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-2), �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) : (6-4)ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x+ iy ÞÉÓÌÏ z−1 ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:z−1 = 1x+ iy = x− iy(x+ iy)(x− iy) = x− iyx2 + y2 = x
|z|2 −

iy
|z|2 ; (6-5)1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ � Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ × % ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ)



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 41ÏÔËÕÄÁ Re (z−1) = Re (z)=|z|2 É Im (z−1) = −Im (z)=|z|2. þÉÓÌÏ z def= x−iy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x+ iy. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ z−1 = z=|z|2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ
C

z 7→z
- C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. óÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ C, Ô. Å.

∀ z∈C z = z É ∀ z1; z2 ∈ C z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2 .6.3.3.ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁz1 = 
os'1 + i sin'1 ; z2 = 
os'2 + i sin'2 ;ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 = {z : |z| = 1}. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ z1z2 , ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(6-2) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-4) , ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
os('1 + '2) + i sin('1 + '2) = z1z2 = (
os'1 
os'2 − sin'1 sin'2)+ i(
os'1 sin'2 + sin'1 
os'2) ;ÏÔËÕÄÁ 
os('1 + '2) = 
os'1 
os'2 − sin'1 sin'2 É sin('1 + '2) = 
os'1 sin'2 + sin'1 
os'2 . �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ×Ó£ ËÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÛËÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÅÓ-ÆÏÒÍÅÎÎÙÊ ÛÌÅÊÆ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ É×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ �ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË�.÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = 
os' + i sin'. �ÏÇÄÁ zn = 
os(n') + i sin(n') ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ,ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × (
os'+ i sin')n �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÉÚ §1. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
os(n') + i sin(n') == 
osn'+ i(n1) 
osn−1' sin'−

(n2) 
osn−2' sin2'− i(n3) 
osn−3' sin3'+ · · · == ((n0) 
osn'−

(n2) 
osn−2' sin2'+(n4) 
osn−4' sin4'− · · ·

)++ i · ((n1) 
osn−1' sin'−

(n3) 
osn−3' sin3'+(n5) 
osn−5' sin5'− · · ·

)ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×:
os(n') = (n0) 
osn'−

(n2) 
osn−2' sin2'+(n4) 
osn−4' sin4'− · · ·sin(n') = (n1) 
osn−1' sin'−

(n3) 
osn−3' sin3'+(n5) 
osn−5' sin5'− · · ·õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÆÕÎË�ÉÑ sin(n')= sin' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin2'.îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÎÏ ÄÌÑ n = 3 Én = 5. îÁËÏÎÅ�, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïsin(n')sin' = (−4)n−12 n−12
∏�=1 (sin2'− sin2 2��n )6.3.4.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = a. òÅÛÉÍ × �ÏÌÅ C ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑÍÏÄÕÌÉ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ |zn| = |z|n = 1, ÏÔËÕÄÁ |z| = 1 . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ ' ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ z Ó ÏÓØÀ OX É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍn' ∈ Arg (1) = {2�k | k ∈ Z} ;ÏÔËÕÄÁ ' ∈ {2�k=n | k ∈ Z} . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ z0; z1; : : : ; zn−1,ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË,ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ z0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄3, ÇÄÅ n = 5; 6):zk = 
os(2�k=n) + i sin(2�k=n) ; ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n− 1) :
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X

Y

O z0 = z5

1
= 1

z1 = cos
(

2π

5

)

+ i sin
(

2π

5

)

z2 = z2

1
= z−1

3

z3 = z3

1
= z−1

2

z4 = z4

1
= z−1

1

X

Y

O z0 = z6

1
= 1

z1 = cos
(

π

3

)

+ i sin
(

π

3

)

z2 = z2

1
= z−1

4

z2 = z3

1
= −1

z4 = z4

1
= z−1

2
z5 = z5

1
= z−1

16⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ z5 = 1 É z6 = 1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.üÔÁ ÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ���n É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1. íÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÀ× �ÒÉÍÅÒÁÈ (n◦ 2.1.2), (n◦ 2.2.2) É (n◦ 5.1.7). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ËÏÒÅÎØ z1 = 
os(2�=n) + i sin(2�=n). �ÏÇÄÁ zk = zk1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) . ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù���n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. îÁ ÒÉÓ. 6⋄3 ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1ËÏÒÎÑ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ 6-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ z1 É z5 = z−11 .íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ (ÉÌÉ n-ÔÙÍ �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ). îÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙf5(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4) = z4 + z3 + z2 + z + 1f6(z) = (z − z1)(z − z4) = z2 − z + 1 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fn(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÍ1 ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ '(n) (ÇÄÅ '(n) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ �ÏÌÅÚÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ Ï �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ (×ËÌÀÞÁÑÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ×� × ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÌÉÓÔËÅ 6 12 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ sin(2�=5) É 
os(2�=5) × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ z4+ z3+ z2+ z+1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ z2 É ÚÁÍÅÎÏÊ t = z + z−1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = a. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
|z| = n√|a| ; n' ∈ Arg (a) = {�+ 2�k | k ∈ Z} ;ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ a Ó ÏÓØÀ OX. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ' ∈

{ �n + 2�kn ∣

∣ k ∈ Z
} , Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑzn = a ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ n√|a| Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �=n Ë ÏÓÉ OX.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = aÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÞÅÔÙÒ£È ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.6.4.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï K Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÍÉ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÇÏ, ÉÚ Ó�ÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÅÝ£ ÁËÓÉÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á Ó ÎÅÀ É ÁËÓÉÏÍÕ0 6= 1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. íÏÄÅÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÌÑÍÉ | ÜÔÏËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Þ£ÔÎÙÅ1Ô. Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÍÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 43�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÚ Õ�Ò. 6.1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ëÁË Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅ� ÏÔ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔa ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔa−1, ÞÔÏ a−1a = 1. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. �ÁË, × ËÏÌØ�Å ZÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. ÷ ËÏÌØ�Å Q[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÎÕÌØ). ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË b|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �b ÄÅÌÉÔ a�)ÉÌÉ ËÁË a ... b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b�).6.4.1.ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Z[i℄ def= {z = x+ iy | x; y;∈ Z} :þÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ Z[i℄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁ: ±1 É ±i.ëÏÌØ�Ï Z[i℄ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÑÓÎÑÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÕÌØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×).ó×ÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x2 + y2 ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z[i℄ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: x2+y2 = (x+iy)(x−iy), É ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙË×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁËÜÌÅÍÅÎÔÁ Z[i℄) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × Z[i℄. ïÔÓÀÄÁÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m = m1m2, ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:m1 = a21 + b21 = (a1 + ib1)(a1 − ib1) = z1z1 ; m2 = a22 + b22 = (a2 + ib2)(a2 − ib2) = z2z2 ;ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:m = z1z2 · z1z2 = |z1z2|2 = (a1b1 − a2b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 :åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÏÌØ�Á Z[i℄ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ(ÞÔÏ ×ÓËÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍÉ ÓÄÅÌÁÎÏ), ÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ó×ÅÄ£Ô ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍÉ × Z[i℄, Á ËÁËÉÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÌÏ ×ÉÄ n = p1 ·p2 · · · · ·ps ·k2 , ÇÄÅ k ∈ Z | ÌÀÂÏÅ,Á p1; p2; : : : ; ps | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4.

1×�ÒÏÞÅÍ, ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÖËÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ,í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., �íÉÒ�, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ), ÇÄÅÎÁÊÄ£Ô ËÁË ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÔÁË É ÒÁÚÎÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ


