
ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 1. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç1⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (0; 1; 0; 0) , u3 = (3;−6; 1; 0) ,u4 = (1; 0; 0; 0) , u5 = (−18; 19;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0;−1;−3;−4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç1⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








1=4 −1=4√3 −1=2√31=2√3 1=2 01=4√3 −3=4 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç1⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x3x1 + 4x4x1 + x22 − 4x3x2 − 2x4x2 + 7x32 − 2x4x3 + 3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç1⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 −2 1 −10 −1 1 −2 −1
−2 1 −6 5 −31 −2 5 −5 0
−1 −1 −3 0 −4



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x3 − x4 + x5 = 0x3 + x4 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (5;−5;−1; 1; 1) É (−8; 11; 4;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç1⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 2. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç2⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (3; 1; 0; 0) , u3 = (9; 2; 1; 0) , u4 =(13; 6; 2; 0) , u5 = (−16;−6;−2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1; 0;−2;−3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç2⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ









1=4 1=4√3 1=2√31=2√3 −1=2 01=4√3 3=4 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç2⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 + 4x3x1 + 4x4x1 + 3x22 − 4x3x2 − 8x4x2 − x32 + 8x4x3 + 3x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç2⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 0 −2 2
−1 −2 1 −3 10 1 0 2 −1
−2 −3 2 −3 22 1 −1 2 1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{ x1 − x2 − x3 = 0x3 − x4 + 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (5; 2; 3;−1; 1) É (1;−17;−12; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç2⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 3. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç3⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−3; 1; 0; 0) , u3 = (14;−7; 1; 0) ,u4 = (−12;−3; 2; 0) , u5 = (19;−10; 2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 1;−1;−2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç3⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








1=2 −1=2 −1=2√21=2√2 1=2√2 01=2 −1=2 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç3⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x2x1+2x22+2x3x2+2x32−x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç3⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 2 0 0
−2 −3 6 0 22 6 1 −2 20 0 −2 5 50 2 2 5 10



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 + 6x3 + 12x4 + 3x5 = 0x3 + 2x4 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (33;−10; 6; 4;−1) É (−24; 10; 0; 5;−5), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç3⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 4. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç4⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−7; 1; 0; 0) , u3 = (−7; 2; 1; 0) ,u4 = (−7;−2; 4; 0) , u5 = (12;−4; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 2; 0;−1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç4⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








1=2 1=2 1=2√21=2√2 −1=2√2 01=2 1=2 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç4⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 +4x2x1 − 2x3x1 − 2x4x1 +5x22 − 6x4x2 +4x32. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç4⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 −1 −2 −12 −5 0 5 4
−1 0 −6 1 5
−2 5 1 −7 −4
−1 4 5 −4 −12



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 5x3 − 5x4 − 18x5 = 0x3 + x4 + 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−16;−5; 4; 2; 1) É (58; 11;−16;−8;−4), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç4⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 5. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç5⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (0; 1; 0; 0) , u3 = (−12;−1; 1; 0) ,u4 = (−12; 8;−1; 0) , u5 = (13;−3; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1;−2; 1; 0), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç5⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








3=4 −1=4√3 −1=21=2 1=2√3 01=4√3 −1=4 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç5⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 − 4x3x1 + 8x3x2 − 2x4x2 − x32 + 8x4x3 − 6x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç5⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 −2 2 −2
−2 −5 −6 5 −4
−2 −6 −9 7 −22 5 7 −5 3
−2 −4 −2 3 −6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 + 2x3 + 2x4 − x5 = 0x3 + x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (5;−4; 1;−1; 1) É (10; 7;−4; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç5⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 6. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç6⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−4; 1; 0; 0) , u3 = (7; 0; 1; 0) ,u4 = (−8; 5;−1; 0) , u5 = (−13; 9;−3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1;−1; 2; 1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç6⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








3=4 1=4√3 1=2
−1=2 1=2√3 0

−1=4√3 −1=4 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç6⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 + 2x3x1 + 5x22 − 6x3x2 + 3x32 − 4x4x3 + 3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç6⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 −2 1 −1
−1 −2 −2 3 −1
−2 −2 −3 0 01 3 0 0 −2
−1 −1 0 −2 5



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 − 2x3 − 5x4 + 7x5 = 0x3 + 2x4 − 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (12;−3;−4;−1; 1) É (−27; 3; 16; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç6⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 7. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç7⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−3; 1; 0; 0) , u3 = (4; 5; 1; 0) ,u4 = (8; 16; 4; 0) , u5 = (5; 7; 1; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(0; 0;−4; 2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç7⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ









3=4 1=4√3 1=21=2 −1=2√3 01=4√3 1=4 −1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç7⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 + 4x3x1 − 2x4x1 + 2x22 + 2x4x2 + 7x32 − 4x4x3. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç7⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 −1 −2 −1
−2 −3 −2 −2 0
−1 −2 0 −3 0
−2 −2 −3 2 −1
−1 0 0 −1 9



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 − x3 + x4 + 5x5 = 0x3 + x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−2; 0; 2; 1;−1) É (−34; 30;−5;−10;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç7⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 8. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç8⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−5; 1; 0; 0) , u3 = (−6; 5; 1; 0) ,u4 = (−8; 5; 2; 0) , u5 = (8;−1;−3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1; 1;−3; 3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç8⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ








3=4 −1=4√3 −1=21=2 1=2√3 01=4√3 −1=4 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç8⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 − 4x3x1 − 2x4x1+3x22+10x3x2+4x4x2+2x32 − 4x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç8⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 1 0 1
−1 −2 3 −1 −11 3 −6 0 40 −1 0 −6 01 −1 4 0 −5



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0x3 − 2x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (6;−1; 1; 0; 1) É (−3;−5;−4; 0;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç8⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 9. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç9⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (1; 1; 0; 0) , u3 = (3; 4; 1; 0) ,u4 = (1; 7; 2; 0) , u5 = (−3; 4; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(−1; 2;−2; 4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç9⋄2.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ









1=2 1=2 1=2√21=2√2 −1=2√2 01=2 1=2 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç9⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 2x2x1 − 4x3x1 + 2x22 − 6x3x2 − 4x4x2 + 6x32 + 4x4x3 + 3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç9⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 −2 −1 −21 −2 2 3 2
−2 2 −5 −3 −2
−1 3 −3 −5 1
−2 2 −2 1 −6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 − 2x3 + 3x4 − 10x5 = 0x3 − x4 + 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−7;−3; 3;−1; 1) É (31; 3;−12; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç9⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 10. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç10⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (3; 1; 0; 0) , u3 = (7; 5; 1; 0) ,u4 = (−14; 1; 1; 0) , u5 = (21;−12;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0;−2;−1; 5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç10⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=2 −1=2 −1=2√21=2√2 1=2√2 01=2 −1=2 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç10⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 2x2x1 + 2x22 + 2x3x2 − x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç10⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 2 2 12 −5 −6 −6 02 −6 −7 −10 22 −6 −10 −3 11 0 2 1 −3


















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 2x3 − 6x4 − 2x5 = 0x3 + 2x4 + 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (0;−5; 2; 1; 1) É (−6; 11;−8;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç10⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 11. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç11⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (1; 1; 0; 0) , u3 = (13;−2; 1; 0) ,u4 = (3;−6;−2; 0) , u5 = (0; 7; 3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1;−1; 0;−5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç11⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 1=4√3 1=2√31=2√3 −1=2 01=4√3 3=4 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç11⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 4x2x1 + 4x3x1 − 4x4x1 + 3x22 + 4x3x2 − 12x4x2 − x32 − 20x4x3 − 5x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç11⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 1 −1 −2
−1 0 1 0 −41 1 0 1 0
−1 0 1 1 −4
−2 −4 0 −4 5



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 + x3 − 3x5 = 0x3 + 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (3;−5;−2; 3;−1) É (6;−10;−10; 0;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç11⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 12. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç12⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (2; 1; 0; 0) , u3 = (10;−3; 1; 0) ,u4 = (−2; 0;−1; 0) , u5 = (10;−5;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 0; 1;−4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç12⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 −1=4√3 1=2√31=2√3 1=2 0
−1=4√3 3=4 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç12⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1−2x3x1+5x22+2x4x2+6x32−6x4x3+x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç12⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 0 −2 2
−1 −2 0 −1 40 0 −1 2 −1
−2 −1 2 −10 32 4 −1 3 −9



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 − 3x4 + 2x5 = 0x3 + 2x4 − 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (7; 0;−3;−1; 1) É (−7;−9; 12; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç12⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 13. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç13⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (4; 1; 0; 0) , u3 = (13; 0; 1; 0) ,u4 = (17;−4; 3; 0) , u5 = (−10; 8;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 1; 2;−3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç13⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 −1=2√3 −1=4√31=4√3 1=2 −3=41=2√3 0 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç13⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−2x3x1+2x4x1+x22+4x3x2+2x4x2+4x32. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç13⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 1 −1 00 −1 −2 2 11 −2 −6 4 4
−1 2 4 −5 10 1 4 1 −3



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x3 − 2x4 + 3x5 = 0x3 − x4 + 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (7;−8; 3;−1; 1) É (−16; 23;−12; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç13⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 14. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç14⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−3; 1; 0; 0) , u3 = (3; 0; 1; 0) ,u4 = (−8; 4;−3; 0) , u5 = (12;−2; 4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1; 2;−4;−2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç14⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=4 1=2√3 1=4√31=4√3 −1=2 3=41=2√3 0 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç14⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 − 4x3x1 − 2x4x1 + 2x4x2 − x32 + 8x4x3 − 4x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç14⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 2 0 0
−1 −2 1 1 12 1 −4 0 −10 1 0 1 20 1 −1 2 5



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 + 3x3 + 2x4 + 2x5 = 0x3 + x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (7;−2; 1;−1; 1) É (−7;−1;−4; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç14⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 15. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç15⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−3; 1; 0; 0) , u3 = (4;−1; 1; 0) ,u4 = (5;−4; 4; 0) , u5 = (10;−6; 2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1;−2;−3;−1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç15⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=2 −1=2√2 −1=21=2 1=2√2 −1=21=2√2 0 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç15⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 4x2x1 + 2x3x1 + 2x4x1 + 5x22 + 4x3x2 + 2x32 + 5x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç15⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 −2 −1 −20 1 1 0 1
−2 1 −2 0 −4
−1 0 0 4 −2
−2 1 −4 −2 3



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x3 + 3x4 − 11x5 = 0x3 − 2x4 + 5x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (20; 12;−11; 5;−1) É (46; 30;−25; 10;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç15⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 16. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç16⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (4; 1; 0; 0) , u3 = (7;−4; 1; 0) ,u4 = (7; 6;−1; 0) , u5 = (26;−13; 4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0;−1;−2; 0), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç16⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=2 1=2√2 1=21=2 −1=2√2 1=21=2√2 0 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç16⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1+4x3x1−2x4x1+5x22−6x3x2+4x32−10x4x3+3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç16⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 0 −1 −11 −2 1 0 00 1 −2 0 2
−1 0 0 −4 0
−1 0 2 0 −3



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 + x3 − 3x4 − 5x5 = 0x3 − x4 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−2;−3; 0; 1; 1) É (11; 3; 0;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç16⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 17. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç17⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−8; 1; 0; 0) , u3 = (−8; 3; 1; 0) ,u4 = (19;−3; 2; 0) , u5 = (−4; 0;−1; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1; 0;−1; 1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç17⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









3=4 −1=2 −1=4√31=4√3 1=2√3 −1=41=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç17⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 + 4x3x1 + 4x4x1 − 6x3x2 + 2x32 + 12x4x3 − x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç17⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 −2 0 −12 −5 2 −1 2
−2 2 −9 −1 −40 −1 −1 −1 4
−1 2 −4 4 0



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 6x3 − 8x4 + 26x5 = 0x3 + x4 − 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (28; 9;−4;−2; 1) É (−118;−45; 16; 8;−4), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç17⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 18. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç18⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−5; 1; 0; 0) , u3 = (2; 0; 1; 0) ,u4 = (7;−4; 1; 0) , u5 = (4;−4; 2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(−1; 1; 0; 2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç18⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








3=4 1=2 1=4√3
−1=4√3 1=2√3 −1=4
−1=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç18⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+4x4x1+x22+2x3x2+4x4x2+2x32+4x4x3+7x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç18⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 −2 1 22 −5 4 −1 −4
−2 4 −3 1 41 −1 1 0 02 −4 4 0 1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0x3 + x4 − 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (1;−3;−2;−2; 1) É (−10; 3; 8; 8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç18⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 19. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç19⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−1; 1; 0; 0) , u3 = (16; 0; 1; 0) ,u4 = (7;−10;−2; 0) , u5 = (−9; 13; 3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 2; 1; 3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç19⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








3=4 1=2 1=4√31=4√3 −1=2√3 1=41=2 0 −1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç19⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1+2x3x1+2x4x1+5x22−4x3x2+3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç19⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 1 0 02 −3 0 2 −21 0 4 4 −50 2 4 5 −60 −2 −5 −6 10


















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 − 8x5 = 0x3 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−4;−2;−1; 1;−1) É (31; 20;−5;−10;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç19⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 20. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç20⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (5; 1; 0; 0) , u3 = (−6;−2; 1; 0) ,u4 = (17; 4; 3; 0) , u5 = (−5;−2;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1;−2; 2; 4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç20⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









3=4 −1=2 −1=4√31=4√3 1=2√3 −1=41=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç20⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x3x1 +4x4x1 − x22 − 2x3x2 +2x4x2 +2x32 − 8x4x3 + x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç20⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 1 0 10 −1 −2 1 −11 −2 −6 2 −10 1 2 −2 11 −1 −1 1 −5


















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x3 + 2x5 = 0x3 + 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (6;−6; 2; 0; 1) É (−12; 15;−8; 0;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç20⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 21. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç21⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−2; 1; 0; 0) , u3 = (−3;−6; 1; 0) ,u4 = (2; 8;−2; 0) , u5 = (3; 2;−1; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(−1;−1;−4; 5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç21⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=2 1=2√2 1=21=2 −1=2√2 1=21=2√2 0 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç21⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 2x2x1 + 2x3x1 + 2x22 − 2x3x2 + 2x4x2 + 6x32 + 4x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç21⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 −1 −2 −22 −5 0 4 4
−1 0 −6 −3 −4
−2 4 −3 −4 −8
−2 4 −4 −8 −3



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 + 13x5 = 0x3 − x4 − 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (15; 7;−4; 2; 1) É (−66;−37; 16;−8;−4), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç21⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 22. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç22⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−6; 1; 0; 0) , u3 = (10; 1; 1; 0) ,u4 = (−10;−8;−3; 0) , u5 = (4;−13;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 0;−3;−5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç22⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=2 −1=2√2 −1=21=2 1=2√2 −1=21=2√2 0 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç22⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x3x1−4x4x1+x22+2x3x2+2x4x2+x32−6x4x3. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç22⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 −2 2 −1
−1 −2 −3 4 1
−2 −3 −4 6 12 4 6 −7 −4
−1 1 1 −4 1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 − x3 − 3x5 = 0x3 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (2; 6;−1; 2; 1) É (13;−33; 4;−8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç22⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 23. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç23⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (3; 1; 0; 0) , u3 = (−4;−5; 1; 0) ,u4 = (−6; 3;−1; 0) , u5 = (−2;−18; 4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1; 1;−2;−4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç23⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 1=2√3 1=4√31=4√3 −1=2 3=41=2√3 0 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç23⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x2x1+2x3x2−4x4x2−2x32+6x4x3−6x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç23⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 2 −1 01 0 −4 0 12 −4 1 4 −4
−1 0 4 1 −20 1 −4 −2 7



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 + 4x3 + 6x5 = 0x3 + 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−6;−1;−2; 2;−1) É (−39;−20;−10;−5;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç23⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 24. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç24⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−6; 1; 0; 0) , u3 = (−16; 3; 1; 0) ,u4 = (15;−8; 4; 0) , u5 = (11;−7; 3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 2;−1;−3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç24⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=4 1=2√3 −1=4√3
−1=4√3 1=2 3=41=2√3 0 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç24⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1+2x4x1+5x22−2x3x2−4x4x2+2x32. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç24⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 −1 2 −21 −2 1 −2 3
−1 1 −2 3 −32 −2 3 −6 4
−2 3 −3 4 −6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0x3 + x4 − 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (1; 0;−2;−1; 1) É (−1;−9; 8; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç24⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 25. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç25⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (0; 1; 0; 0) , u3 = (0; 1; 1; 0) ,u4 = (11;−16;−3; 0) , u5 = (−3; 3; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0;−2; 0;−2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç25⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 −1=2√3 −1=4√31=4√3 1=2 −3=41=2√3 0 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç25⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1+4x4x1+5x22−2x3x2−10x4x2−2x4x3. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç25⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 −2 1 22 −5 3 −3 −4
−2 3 −6 1 61 −3 1 −1 −12 −4 6 −1 −6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 4x3 − x4 − 6x5 = 0x3 + 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−4;−2; 2;−1; 1) É (10;−1;−8; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç25⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 26. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç26⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−3; 1; 0; 0) , u3 = (1; 1; 1; 0) ,u4 = (9;−5;−1; 0) , u5 = (6; 4; 2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1;−1; 1;−1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç26⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 1=2√3 1=4√31=4√3 −1=2 3=41=2√3 0 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç26⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 4x2x1 + 4x3x1 − 4x4x1 + 3x22 + 8x3x2 − 6x4x2 + 3x32 − 8x4x3 + 2x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç26⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 −2 −2 11 −2 3 2 −2
−2 3 −4 −3 3
−2 2 −3 −2 31 −2 3 3 0



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 − x3 − x4 = 0x3 − x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (3;−1; 1;−1; 1) É (−9;−5;−4; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç26⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 27. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç27⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−7; 1; 0; 0) , u3 = (6;−4; 1; 0) ,u4 = (−4;−9; 4; 0) , u5 = (10; 7;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 0; 2; 0), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç27⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=2 −1=2√2 −1=21=2 1=2√2 −1=21=2√2 0 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç27⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x2x1−4x3x1+2x22−2x3x2+4x4x2+6x32+8x4x3+7x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç27⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 1 2 −22 −3 −1 −4 51 −1 1 −1 42 −4 −1 −2 5
−2 5 4 5 −1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − 4x5 = 0x3 − x4 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (13; 3;−2; 3;−1) É (11; 0; 5; 0;−5), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç27⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 28. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç28⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (4; 1; 0; 0) , u3 = (−7;−7; 1; 0) ,u4 = (18; 16;−4; 0) , u5 = (3; 3; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 1;−4; 1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç28⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=2 1=2√2 1=21=2 −1=2√2 1=21=2√2 0 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç28⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−2x3x1+4x4x1+x22−2x4x2−6x4x3+3x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç28⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 1 −1 −12 −5 −4 3 01 −4 −6 1 −4
−1 3 1 −7 0
−1 0 −4 0 −6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 3x3 + 7x4 + 4x5 = 0x3 − 2x4 − 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (6; 4;−3; 1; 1) É (−30;−25; 12;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç28⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 29. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç29⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−2; 1; 0; 0) , u3 = (−3; 5; 1; 0) ,u4 = (10;−2; 1; 0) , u5 = (0; 7; 2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1; 2;−3; 2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç29⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








3=4 −1=2 −1=4√31=4√3 1=2√3 −1=41=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç29⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1−4x3x1−2x4x1+3x22+6x3x2+2x32−2x4x3−5x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç29⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 1 0 02 −5 −4 −2 −21 −4 −6 −6 −40 −2 −6 −7 −50 −2 −4 −5 −2


















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 − 3x5 = 0x3 − 2x4 − 2x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−1;−1;−2; 1; 1) É (−2;−5; 8;−4;−4), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç29⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 30. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç30⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−1; 1; 0; 0) , u3 = (−13; 6; 1; 0) ,u4 = (−7; 9; 2; 0) , u5 = (−1;−3;−1; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1;−2;−2; 3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç30⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








3=4 1=2 1=4√3
−1=4√3 1=2√3 −1=4
−1=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç30⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 + 4x2x1 + 2x3x1 − 4x4x1 + 5x22 + 4x3x2 − 10x4x2 + 2x32 − 6x4x3 + 5x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç30⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −1 1 0 −2
−1 −2 −1 0 −21 −1 −4 −1 20 0 −1 2 −1
−2 −2 2 −1 −2



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − x2 + 3x3 + 3x4 = 0x3 + x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (5;−3; 1; 1; 1) É (1; 3;−4;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç30⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 31. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç31⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (2; 1; 0; 0) , u3 = (5; 1; 1; 0) ,u4 = (−1; 7;−3; 0) , u5 = (−9; 0;−3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0;−1;−1; 4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç31⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








3=4 1=2 1=4√31=4√3 −1=2√3 1=41=2 0 −1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç31⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 − 2x3x1 + 5x22 + 4x3x2 + 2x4x2 + 2x4x3 − x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç31⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 1 1 0
−2 −3 1 2 −11 1 1 −3 11 2 −3 4 −20 −1 1 −2 6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 − x3 − x4 − 5x5 = 0x3 + 2x4 + 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (2; 1; 2; 1;−1) É (16;−25;−20;−10;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç31⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 32. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç32⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (0; 1; 0; 0) , u3 = (0;−2; 1; 0) ,u4 = (3;−2; 0; 0) , u5 = (−1;−3; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (1; 0; 0; 5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç32⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









3=4 −1=2 −1=4√31=4√3 1=2√3 −1=41=2 0 1=2√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç32⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x3x1+4x4x1−x22−2x4x2−2x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç32⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 2 −2 12 −5 −5 6 −12 −5 −6 6 −2
−2 6 6 −9 −11 −1 −2 −1 −3



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 + 2x4 = 0x3 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (2;−1;−1;−1; 1) É (−14;−5; 4; 4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç32⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 33. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç33⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (2; 1; 0; 0) , u3 = (−4; 6; 1; 0) ,u4 = (−20;−4;−4; 0) , u5 = (5; 7; 3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 1; 1;−5), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç33⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ









1=2 1=2√2 1=21=2 −1=2√2 1=21=2√2 0 −1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç33⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+2x2x1+2x22−2x3x2−4x4x2+2x32+7x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç33⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 0 1 −11 −2 2 0 −10 2 −5 −2 31 0 −2 −1 3
−1 −1 3 3 −5



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 + 2x3 + 2x4 − 6x5 = 0x3 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−3;−5;−1; 0; 1) É (15; 11; 4; 0;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç33⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 34. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç34⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (1; 1; 0; 0) , u3 = (−5;−4; 1; 0) ,u4 = (4; 3;−1; 0) , u5 = (14; 4; 0; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(0; 2; 2;−4), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç34⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=2 −1=2√2 −1=21=2 1=2√2 −1=21=2√2 0 1=2√2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç34⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 − 4x3x1 + 4x4x1 + 2x22 + 8x3x2 − 6x4x2 + 7x32 − 14x4x3 + 3x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç34⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 −2 1 2
−2 −5 −4 1 3
−2 −4 −3 4 61 1 4 3 02 3 6 0 1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 − 2x3 + 7x4 + 14x5 = 0x3 − 2x4 − 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (20;−3;−4; 1; 1) É (−50; 3; 16;−4;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç34⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 35. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç35⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−2; 1; 0; 0) , u3 = (−1;−1; 1; 0) ,u4 = (3;−3; 1; 0) , u5 = (13; 3; 3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1;−2;−4;−3), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç35⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 1=2√3 1=4√31=4√3 −1=2 3=41=2√3 0 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç35⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+4x2x1+4x3x1 − 4x4x1+3x22+6x3x2 − 12x4x2+2x32 − 14x4x3 − 2x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç35⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 2 2 2 −22 −3 −6 −3 42 −6 1 −6 52 −3 −6 −2 6
−2 4 5 6 2



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + 2x2 + 6x3 − 9x5 = 0x3 − x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (9;−3; 1; 5;−1) É (36; 0; 5; 10;−5), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç35⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 > 0 ; �2 < 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 36. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç36⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−2; 1; 0; 0) , u3 = (2; 8; 1; 0) ,u4 = (19;−13;−4; 0) , u5 = (18;−15;−4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁR
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1;−1;−3;−2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç36⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








1=4 1=2√3 −1=4√3
−1=4√3 1=2 3=41=2√3 0 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç36⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12−4x2x1−2x3x1+2x4x1+5x22−8x4x2+6x32+10x4x3+8x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç36⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 −2 0 00 −1 0 2 −2
−2 0 −5 2 00 2 2 −9 60 −2 0 6 −7



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x3 − 4x4 − 9x5 = 0x3 + 2x4 + 4x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−5; 1; 4; 2; 1) É (32;−13;−16;−8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç36⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 37. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç37⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (0; 1; 0; 0) , u3 = (−6; 6; 1; 0) ,u4 = (10;−6;−4; 0) , u5 = (15;−7;−3; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (0; 0;−2;−1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç37⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








0 1=2√3 1=21=2 1=4√3 −3=4
−1=2√3 1=4 −1=4√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç37⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 + 4x3x1 + 2x4x1 + 5x22 − 4x3x2 − 2x4x2 + 7x32 + 4x4x3 − 3x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç37⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 0 1 0 −20 −1 1 0 11 1 −3 2 20 0 2 −3 0
−2 1 2 0 −1



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x3 + 2x4 − 6x5 = 0x3 + 2x4 − 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−2;−3;−3;−2; 1) É (20; 3; 12; 8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç37⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 38. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç38⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−5; 1; 0; 0) , u3 = (−16; 2; 1; 0) ,u4 = (3; 1;−1; 0) , u5 = (0; 4;−2; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(1; 1;−1; 0), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç38⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








0 1=2√3 −1=2
−1=2 1=4√3 3=41=2√3 1=4 1=4√3 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç38⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 4x2x1 + 4x3x1 + 4x4x1 + 3x22 − 10x3x2 − 12x4x2 + 2x32 + 4x4x3 − x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç38⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 −2 −2 −1 0
−2 −5 −4 −2 2
−2 −4 −3 −1 1
−1 −2 −1 1 −10 2 1 −1 2



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 − 2x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0x3 − x4 − 3x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (5; 1;−3; 2; 1) É (10;−13; 12;−8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç38⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 39. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç39⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (−1; 1; 0; 0) , u3 = (3;−5; 1; 0) ,u4 = (7; 4;−1; 0) , u5 = (−19;−16; 4; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕv = (−1; 2; 0; 1), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç39⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








0 1=2√2 1=2√21=2√2 1=2 −1=2
−1=2√2 1=2 −1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç39⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12 − 2x2x1 + 4x3x1 + 2x4x1 + 2x22 − 8x3x2 − 4x4x2 + 9x32 + 12x4x3 + 5x42. ëÁËÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç39⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 0 −2 21 0 0 1 −40 0 1 2 −2
−2 1 2 2 12 −4 −2 1 6



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 − x4 + 2x5 = 0x3 − 2x4 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−5; 0;−6; 2;−1) É (−19;−15; 0;−5;−5), Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç39⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 > 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? CopyLeft: �÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ� & A
LG



ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÁÒÉÁÎÔ 40. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ðÉÓØÍÅÎÎÏÅ úÁÄÁÎÉÅ �5ïç40⋄1. îÁÊÄÉÔÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = (1; 0; 0; 0) , u2 = (3; 1; 0; 0) , u3 = (−3; 1; 1; 0) ,u4 = (−23; 5; 4; 0) , u5 = (1; 3; 1; 0) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
4 ×ÅËÔÏÒ u, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ×ÅËÔÏÒÕ v =(0;−2; 1; 2), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÇÏÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ u É v.ïç40⋄2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ








0 1=2√2 −1=2√2
−1=2√2 1=2 1=21=2√2 1=2 1=2 





(ÇÄÅ p=q√d ÏÚÎÁÞÁÅÔ pq ·
√d, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÈ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï-×ÏÒÏÔÏÍ? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ? ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.ïç40⋄3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ R

4 Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x12+4x3x1+x22+2x3x2+4x4x2+4x32+6x4x3+2x42. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ?ïç40⋄4. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R
5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ





















−1 1 0 2 −11 −2 2 −3 30 2 −5 3 −52 −3 3 −7 7
−1 3 −5 7 −9



















Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 0x3 + x4 + x5 = 0Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (7; 1; 1; 2; 1) É (−25;−13;−4;−8;−4), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÙ �).ïç40⋄5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R

7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�1 < 0 ; �2 > 0 ; �3 = 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 > 0 ; �7 > 0 ?åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ?


