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ÀËÃÅÁÐÀ � ìîäóëü 3:
Ëèñòîê 10.

Åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
Äàëåå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òî åñòü åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, áûòü ìîæåò áåñêîíå÷íîìåðíîå.

10.1.[äî 11.02] Ïóñòü e1, . . . , ek îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â V .
Ïðåäïîëîæèì x ∈ V è ïîëîæèì αi = (x, ei).
Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:

∑

i

|αi|2 ≤ ‖x‖2 .

10.2.[äî 11.02] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e1, . . . , en îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V . Ïóñòü x, y ∈ V .
Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

(x, y) =
∑

i

(x, ei)(y, ei).

10.3. Ïóñòü e1, . . . , ek îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â V .
Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
- (a) ñèñòåìà e1, . . . , ek áàçèñ V ;
- (b) äëÿ ëþáîãî x ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖x‖2 =
∑

i

|(x, ei)|2 ;

- (c) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

10.4.[äî 11.02] Ïóñòü v íåíóëåâîé âåêòîð â V .
Äëÿ ëþáîãî x ∈ V ïîëîæèì

y = x− 2
(x, v)
(v, v)

v

Äîêàæèòå, ÷òî ‖x‖ = ‖y‖ è âåêòîð x + y îðòîãîíàëåí x− y.
Íàðèñóéòå êàðòèíêó, íà÷àâ ñ "îáùèõ" x è v íà ïëîñêîñòè.

10.5∗. Ïóñòü dimV = n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîïàðíûå óãëû ìåæäó âåêòîðàìè v1, . . . , vm �
òóïûå (òî åñòü áîëüøå 1

2π è ìåíüøå π). Âåðíî ëè ÷òî m íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì
(ïðè ôèêñèðîâàííîì n). Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå m?

Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è îðòîãîíàëèçàöèÿ.
10.6.[äî 11.02] Äàíà ñèñòåìà ýëåìåíòîâ v0 = 1, v1 = x, . . . , v4 = x4 â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
∫ +1

−1
f(x)g(x) dx

Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó e0, . . . , e4 ïðèìåíèâ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê v0, . . . , v4.
Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà v∗ îò ê e∗.
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10.7.[äî 11.02] Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ

v1 = (+1, +1, +1, +1), v3 = (+1, +1,−1,−1)
v2 = (+1, +1, +1,−1), v4 = (+1,−1,−1,−1)

â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå R4 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (a, b) =
∑

i aibi .
Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó e1, . . . , e4 ïðèìåíèâ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê v1, . . . , v4.
×åìó ðàâåí îáúåì ïàðàëëåëîòîïà, íàòÿíóòîãî íà v1, . . . , v4?

10.8. Ìàòðèöà Ãðàìà (ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé) âåêòîðîâ v1, . . . , v4 ðàâíà



2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2


 .

Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñèñòåìû v∗ ê ïîëó÷åííîé èç íåå ïðîöåññîì
îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìå e∗.

Îðòîãîíàëû
10.9.[äî 11.02] Ïóñòü U1, U2 ïîäïðîñòðàíñòâà â V . Äîêàæèòå, ÷òî

U⊥
1 ∩ U⊥

2 = (U1 + U2)⊥ .

10.10. Ïóñòü U1, U2 ïîäïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîì V . Äîêàæèòå, ÷òî

U⊥
1 + U⊥

2 = (U1 ∩ U2)⊥ .

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n õn ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (A | B) = trAᵀB (íàïîìíèì, ÷òî ñëåä ýòî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû).

10.11. Íàéäèòå îðòîãîíàë ê ïîäïðîñòðàíñòâó ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.
Íàéäèòå îðòîãîíàë ê ïîäïðîñòðàíñòâó âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

10.12∗. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííû,
òî ‖A‖ ðàâíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ñóììû êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A
(âçÿòûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).
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