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2¦1. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {x�} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R[x]

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ

Á)
1∫

−1

P (x)Q(x) dx Â)
1∫

−1

P (x)Q(x) dx√
1− x2 ×)

+∞∫

0

P (x)Q(x)e−xdx Ç)
+∞∫

−∞

P (x)Q(x)e−x2dx ?

Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÁÇÇÅÒÁ, üÒÍÉÔÁ, ìÅÖÁÎÄÒÁ É þÅÂÙÛÅ×Á1:
1) Ln(x) = ex d

n(e−xxn)
dxn 2) En(x) = ex2 dne−x2

dxn 3) Pn(x) = dn(1−x2)n
dxn 4) Tn(x) = cos(n arccosx)
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2¦2. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ k ÔÏÞÅË p1; p2; : : : ; pk ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �p1;p2;:::;pk

def= det(|pipj|2) ÏÐÒÅÄÅÌÉ-
ÔÅÌØ k×k-ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÞÅÒÅÚ �p1;p2;:::;pn |
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ (k + 1) × (k + 1), ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÌÅ×Á, Á ÔÁËÖÅ ÎÕÌÑ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ
ÕÇÌÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) �p0;p1;:::;pn = G−−→x0x1;−−→x0x2;:::;−−→x0xn , ÇÄÅ G | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ;

Â) p0; p1; : : : ; pn ∈ Rn ÌÅÖÁÔ × (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ⇐⇒ �p0;p1;:::;pn = 0 ;
×) Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÏËÒÕÇ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ [p0; p1; : : : ; pn] ÒÁ×ÅÎ −1

2
�p0;p1;:::;pn
�p0;p1;:::;pn

;
Ç) (n + 2) ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pn+1 ∈ Rn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ

ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ2, ËÏÇÄÁ �p0;p1;:::;pn+1 = 0 .
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2¦3. ó×ÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×Ù-
ÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ K ⊂ Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ
v ∈ Rn ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ |v|K def= inf{� > 0 | v ∈ � ·K} É ÐÏÌÏÖÉÍ %K(p; q) = |−→pq|K . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) %K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×3 ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ Rn;
Â) ÐÒÁ×ÉÌÏ K ←→ %K ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ×ÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÕÌØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÅÔÒÉËÁÍÉ;

×) ÍÅÔÒÉËÁ %K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v; w ∈ Rn ×ÅÒÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ4 |v+w|2K + |v−w|2K = 2 (|v|2K + |w|2K) .

Ç) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÉÇÕÒÙ K, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÎÁ Rn ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÅÔÒÉËÕ, ÎÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÉËÁËÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ.
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2¦4*. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ Rn ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

Rn × Rn %- R : %(x; y) =
√

(−→xy;−→xy) :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ5, É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ (p; q) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÁÓÁ-
ÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ � = (−→v ;−→w ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ %′(p;q)(−→v ;−→w ) = (−→pq ; −→w −−→v ) =%(p; q) = |−→w | cos(') −
|−→v | cos( ) , ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→w É −→pq, Á  | ÍÅÖÄÕ −→v É −→pq.

1Ô. Å. ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÓÐÉÓËÅ (1) { (4), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÏÄ ËÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ
2ÐÒÉ n = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ 4 ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
3ÍÅÔÒÉËÁ % ÎÁ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×, ÅÓÌÉ %(A;B) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ

ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB É %(�−−→AB) = |�|%(−−→AB) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ −−→AB ∈ Rn É ÌÀÂÏÇÏ � ∈ R
4Ô. Å. ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÌÉÎ ÞÅÔÙÒ£È ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ
5ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Rn f- Rm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ × ÔÏÞËÅ p ∈ Rn, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ � ∈ Rn

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(p + �) = f(p) + f ′p(�) + o(�) , ÇÄÅ f ′p : Rn - Rm ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ
×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÏÞËÉ p É ÆÕÎËÃÉÉ f (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f
× ÔÏÞËÅ p), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ o : Rn - Rm ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ |o(�)|=|� | → 0 ÐÒÉ |� | → 0; × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ � ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ë Rn × ÔÏÞËÅ p


