
6.IX.2008. ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. 1-Ê ÍÏÄÕÌØ. ìÉÓÔÏË 512 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ ×ÙÞÅÔÙ.á512⋄1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[i℄ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ z ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ (× ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É z) É ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕÍÎÏÖÉÔÅÌØ z.á512⋄2. ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p∈N:Á) p �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ × Z[i℄ ; Â) −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Z=pZ ;×) p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ç) p 6≡ −1(mod 4).á512⋄3 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (× Z) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁ×ÎÉÍÏÇÏ Ó 3 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4.á512⋄4 (ÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ {ñËÏÂÉ). äÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ n∈Z �ÏÌÏÖÉÍ
(np) def= 









0 , ÅÓÌÉ n ≡ 0(mod p) ,1 , ÅÓÌÉ n(mod p) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ × Fp ,
−1 , ÅÓÌÉ n(mod p) ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ × Fp .Á) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ (np) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n?Â) îÁÊÄÉÔÅ (

−1p ) É (2p). ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ p−1
∑n=1(np). Ç) óÒÁ×ÎÉÔÅ (mp) É ÚÎÁË p−12

∏j=1 sin( 2�mp ·j)sin( 2�p ·j) .Ä) óÒÁ×ÎÉÔÅ (mp) É ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÑ Fp, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÉÈ ÎÁ m.á512⋄5 (Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ). òÁÚÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏ× ÉÚ ÚÁÄ. á623 ⋄4 Ç)�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. á4 ⋄ 4 , ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
(pq) ·

(qp) = (−1) p−12 q−12 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ p; q ∈ N :á512⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ( 43109).ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ×. ðÕÓÔØ a | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á Z=(n). îÁÚÏ×£Í�ÏÒÑÄËÏÍ ×ÙÞÅÔÁ a ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ak = 1. üÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×Ï-ÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n , ÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÏÞÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ×ÙÞÅÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ.á512⋄7. ðÕÓÔØ �ÏÒÑÄËÉ k1; k2; : : : ; kn ×ÙÞÅÔÏ× a1; a2; : : : ; an �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ�ÏÒÑÄÏË ×ÙÞÅÔÁ a = a1a2 · · · an ?á512⋄8. ðÕÓÔØ ×ÙÞÅÔÙ �ÏÒÑÄËÏ× k É ` ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÙÞÅÔ �ÏÒÑÄËÁ ÎÏË(k; `) ?á512⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ �ÏÒÑÄËÁ '(n). ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉ �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?á512⋄10*. ðÕÓÔØ % | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p > 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ # ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (% + p#)p−1 ≡ 1(mod p) , ÎÏ (% + p#)p−1 6≡ 1(mod p2) . ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉËÌÁÓÓ %+ p# �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ (mod pk) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k∈N?á512⋄11*. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ (mod 2 pk) ∀ k∈N É �ÒÏÓÔÏÇÏ p.á512⋄12. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 21?


