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ïÂÒÁÝÅÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ

æÕÎËÃÉÑ í£ÂÉÕÓÁ �(n) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ n∈N ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,
É (−1)s, ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÞÉÓÅÌ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ �(1) = 1 . ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÚÁÐÉÓØ d|N ÏÚÎÁÞÁÅÔ: �d ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ m�.

á61
2¦1. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ �(m) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ1?

á61
2¦2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ∑

d|n
�(d) ÐÒÉ n > 1 (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 1 ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÁ 1).

á61
2¦3 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ N g - C ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N ÉÚ×ÅÓÔÎÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ �(n) = ∑
d|n
g(d). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ �

ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(n) = ∑
d|n
�(n=d)�(d) .

á61
2¦4. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ m∈N ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ∑

d|m
'(d), ÇÄÅ ' | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ.

ëÒÕÇÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. þÉÓÌÏ �∈C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÉÑ zn = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ �. íÎÏÇÏÞÌÅÎ fn(x) = ∏(x−�) ∈ C[x], ÇÄÅ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ
×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ËÒÕÇÏ×ÙÍ2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

á61
2¦5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ n∈N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ?

á61
2¦6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn − 1 = ∏

d|n
fd(x), É, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

í£ÂÉÕÓÁ, ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ fn(x) = ∏
d|n

(xn=d − 1)�(d).

á61
2¦7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fn ∈ Z[x] ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z É deg fn = '(n) .

á61
2¦8. ðÕÓÔØ p∈N { ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á: Á) f2n(x) = fn(−x) ÐÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ;
Â) fp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1 ; ×) fpk(x) = fp

(
xpk−1

)
Ç) fpm(x) = fm (xp)

fm(x) ÐÒÉ p 6 |m .
Ä) fpk1

1 ··· pknn (x) = fp1p2···pn
(
xpk1−1

1 ··· pkn−1
n

)
, ÇÄÅ ×ÓÅ pi ÐÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fq ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÞÅÒÅÚ F∗q | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×-
ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

á61
2¦9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ � ∈ F∗q ÄÅÌÉÔ q − 1 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ

ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× d-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
á61

2¦10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F∗q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ ÓËÏÌØËÏ × ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (q − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

á61
2¦11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xpk − x .

ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÅ?
á61

2¦12. ëÁËÏ×Á ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ Z=(p) ÜÌÅÍÅÎÔÁ (q − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×
F∗pn?

á61
2¦13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× q ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Fq Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ

ÓÔÅÐÅÎØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.
á61

2¦14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ Fq ÉÚ q = pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

á61
2¦15. ðÒÉ ËÁËÉÈ q1, q2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Fq1 - Fq2 ? ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ ÉÚ pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
1ÆÕÎËÃÉÑ N f- C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m;n ∈ N

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(mn) = f(m)f(n)
2ÉÌÉ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ



á61
2¦16*. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xpk−x ÎÁÄ
Z=(p) ? ëÁË ÏÎ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?

á61
2¦17*. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ im ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Z=(p) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ m

ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (1 − pz)−1 = ∏
m∈N

(1 − zm)−im × Q[[z]] ? éÓÐÏÌØ-
ÚÕÑ ÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Z=(p)
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁ×ÎÏ

(1�n
) ·∑

d|n
� (n�d ) pd.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉ í£ÂÉÕÓÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï P , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 6 ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: (x 6 y & y 6 x) ⇔ (x = y) É (x 6 y & y 6 z) ⇒ (x 6 z) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ ÞÕÍÏÍ). ÞÕÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
x; y ∈ P ×P ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [x; y] def= { z | x 6 z 6 y } { ËÏÎÅÞÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ %(x; y) : P ×P - C ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x 6 y, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

[%1 + %2] (x; y) def= %1(x; y) + %2(x; y) É [%1 ∗ %2] (x; y) def= ∑
x6z6y

%1(x; z)%2(z; y)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÇÅÂÒÏÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÕÍÁ P É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A (P ). æÕÎËÃÉÑ
�(x; y) def=

{
1 ÐÒÉ x 6 y ;
0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÆÕÎËÃÉÑ �(x; y), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë �(x; y) × ËÏÌØÃÅ A (P ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ ÞÕÍÁ P .

á61
2¦18. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÞÕÍÁÍÉ: Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n|m.
Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊆ Y ;
×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
x 6 y ⇐⇒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ x × y .

á61
2¦19. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ A (P ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÄÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ %(x; y) ∈ A (P ) ÏÂÒÁÔÉÍ (Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀x∈P %(x; x) 6= 0
(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÃÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ).

á61
2¦20. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á3: Á) �(x; y) = − ∑

x6z<y
�(x; z) ; Â) �(x; y) = − ∑

x<z6y
�(z; y) .

á61
2¦21 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ P

g- C ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ
�(x) = ∑

y<x
g(y). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(x) = ∑

y<x
�(y)�(y; x) ?

á61
2¦22. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x|y É ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ
n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊂ Y . ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÄÌÑ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ?

3ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÐÉÓÁÔØ x < y, ËÏÇÄÁ 6 y É x 6= y
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2 , ÓÔÒ. 2)


