
§5.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ.÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÊ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 
har(k) 6= 2.5.1.ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ Q = V (q) ⊂ P(V ) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ∈ S2V ∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × V ÂÁÚÉÓ e0; e1; : : : ; en Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0; x1; : : : ; xn), ÔÏ ×ÓÑËÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ q ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅq(x) = ∑i;j aij xixj = x ·A · tx ;ÇÄÅ x = (x0; x1; : : : ; xn) | ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ, tx | ÓÔÏÌÂÅ�, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Å£ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÁA = (aij) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ q × ÂÁÚÉÓÅ
{ei} É ÉÍÅÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å aij (�ÒÉ i 6= j) �ÏÌÏ×ÉÎÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ xixj × �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ q.éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q̃(u;w) ÎÁ V ×V , ÔÁËÁÑÞÔÏ q(x) = q̃(x; x). üÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ q É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ q ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ:q̃(x; y) = ∑i;j aij xiyj = 12 ∑i yi �q(x)�xi = x ·A · ty == 12(q(x+ y)− q(x) − q(y)) = 14(q(x+ y)− q(x− y)) : (5-1)åÓÌÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕ q̃ ËÁË �ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ� ÎÁ V (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÎÉÚÏ-ÔÒÏ�ÎÏÅ É ÄÁÖÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ), ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÔÁÂÌÉ�ÅÊÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×: aij = q̃(ei; ej).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e′0; e′1; : : : ; e′n) = (e0; e1; : : : ; en) · C ÎÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ A′ ÂÕÄÅÔ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ A �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ A′ = tC ·A · C.5.1.1.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ. éÚ Õ�Ò. 5.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ detA ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ:det(A′) = det(A) · det2(C) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÉÚ �ÏÌÑ
k, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ Ë×ÁÄÒÉËÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍÚÁÍÅÎÁÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÆÏÒÍÙ q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ det(q).åÓÌÉ det q 6= 0, Ë×ÁÄÒÉËÁ V (q) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÇÌÁÄËÏÊ), × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÏÓÏÂÏÊ).5.1.2.òÁÎÇ ÆÏÒÍÙ. åÝ£ ÏÄÎÉÍ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ Ë×ÁÄÒÉËÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍÚÁÍÅÎÁÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎÇ Å£ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÆÏÒÍÙ q.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.5.1.3.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÉË. ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ Ë×ÁÄÒÉËÕ, ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÉË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÎÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ), ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÏÓØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÒÕÇÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ.îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ×ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ∑x2i = 0, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÎÇÕ ÆÏÒÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ÷29



30 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ÷ (n◦ 5.3) ÍÙÕ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË .îÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ä×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÎÇ ÉÓÉÇÎÁÔÕÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ q = 0 É −q = 0 ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ Ë×ÁÄÒÉËÕ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅÆÏÒÍÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ É ÒÁ×ÎÏÊ ÉÌÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ �Ï ÚÎÁËÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ÷ (n◦ 5.7) ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ, × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÌÀÓÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍÍÉÎÕÓÏ×, É ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ ÒÁÎÇ ÉÌÉ ÒÁÚÎÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÎÇ,ËÁË É ×ÙÛÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË Ë×ÁÄÒÉËÉ, Á ÞÉÓÌÏÍÉÎÕÓÏ× × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ (�ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÁÎÇÅ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÉËÉ |ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ (É, ËÁË ÍÙÕ×ÉÄÉÍ, �ÚÁÍÅÔÁÀÝÉÈ� Ë×ÁÄÒÉËÕ ÎÁ �ÏÄÏÂÉÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑÄ×ÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ).5.2.ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁ P1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ 1+1 6= 0) × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ x20+�x21 = 0 Ó a 6= 0, ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20 = 0. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ det(q)Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÒÁ×ÅÎ a, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÏÒÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ det(q) = 0 É ÆÏÒÍÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.÷ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x20 = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ Å£ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÜÔÏË×ÁÄÒÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ (0 : 1).îÅÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x20+�x21 = 0 ÌÉÂÏ �ÕÓÔÁ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ −� ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ kÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ÖÅ −� = Æ2, ÔÏ x20 + �x21 = (x0 − Æx1)(x0 + Æx1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÄ×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (x0 : x1) =(±Æ : 1) ∈ P1.ðÏÓËÏÌØËÕ −� Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó − det(q) , ×ÉÄ Ë×ÁÄÒÉËÉÎÁ P1 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ − det q (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ËÁË ËÌÁÓÓ �Ï ÍÏÄÕÌÀÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×ÏÊÎÕÀÔÏÞËÕ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ | �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, × ÏÓÔÁ×ÛÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÌÉÛØ ÎÁÄÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ) Ë×ÁÄÒÉËÁ �ÕÓÔÁ.5.2.1.óìåäó�÷éå. äÌÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ `ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 4 ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÉÌÉ ` ⊂ Q, ÉÌÉ ` ∩ Q ÅÓÔØ Ä×ÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÉÌÉ ` ∩ Q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÉÌÉ ` ∩ Q = ∅, �ÒÉÞ£Í ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. �5.3.ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ É ÑÄÒÏ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ ×ÓÑËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q ÎÁ V Ó×ÑÚÁÎ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ q̂ : V - V ∗ , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ v∈V × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕq̂(v) : w 7−→ q̃(w; v) :íÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ {ei} ⊂ V , {xi} ⊂ V ∗, ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ A. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q̂ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ker q̂ = { v∈V | q̃(w; v) = 0 ∀w∈V }ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. ðÏÓËÏÌØËÕ dimker q̂ = dimV − rkA, ÍÙ ÅÝ£ ÒÁÚ ×É-ÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÆÏÒÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑÑÄÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ) Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SingQ def= P(ker q̂) ⊂ P(V ) :ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ SingQ ⊂ Q .



§ 5. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. 315.3.1.�åïòåíá. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q′ = L ∩ Q Ó ÌÀÂÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë SingQ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L ⊂ P(V ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ × L, É Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ1 Q′ É SingQ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ V = U⊕K, ÇÄÅ K = ker q̂ É L = P(U). åÓÌÉ u∈U ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ q̂|U , ÔÏ q(u; u′) = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ u′ ∈ U . úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ËÁË v = u′ + u′′ Ó u′ ∈ U , u′′ ∈ K, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØq̃(u; v) = q̃(u; u′′) + q̃(u; u′) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V , ÏÔËÕÄÁ u ∈ ker q̂ ∩ U = 0 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|UÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ. ÷ÓÑËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` = P(W ) ⊂ P(U ⊕K), �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ SingQ = P(K), ÌÉÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ× SingQ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ L = P(U). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim(W ∩ K) = dim(W ∩ U) = 1 É × W ÉÍÅÅÔÓÑÂÁÚÉÓ {p; u} Ó p ∈ K, u ∈ U . åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|W × ÜÔÏÍÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ q(u), É ÅÓÌÉ q(u) 6= 0, ÔÏ q|W | ÜÔÏ Ä×ÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ p, Á ÅÓÌÉ q(u) = 0, ÞÔÏ u ∈ Q′É q|W ≡ 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ SingQ, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ × SingQ �ÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏÂÏÌØÛÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q′ É �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q. �5.4.ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÑÍÁÑ `, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Q × p , ÅÓÌÉ ` ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q �ÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q �Ï Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ p.ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ Q × ÔÏÞËÅ p, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍË Ë×ÁÄÒÉËÅ Q × ÔÏÞËÅ p∈Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ TpQ.5.4.1.ìåííá. ðÒÑÍÁÑ ` = (ab) ËÁÓÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ q(x) = 0, × ÔÏÞËÅa∈Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q̃(a; b) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ` = P(U). íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|U ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ {a; b} ×ÉÄ
( 0 q̃(a; b)q̃(b; a) q̃(b; b)) ;É det q|U = 0 ⇐⇒ q̃(a; b) = q̃(b; a) = 0. �5.4.2.óìåäó�÷éå. ÷ÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ b 6∈ Q ËÏÎÔÕÒ Ë×ÁÄÒÉËÉ1 Q ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ Ë×ÁÄÒÉËÉÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ Ann q̂(b) = {x | q̃(b; x) = 0}. �5.4.3.óìåäó�÷éå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ a ∈ Q ⊂ P(V ) �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÙ:p ∈ SingQ ⇐⇒ TpQ = P(V ) ÅÓÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ⇐⇒

�q�xi (p) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i : �5.4.4.óìåäó�÷éå. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ TpQ = {x ∈ Pn | q̃(p; x) = 0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. �5.5.ðÏÌÑÒÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ) É P(V ∗) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ É (ËÏÇÄÁ �ÒÉÒÏÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
Pn É P×n . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ÄÒÕÇÏÍ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ËÌÁÓÓÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ � ∈V ∗ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁU ⊂ V ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ q̂, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÏÊ q, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ P(V ) q

- P(V ∗), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÌÑÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (ÉÌÉ �ÏÌÑÒÉÔÅÔÏÍ) Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. ïÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p∈Pn × ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØ L ⊂ Pn, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ q̃(p; x) = 0. �ÏÞËÁ p É ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ L × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ É �ÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ q , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ q ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ p.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, �ÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ×ÙÓÅËÁÀÝÁÑ×ÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÎÔÕÒ Ë×ÁÄÒÉËÉ, Á �ÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q ÍÏÖÎÏÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Ó×ÏÉÈ �ÏÌÑÒÁÈ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R
2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉ�ÙÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ K. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÌÑÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É �ÏÌÀÓ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ(ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, Á �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÕÇ).1Ô. Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÁË Q′, ÔÁË É SingQ1Ô. Å. çí� ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ Q ÉÚ b



32 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÕÓÔÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ Ë×ÁÄÒÉËÁÍ �ÏÌÑÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅ-ÍÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ.5.5.1.ìåííá. ä×Á �ÏÌÑÒÉÔÅÔÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅÆÏÒÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ n◦ 4.5.1. �îÁ ÑÚÙËÅ �ÏÌÑÒÉÔÅÔÏ× �ÕÓÔÏÔÁ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ó×ÏÅÊ �ÏÌÑÒÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ï�ÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R
2 ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÍÎÉÍÏÊ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 = −1.5.6.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÉË. éÔÁË, �ÏÌÑÒÉÔÅÔÙ ÎÁ Pn = P(V ) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn(n+3)2 = P(S2V ∗) ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. äÏ�ÕÓËÁÑ (ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅ-ÞÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÉË .5.6.1.óìåäó�÷éå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Q = Q′. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë SingQ = SingQ′�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÅ �ÏÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙ-ÍÉ, Á ÔÏÇÄÁ ×Ó£ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ n◦ 5.5.1. �5.6.2.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÉË. ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁ P2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÎÉËÁÍÉ. ëÏÎÉËÉÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÑÔÉÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P5 = P(S2V ∗). îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ�ÏÌÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÏÎÉËÉ: ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 1, ÉÌÉ Ä×ÏÊÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20 = 0, É ×ÓÅ Å£ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ;ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2, ÉÌÉ ÒÁÓ�Á×ÛÁÑÓÑ ËÏÎÉËÁ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20+x21 = 0 É�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÕ �ÒÑÍÙÈ x0 = ±i x1 , �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1); ÎÁËÏÎÅ�,ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 3, ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÏÎÉËÁ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20+x21+x22 = 0 .5.6.3.ðÒÉÍÅÒ: ëÏÎÉËÁ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ. õÄÏÂÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÉ × P2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉËÁ ÷ÅÒÏÎÅÚÅC2, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÒÁÚ ÏÂÒÁÚ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚ�ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U × �ÒÏÅËÔÉ×É-ÚÁ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ U É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ � ∈ U∗ × Å£ Ë×ÁÄÒÁÔ�2 ∈ S2U∗:

P1 = P(U∗) ⊂ � 7→�2
- P2 = P(S2U∗) ( dimU = 2 ) :îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ P1 = P1(U) (ÎÕÌÑÍÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ) É ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÉËÁÍÉ ÎÁ P1 = P1(U), ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË Ä×ÏÊÎÙÅÔÏÞËÉ, Ô. Å. ÎÕÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. �ÁËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P2 = P(S2U∗)×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÁ P1(U) ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ ó2 = { q ∈ S2U∗ | det q = 0 } . åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ × U∗ ÂÁÚÉÓ(x0; x1), Á × S2U∗ | ÂÁÚÉÓ {x20; 2x0x1; x21}, É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �(x) = t0x0 + t1x1 É Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q(x) = q0 x20 + 2 q1 x0x1 + q2 x21 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t0 : t1) É (q0 : q1 : q2)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ËÏÎÉËÁ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ C2 ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍq0q2 − q21 = 0 ;Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÄÁÓÔ Å£ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ(t0 : t1) 7−→ (q0 : q1 : q2) = (t20 : t0t1 : t21) : (5-2)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÜÔÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÉÚ (4-6).5.6.4.ðòåäìïöåîéå. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï 2 d ÔÏÞËÁÍ, ÌÉÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÜÔÏÊËÒÉ×ÏÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.



§ 5. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. 33äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁt = (t0 : t1) ∈ P1 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË × (5-2) ÉÌÉ × (4-6)). ëÏÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍf(q) = 0 �ÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(q(t)) = 0, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 d. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÒÉ×ÏÊ,×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 d ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. �5.6.5.ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÙÅ 5 ÔÏÞÅË × P2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÉÚ�ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏÏÎÁ ÅÝ£ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ q(p) = 0 ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï q, ËÏÎÉËÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅÞÅÒÅÚ p∈P2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × P5 = P(S2V ∗). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ 5 ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × P5 ÉÍÅÀÔÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ËÏÎÉËÁÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ �ÒÑÍÕÀ, É �ÏÔÏÍÕ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ É �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ×ÓÑËÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÏÎÉËÁÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ �Ï n◦ 5.6.4. �5.6.6.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P3 = P(V ), ÇÄÅ dimV = 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × Î£Í:
P(S2V ∗) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 9.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 9 ÔÏÞÅË, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ 3 �ÒÑÍÙÅ × P3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊË×ÁÄÒÉËÅ.ïÓÏÂÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × P3 (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ) ÓÕÔØ: Ä×ÏÊÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ x20 = 0(ÒÁÎÇ 1), ÒÁÓ�Á×ÛÁÑÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x20 + x21 = 0 (ÒÁÎÇ 2), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÕ �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ2 x0 = ±i x1, É �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ1 x20 + x21 + x22 = 0 (ÒÁÎÇ 3). úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÔ ÔÒ£È �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÔÒÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Õ�Ò. 5.7, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁ.5.6.7.ðÒÉÍÅÒ: ë×ÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ. õÄÏÂÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ä×ÕÍÅÒ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U−, U+ É 4 {ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW = Hom(U−; U+) ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ. �ÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3 = P(W ) ÓÕÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑU−

F
- U+, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P1 = P(U−) eF

- P(U+) = P1 .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1 (ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÅ ×ÓÀ P(U−) × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(W ) ÄÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÎÔÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅQS = {F = (�00 �01�10 �11) ∣∣∣ det(�00 �01�10 �11) = �00�11 − �01�10 = 0} : (5-3)÷ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÑÄÒÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ v ∈ U+ É ËÏ×ÅËÔÏÒ � ∈ U∗
−, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ im (F ) ÎÁÔÑÎÕÔÎÁ v, ker(F ) = Ann (�), Á ÓÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅËÔÏÒ u ∈ U− × �(u) · v ∈ U+. �ÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ � ⊗ v .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ⊗ v, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ � = (�0 : �1) ∈ U∗

− É×ÅËÔÏÒÕ v = (t0 : t1) ∈ U+, ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ� ⊗ v = (t0t1) ·
(�0 �1) = (�0t0 �1t0�0t1 �1t1) (5-4)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ m × n-ÍÁÔÒÉ�Á (aij) ÒÁÎÇÁ 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á×ÙÓÏÔÙ n Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÓÔÒÏËÕ ÛÉÒÉÎÙ m, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ aij = �i�j ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ (�i) É (�j).5.6.8.ðòåäìïöåîéå. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍs : P(U∗

−)× P(U+) ⊂
(�;v)7→�⊗v

- P(Hom(U−; U+)) ;2ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ É �ÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÅÏÓÏÂÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ1Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ × ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ



34 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ P1×P1 ÎÁ QS É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ P1× v É� × P1 × Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ ÎÁ ÎÁ QS. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅ-ÝÉ×ÁÀÔÓÑ, Á ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ QS Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒÙ �ÒÑÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×. îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅóÅÇÒÅ ÎÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É Õ�Ò. 5.9. þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ �ÒÏ �ÒÑÍÙÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù,É ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ([ÓÔÒÏËÁ 1℄ : [ÓÔÒÏËÁ 2℄) = (t0 : t1) ÉÌÉ ([ÓÔÏÌÂÅ� 1℄ : [ÓÔÏÌÂÅ� 2℄) = (�0 : �1)ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×W (Ô. Å. �ÒÑÍÙÅ ÎÁ QS), ËÏÔÏÒÙÅ ËÁË ÒÁÚ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏÂÒÁÚÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ P1 × v É � × P1. éÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÎÁ P1 × P1. þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ�ÒÑÍÙÈ ÎÁ QS ÎÅÔ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ QS É �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ∈ QS ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× ËÏÎÉËÅ QS ∩ TxQS. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ p ÕÖÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÁÒÁ �ÒÑÍÙÈ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, ÜÔÁËÏÎÉËÁ É ÂÕÄÅÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ � ⊗ v Ó � ∈ U∗
−, u ∈ U+ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏHom(U−; U+) É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ£È Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ Hom(U−; U+):(1) F ∈ T�⊗vQS ; (2) F (Ann (�)) ⊂ k · v ; (3) F = � ⊗ w + � ⊗ v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ � ∈ U∗

−, w ∈ U+ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : P(U−) - P(U+) ÁÓÓÏ�É-ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ F ∈ Hom(U−; U+), ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P(U−)ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ: �ÒÏ×ÅÄ£Í × P3 = P (Hom(U−; U+)) �ÌÏÓËÏÓÔØ� ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ F É ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÔÏÞËÅ p = P(Ann (�)) �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ L′ = � × P(U+)ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ QS ⊂ P3. ðÌÏÓËÏÓÔØ � �ÅÒÅÓÅÞ£Ô Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ �Ï ÒÁÓ�Á×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÅ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÊ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ L′ É ÅÝ£ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ L′′ = P(U∗
−) × v, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÄÒÕÇÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÉÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ v ∈ P(U−). �ÏÇÄÁ F (p) = v.5.6.9.óìåäó�÷éå. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ (É Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁÑ) Ë×ÁÄÒÉËÁ, �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 3 ÄÁÎÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × P3. ïÎÁ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒ£È ÚÁÄÁÎÎÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ Ä×ÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ÷ÓÅ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. îÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ, É ÎÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ×ÓÑËÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ, ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ (ÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Å£ �ÏÔÒ£Í ÔÏÞËÁÍ) É ÂÙÔØ × ÄÒÕÇÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. óËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ 4 ÄÁÎÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ Á) P(C4) Â) A(C4) ×*) P(R4) Ç*) A(R4) (ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁ-ËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù Ë ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÑÍ ÞÅÔÙÒ£È ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ2).5.7.ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ. æÁËÔ ÎÁÌÉÞÉÑ Ä×ÕÈ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ× �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÚÁÍÅÔÁÀÝÉÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ × P3, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÅÔÓÑ × ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕQn−1 = V (q) ⊂ Pn = P(V )É ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ ÎÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L = P(W ). õÓÌÏ×ÉÅ L ⊂ Qn−1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ q, Ô. Å. ÞÔÏ q|W ≡ 0 , ÉÌÉ ÞÔÏ q̂(W ) ⊂ Ann (W ).ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, Å£ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ q̂ : V - V ∗ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,dimW = dim q̂(W ) 6 dimAnn (W ) = dimV − dimW ;ÏÔËÕÄÁ dim(W ) 6 dim(V )=2 = (n+ 1)=2 . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ ∗ ÞÅÒÅÚ [ ∗ ℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ:dimL = dimW − 1 6 [(n− 1)=2℄ ; (5-5)2ÕËÁÚÁÎÉÅ: �ÒÉÍÅÎÉÔÅ �ÍÅÔÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÓÔ�: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ �ÒÑÍÕÀ.



§ 5. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. 35éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ × Qn−1 ⊂ Pn ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÉËÉ.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÌÅË�ÉÉ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ×ÓÑËÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÆÏÒÍÙ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÆÏÒÍÙ q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÅÔÒÉÊOq(V ) ⊂ GL(V ) ÆÏÒÍÙ q ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ É ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q = V (q) × ÓÅÂÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, ÒÁ×ÎÁdimLmax = 12 dimH − 1 ; (5-6)ÇÄÅ dimH | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q , ÚÁÄÁÀÝÅÊ Ë×ÁÄÒÉËÕ, É ÞÅÒÅÚËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. þÉÓÌÏ (5-6) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØÀ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. ðÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É Ë×ÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ä×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÌÀÓÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÍÉÎÕÓÏ×, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, É �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÍÉÎÕÓÏ× × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ.5.7.1.óÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. þÔÏÂÙ �ÒÏÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q, ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ⊂ Q, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉQ ∩ TpQ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ × ÔÏÞËÅ p.5.7.2.ðòåäìïöåîéå. óÅÞÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q = V (q) ⊂ Pn �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØÀ � = P(W ) ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ × �, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀÔÏÞËÕ p ∈ �∩Q. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ � = TpQ ËÁÓÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÔÏÞËÅ p , É × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅQ∩TpQ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ p Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊQ′ × (n− 2)-ÍÅÒÎÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë {p} �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Pn−2 ⊂ TpQ. ðÌÁÎÁÒ-ÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q′ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ Q, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ Q É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÔÏÞËÉ p ÓÏ ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q′.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎËÉ:dim ker (q̂|W ) = dim(W ∩ q̂−1(AnnW ) ) 6 dim q̂−1(AnnW ) = dimAnnW = dimV − dimW = 1É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÑÄÒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q̂|W ÎÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ, Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ p, ÔÏ ÅÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÔÏÞËÁ p ∈ Q ∩ � Ó Ann (q̂(p)) = W , ÏÔËÕÄÁ TpQ = �. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ � = TpQ = P(Ann q̂(p)), ÔÏ ×ÅËÔÏÒp ∈ Ann q̂(p) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q̂ ÎÁ Ann q̂, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ Ï�ÅÎËÅ ÜÔÏ ÑÄÒÏ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ p, Ô. Å. p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ∩ TpQ. ÷Ó£ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ (n◦ 5.3.1). �5.7.3.ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ�ÏÌÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Qn−1 ⊂ Pn �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ
{ x0x1 + x2x3 + · · · + xn−1xn = 0 (ÅÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, Ô. Å. ÓÁÍÁ Ë×ÁÄÒÉËÁ Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÁ),x0x1 + x2x3 + · · · + xn−2xn−1 = x2n (ÅÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, Ô. Å. ÓÁÍÁ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÍÅÒÎÁ). (5-7)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÁÑ Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ É ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ ÎÅÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ �ÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÉËÉ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. îÅÞ£ÔÎÏÍÅÒÎÁÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ, ÉÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Qn−1 ⊂ Pn �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n=2− 1.�ÁË, ÎÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÌÁÄËÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÁÈ Q0 ⊂ P1 É Q1 ⊂ P2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ 0-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ | Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ Q2 ⊂ P3 É ÔÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ Q3 ⊂ P4 | ÎÅ



36 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ Q3 ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÁÒÅ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p É Ä×Å ÔÏÞËÉÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q0 ⊂ T0Q2 \ {p}, Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q3 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï�ÒÑÍÙÈ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ Q1 ⊂ TpQ4 \ {p}. äÁÌÅÅ, ÇÌÁÄËÁÑÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q4 ⊂ P5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 3-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ p∈Q4�ÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ Ä×ÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ�ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ Q2 = P1 × P1 ⊂ TpQ4 \ {p} (Ô. Å. Ä×ÕÍÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ).5.7.4.ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn(R) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q, × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ (p;m) ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ �ÌÀÓÏ× p ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁÍÉÎÕÓÏ× m, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Qn−1;m−1, Á ÚÁÄÁÀÝÕÀ Å£ ÆÏÒÍÕ | ÞÅÒÅÚ qn+1;m. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, Qk;` ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ k-ÍÅÒÎÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ `, Á qr;h ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ r-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2h.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ë×ÁÄÒÉËQk;` = V (qk+2;`+1), ËÏÔÏÒÙÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÒÁ×ÎÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ. ë×ÁÄÒÉËÉ Qn−1;−1 ⊂ Pn(R) �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ −1 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÁÎÉÚÏ-ÔÒÏ�ÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20 + x21 + · · · + x2n = 0 ;É �ÏÔÏÍÕ �ÕÓÔÙ. ë×ÁÄÒÉËÉ Qn−1;0 ⊂ Pn(R) �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÉÌÉ ÜÌÌÉ�ÓÏÉ-ÄÁÍÉ). ïÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (n; 1)x20 = x21 + · · · + x2n ;É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÎÉËÁËÉÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ë×ÁÄÒÉ-ËÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ` > 1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ (ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁÍÉ). ïÎÉ ÚÁÄÁ-ÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (n − `; ` + 1), ÇÄÅ ` 6 [(n − 1)=2℄, É ÚÁÍÅÔÁÀÔÓÑ `-ÍÅÒÎÙÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï `-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕp ∈ Qn−1;` ⊂ Pn ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ (` − 1)-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÌÅÖÁ-ÝÉÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Qn−3;`−1 ⊂ Pn−2 ⊂ TpQn−1;` r {p}, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁ 2 ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÎÁ 1ÍÅÎØÛÕÀ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ Q2;1 ⊂ P3(R) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å�ÒÑÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q0;0 ⊂ P1.


