
§4.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ ÉÚ ÍÉÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ÅËÔÏ-ÒÙ | ÜÔÏ �ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ�. îÏ ÓÏ ×ÓÑËÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ Ä×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÁÆÆÉÎÎÏÅ É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ. üÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË É × ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ.4.1.n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A
n = A(V ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÅÊ V . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍÉ A(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙÉÚ V . �ÏÞËÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÌÉ �ÅÎÔÒÏÍÁÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÉ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O. ÷ÓÅ �ÒÏÞÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ËÏÎ�ÙÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×�, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A0 = A

(

{−→0 }

) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØÞÅÒÅÚ x1; x2; : : : ; xn Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V ∗ (Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ V xi
- k, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ), ÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[x1; x2; : : : ; xn℄ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ A(V ) f

- k, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÅv = ∑ aiei ∈ V ÒÁ×ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × f ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ÚÎÁÞÅÎÉÊ xi(v) = ai .ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ
A(V ) - k. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ SdV ∗ ⊂ k[x1; x2; : : : ; xn℄ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×1 ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ëÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

k[x1; x2; : : : ; xn℄ = ⊕d>0SdV ∗ ; ÇÄÅ S0V ∗ = k ;É Sd1V ∗·Sd2V ∗ ⊂ Sd1+d2V ∗ . ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕÓÔÅ�ÅÎÉ d × ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕÞÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄ ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÎÏ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ A(V ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x É xp ÚÁÄÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ A1 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp = Z=(p).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ �ÏÌÅ k = Fq ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å An É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ An - k (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ,ÔÏÇÄÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ An - k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ?�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÎÅÌØÚÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ� ÉÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÎÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÂÕË×ÏÊ. îÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÔÁËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÎÅÔ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x1; x2; : : : ; xn℄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ An f
- k .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÔÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.1�Ï ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ21



22 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.4.1.1.áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

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











f1(x1; x2; : : : ; xn) = 0f2(x1; x2; : : : ; xn) = 0
· · · · · · · · ·fm(x1; x2; : : : ; xn) = 0 (4-1)ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An (×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÕÓÔÕÀ). �ÁËÉÅÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ | ÆÉ-ÇÕÒÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÏÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ�1x1 + �2x2 + · · ·+ �nxn = 
 (4-2)ÇÄÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) ∈ V ∗ | ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á 
 ∈ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.�ÁËÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁAn−1 = A(Ann (�)) ⊂ A(V ),ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍAnn (�) = {v ∈ V | �(v) = 0} ⊂ V ; (4-3)ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �1x1 + �2x2 + · · ·+ �nxn = 0 . óÄ×ÉÇ �ÒÏÉÓ-ÈÏÄÉÔ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(v) = 
. îÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ w ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �(w) = 
 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ v + u, ÇÄÅ u | ÒÅÛÅÎÉÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �(u) = 0. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (4-3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.4.2.n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn = P(V ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ (n+1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ-

affinna� karta U

beskoneqnostь U∞

O

òÉÓ. 4⋄1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÉÒ.

ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ V . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍÉ P(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, �ÒÑÍÙÅ × A
n+1 = A(V ),�ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.þÔÏÂÙ Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ ËÁË �ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ�, ÓÌÅÄÕ-ÅÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ×ÎÕÔÒØ A(V ) ÜËÒÁÎ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ n-ÍÅÒÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ U ⊂ A(V ),ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1. ÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). îÉ ÏÄÎÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ

Pn �ÅÌÉËÏÍ: ×ÎÅ ÎÅ£ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ U , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U∞ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ËÏ�ÉÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ U , �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ O. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÌÅÖÁÝÉÅ × U∞, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn−1 = P(U∞). ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ-Ì£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ,ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ U ⊂ Pn Ó×ÑÚÁ-ÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An = U É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn−1 = P(U∞), ËÏ-ÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ An−1 É Pn−2 É Ô. Ä. ðÒÏÄÅÌÁ×ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ n ÒÁÚ, ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ Pn × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 0 ÄÏ n:
Pn = A

n ⊔ Pn−1 = A
n ⊔ A

n−1 ⊔ Pn−2 = · · · = A
n ⊔ A

n−1 ⊔ : : : ⊔ A
0



§ 4. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. 23õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ q �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Pn = A
n ⊔ A

n−1 ⊔ : : : ⊔ A
0 ?ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P0, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó 0-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.4.2.1.ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. éÎÁÞÅ ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑV r {0} v 7→k·v

-- P(V )�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É Ä×Á×ÅËÔÏÒÁ v; w ∈ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p ∈ P(V ), ËÏÇÄÁ v = �wÄÌÑ � ∈ k r {0}. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ × ÏÂßÅÍÌÀÝÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÂÁÚÉÓ e0; e1; : : : ; en É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× (x0; x1; : : : ; xn) = � · (y0; y1; : : : ; yn) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(x0 : x1 : : : : : xn) = (y0 : y1 : : : : : yn) . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÎÁ Pn ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÚ n ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (x0 : x1 : : : : : xn) ÍÅÖÄÕ (n + 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ×ÅËÔÏÒÏ×. üÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ P(V ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e0; e1; : : : ; en × V .4.2.2.ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ P1 = P(k2) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-
s = p0/p1

t = p1/p0

(1, 0)

(0, 1)

(p0 : p1) = (1 : t) = (s : 1)

U0 : x0 = 1

U1 : x1 = 1

O x0

x1

òÉÓ. 4⋄2.
ÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k

2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × k
2 ÞÅÒÅÚ (x0; x1),ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ P1 ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ Ó×ÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (p0 : p1). ïÔÎÏÛÅÎÉÑ (0 : 1)É (1 : 0), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ, ÔÏÖÅÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑÄ×ÕÍÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U0 É U1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄2).ëÁÒÔÁ U0 | ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx0 = 1. ïÎÁ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ P1 ËÒÏÍÅ ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ (0 : 1), ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÄÌÑ ËÁÒÔÙ U0. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ (p0 : p1), ×ÉÄÉ-ÍÙÅ × ËÁÒÔÅ U1, ÉÍÅÀÔ p0 6= 0 É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ-�ÉÓÁÎÙ ×ÉÄÅ (p0 : p1) = (1 : t(p)), ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑt = x1=x0 = x1|U0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ U0 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x1 É ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ × ËÁÒÔÅ U0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁÒÔÁ U1 ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × k

2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x1 = 1É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (p0 : p1) = (s(p) : 1), Õ ËÏÔÏÒÙÈ p1 6= 0. æÕÎË�ÉÑ s = x0=x1 = x0|U1 , Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ U1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x0, ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ × ËÁÒÔÅU1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑÏÓØ (1 : 0). åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p = (p0 : p1) ∈ P1 ×ÉÄÎÁ × ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ, ÔÏ Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ s = p0=p1 É t = p1=p0× ÜÔÉÈ ËÁÒÔÁÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s = 1=t (ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P1 ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ A
1 (ÏÄÎÁ |Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s, ÄÒÕÇÁÑ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t) �Ï ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ ÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = 1=s ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1,ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄3), ÁÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÁÒÔ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ��ÏÌÀÓÁ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ k = C × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ A

1 = C �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ s ↔ t = 1=s ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÆÅÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÛÉ ËÁÒÔÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, Á ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁÒÔÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ��ÏÌÀÓÁ� ÓÆÅÒÙ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄4) (ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ



24 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄4, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ É, ËÁË�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÉÓ. 4⋄3, | ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ).
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t = 1/s

s = 1/t
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1
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t = 1/s
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1

1

i

i

U0

U1òÉÓ. 4⋄3. P1(R) ≃ S1. òÉÓ. 4⋄4. P1(C) ≃ S2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁË ÎÁ �ÒÑÍÕÀ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÄÏÂÁ×É-ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ� ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÒÉÎÑÔÙÍÉ ×ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t, ÔÏ ÓÔÒÅÍ-ÌÅÎÉÀ t Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ s = 1=t Ë ÎÕÌÀ; �ÒÉ st 6= 0 ×ÅÌÉÞÉÎÙ t É s = 1=tÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ p = (p0 : p1) = (s : 1) = (1 : t) ∈ P1 É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ�ÒÉ t → ∞ Ë ÔÏÞËÅ (0 : 1) ∈ P1, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ×ÉÄÎÁ × ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ× ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s (É ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎËÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÁ ËÁË ÎÁÄ R, ÔÁË É ÎÁÄ C).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RP2 É RP3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅÎÔÅ í£ÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ËÒÕÇÏÍ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ1, É ÇÒÕ��Å SO(3;R) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.4.2.3.ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ É ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ÷ÓÑËÁÑ ÎÅ�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An+1 = A(V )ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁa0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 1 (4-4)Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �(x) = a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn ∈ V ∗ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4-4) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ Pn = P(V ) É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÆÏÒÍÁÍÉ � ∈ V ∗. áÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4-4) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚU�. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �(v) = 0 .ìÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �1; �2; : : : ; �n ∈ V ∗, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕ � ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV ∗, ÍÏÇÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U�. þÔÏÂÙ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ p ∈ Pn Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p0 : p1 : : : : : pn), ÓÌÅÄÕÅÔÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÒÁÔØ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ×ÅËÔÏÒ2 v = p=�(p) ∈ U� ,Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �� ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ. ðÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ
(�1(p)�(p) ; �2(p)�(p) ; : : : ; �n(p)�(p) )ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÔÏÞËÕ p É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉp . ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ËÁÒÔÙ U� É ÚÁ×ÉÓÑÔËÁË ÏÔ ËÁÒÔÙ U�, ÔÁË É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �i, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÈ � ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × V ∗ .4.2.4.ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Pn = P(kn+1) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔU� = Ux� , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ × A

n+1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ {x� = 1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � = 0; 1; : : : ; n × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U� ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍt(�)i = xi|U� = xix� Ó 0 6 i 6 n ; i 6= � :1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÌÅÎÔÙ í£ÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÒÕÇÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ2ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(p) 6= 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ×ÉÄÎÁ × ËÁÒÔÅ U�



§ 4. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. 25ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n+1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏ�ÉÊ U0; U1; : : : ; UnÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An �Ï ÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍ ×ÎÕÔÒÉ Pn. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÎÁ Pn �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U� ∩ U� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x� É x� ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ× 0. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U� É U� ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁ£ÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ t(�)� 6= 0 É t(�)� 6= 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ t(�) ∈ U� ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t(�) ∈ U� , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉt(�)� = 1=t(�)� É t(�)i = t(�)i =t(�)� ÄÌÑ i 6= �; �. ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t(�) Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t(�).4.3.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × (n+1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ É ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÏÞËÉ ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V )ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0 : x1 : : : : : xn) × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,× �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÉËÁËÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x0; x1; : : : ; xn℄ ÎÅ ÚÁ-ÄÁ£Ô ÎÁ Pn ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ | × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × f Ä×ÕÈ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÊ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÅ ÎÁ Pn, ÍÙ ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Sd(V ∗) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ × Pn, �ÏÓËÏÌØËÕf(v) = 0 ⇐⇒ f(�v) = �d f(v) = 0 :ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Pn, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V (f) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒ-�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.4.3.1.ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ × P2 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k = R

òÉÓ. 4⋄5. ëÏÎÕÓ.

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx20 + x21 = x22 (4-5)× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄5).÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ux0 , ÇÄÅ x0 = 1 , × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÈ t1 = x1|Ux0 = x1=x0 É t2 = x2|Ux0 = x2=x0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ(4-5) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ t22 − t21 = 1.÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ux2 , ÇÄÅ x2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆ-ÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t0 = x0|Ux2 = x0=x2, t1 = x1|Ux2 =x1=x2 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t20 + t21 = 1.÷ ËÁÒÔÅ Ux0+x2 , ÇÄÅ x0 + x2 = 1 , × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t = x1|Ux0+x2 = x0=(x0 + x2) , u = (x2 −x0)|Ux0+x2 = (x2 − x0)=(x0 + x2) ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �Á-ÒÁÂÏÌÙ t2 = u (ÎÁÄÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ x21 × (4-5) ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É�ÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x2 − x0)2).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÜÌÌÉ�Ó, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ É �ÁÒÁÂÏÌÁÓÕÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (4-5)× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. ÷ÉÄ ËÒÉ×ÏÊ × ËÁÒÔÅ U ⊂ P2 Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ
P1 = P(U∞) ⊂ P2 ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊËÒÉ×ÏÊ (4-5): ÜÌÌÉ�Ó, �ÁÒÁÂÏÌÁ É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÓ ËÒÉ×ÏÊ, ËÁÓÁÅÔÓÑ Å£ É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÀ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄6).4.3.2.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ An ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0 = An. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (x1; x2; : : : ; xn)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ (n + 1)-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x0 É ÓÄÅÌÁÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊfi(x1; x2; : : : ; xn) = 0, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X × An, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ(x0; x1; : : : ; xn) = 0 ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É fi, ÕÍÎÏÖÉ× ËÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × fi ÍÏÎÏÍ xm11 · · ·xmnn



26 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.ÎÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÕÀ ÄÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎØ xdeg f�−Pmi0 . ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ Pn,ÚÁÄÁÎÎÏÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X . ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0, ÇÄÅ x0 = 1, ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X, Á ÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë U0 ÔÏÞËÉ X r X = X ∩ P(Ann (x0))ÓÕÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X .îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ x1 = x32 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑx20x1 = x32 ;ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U1, ÇÄÅ x1 = 1, �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × �ÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÕÀ�ÁÒÁÂÏÌÕ x20 = x32, ÉÍÅÀÝÕÀ ËÁÓ�ÉÄÁÌØÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ1 × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

òÉÓ. 4⋄6. áÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ.4.4.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅ-ÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ìÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ L = P(W ) ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁW ⊂ V , É �ÒÉ ÜÔÏÍ dim(L) = dim(W )−1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁL1 = P(W1) É L2 = P(W2), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ dimL1+dimL2 > n,ÉÍÅÀÔ × Pn = P(V ) ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L1 ∩L2 6= ∅, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄ-ÌÅÖÁÝÉÈ ÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ:dim(W1 ∩W2) > dim(W1) + dim(W2)− dim(V ) = dim(L1) + 1 + dim(L2) + 1− (n+ 1) > 1 :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × P2 ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ2.ä×Á �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 × Pn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ,ÅÓÌÉ L1 ∩ L2 = ∅ É dimL1 + dimL2 = n − 1 . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ ×3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ.1Ô. Å. �ÏÓÔÒÉ£� ÉÌÉ �ÔÏÞËÕ ×ÏÚ×ÒÁÔÁ�2× ÔÅÒÍÉÎÁÈ A
3 ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ



§ 4. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. 27õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P(U) É P(W ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ × P(V ) , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉV = U ⊕W .4.4.1.ìåííá. åÓÌÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1; L2 ⊂ P(V ) ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈
P(V ) \ (L1 ∪ L2) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ V = U1⊕U2, ÇÄÅ P(Ui) = Li, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v∈V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅv = u1 + u2 Ó ui ∈ Ui. åÓÌÉ v 6∈ U1 ∪ U2, ÔÏ É u1 É u2 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ v É ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÏÂÅÉÍÉ Ui. �4.4.2.ðÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L1; L2 ⊂ Pn �ÒÏ-

t1

t2

q(t1)

q(t2)

p = (1 : 1 : 0)

Q
ℓ

(1 : 0 : 0)
x1

x2

òÉÓ. 4⋄7. ðÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

ÅË�ÉÑ ÎÁ L2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × L1: �L1L2 : (Pn \ L1) - L2 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ q ∈ L2 × ÓÅÂÑ, ÁËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Pn \ (L1 ⊔ L2) | × ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ` ∩ L2, ÇÄÅ ` | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑ-ÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ L1 É L2, ËÁË × n◦ 4.4.1. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ(x0 : x1 : : : : : xn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L1 ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0 : x1 : : : : : xm) É L2 ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(xm+1 : xm+2 : : : : : xn), �ÒÏÅË�ÉÑ �L1L2 �ÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ�ÅÒ×ÙÅ (m+ 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x� Ó 0 6 � 6 m.4.4.3.ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ �pL : Q - L ËÏÎÉËÉQ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ x20 = x21 + x22 , ÎÁ �ÒÑÍÕÀ `, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx1 = 0 , ÉÚ ÔÏÞËÉ p = (1 : 1 : 0) ∈ Q . ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0, ÇÄÅ x0 = 1, ÜÔÁ �ÒÏÅË�ÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁËÎÁ ÒÉÓ. 4⋄7. ïÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ∀ t ∈ `�ÒÑÍÁÑ (pt) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÅÝ£ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔp ÔÏÞËÅ q = q(t), Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ` ×ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1), ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ p ∈ Q. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑq = (q0 : q1 : q2) ∈ Q É t = (� : 0 : �) ∈ ` Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ1:(� : �) = (q0 − q1 : q2) ;(q0 : q1 : q2) = ( (�2 + �2) : (�2 − �2) : 2�� ) : (4-6)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ Q ÉÚ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁÎÅÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q ÎÁ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ �ÒÑÍÕÀ` 6∋ p ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ` É QÉ ÚÁÄÁ£Ô ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ËÏÎÉËÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-6) É ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË�ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË2 (q0 : q1 : q2), ËÏÇÄÁ (� : �) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Z × Z.4.5.ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : U ∼
- W �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ F : P(U) ∼

- P(W ), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P2 Ä×Å �ÒÑÍÙÅ `1, `2 É ÔÏÞËÕ p 6∈ `1 ∪ `2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ�ÒÏÅË�ÉÑ 
p : `1 - `2 ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.4.5.1.ìåííá. ðÕÓÔØ dimU = dimW = (n+1). äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× p0; p1; : : : ; pn+1 ∈ P(U)É q0; q1; : : : ; qn+1 ∈ P(W ) ÉÚ (n+2) ÔÏÞÅË, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n+1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ ×ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : U ∼
- W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (pi) = qi �ÒÉ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ui É wi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ pi É qi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉ-ËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× {pi}, {qi} ÎÅ ÌÅÖÁÔ × (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÌÀÂÙÈ n + 1 ×ÅËÔÏÒÏ× × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× {ui}, {wi} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ1�ÒÉÞÉÎÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ q ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ t ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ�ÒÑÍÏÊ (q; p) Ó Q ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Á ÉÍÅÎÎÏ, p) ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÁËÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ2Ô. Å. �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q20 + q21 = q22



28 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.(n + 1). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÙ {u0; u1; : : : ; un} É {w0; w1; : : : ; wn} ÇÏÄÑÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÏ× × U É W .ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ un+1 ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ {ui} ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0; x1; : : : ; xn), Á ×ÅËÔÏÒ wn+1 × ÂÁÚÉÓÅ {wi} |ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (y0; y1; : : : ; yn). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ xi ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ | ÉÎÁÞÅ ×ÅËÔÏÒ un+1 ÌÅÖÁÌÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó n ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÎÕÌÉÌÁÓØ. õÓÌÏ×ÉÅ F (pi) = qi ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (ui) = �iwi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �i ∈ k. òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÅËÔÏÒÙ un+1 É wn+1 �Ï ÂÁÚÉÓÁÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏF (un+1) = �n+1wn+1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ yi = �n+1�i · xi ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6 i 6 n. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÓÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ �0; �1; : : : ; �n, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÂÁÚÉÓ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �n+1 É ÚÁÄÁÎÎÙÅÞÉÓÌÁ xi, yi ËÁË �i = �−1n+1 · (yi=xi). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ �−1n+1, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ ÌÀÂÙÍ. �4.5.2.óìåäó�÷éå. ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. �4.5.3.ìÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á. ÷ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V - V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �ÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ). ïÎÁ ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ P(V ), É ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 4.5.1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊH ⊂ GL(V ), Á ÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ).ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ËÏÔÏÒÁÑÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=H. æÉËÓÉÒÏ×Á× ÂÁÚÉÓ {e0; e1; : : : ; en} ⊂ V , ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØGL(V ) Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� GLn+1(k) ⊂ Matn+1(k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÏÄÇÒÕ��Õ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� {�E}, É PGL(V )ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ PGLn+1(k) def= GLn+1(k)={ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �E} :4.5.4.ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ. çÒÕ��Á PGL2(k) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� A = (a b
 d) Ó ad−b
 6= 0. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ P1 �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A : (x0 : x1) 7−→ ( (ax0 + bx1) : (
x0 + dx1) ) , ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0 ≃ A
1Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x1=x0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎ ËÁË ÄÒÏÂÎÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅt 7−→ dt+ 
bt+ a (4-7)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p, q, r Ñ×ÎÏ ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (4-7), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(p) = 1, A(q) = 0, É A(r) = ∞.ïÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ s �ÒÉ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÉÚ Õ�Ò. 4.8 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅËp; q; r; s É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [p; q; r; s℄ = s− qs− r ·

p− rp− qõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Å ÞÅÔ×£ÒËÉ ÔÏÞÅË ÎÁ P1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ ×ÄÒÕÇÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ.


