
§1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.1.1.óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÎÏÓÉÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÒÅÄÁ ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÀ ÔÅËÓÔÁ,ÍÙ × ÜÔÉÈ ÚÁ�ÉÓËÁÈ ÉÎÏÇÄÁ ×ÕÌØÇÁÒÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÌÏ×ÅÓÎÙÅ ÏÂÏÒÏÔÙ ÉÈÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍÉ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÙÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ:
N, Z, Q, R É C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ , �ÅÌÙÈ , ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ , ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
⇒ É ⇐⇒ | �×ÌÅÞ£Ô� É �ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, k ∈ Z ⇒ k(k + 1)=2 ∈ Z; ÉÌÉ: x | Þ£ÔÎÏ ⇐⇒x = 2k, ÇÄÅ k ∈ Z.
∀ | �ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: ∀ k∈Z k(k + 1)=2 ∈ Z .
∃ | �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: x ∈ Z Þ£ÔÎÏ, ÅÓÌÉ ∃ k ∈ Z , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x = 2k .: | �ÔÁËÏÊ ÞÔÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: x ∈ Z Þ£ÔÎÏ, ÅÓÌÉ ∃ k ∈ Z : x = 2k .
{ x ∈ X | : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï � . . . �; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÆÏÒÍÕÌÁ {x ∈ Z | ∃k ∈ Z : 2k = x} ÚÁÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ .
{ : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÇÏ-ÔÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ � . . . �; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: {Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ} .1.2.íÎÏÖÅÓÔ×Á.íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×1, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ �ÒÉ ÉÎÔÕ-ÉÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ �ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×2�.üÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ù. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ �ÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂßÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X ⊂ Y ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x∈X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É × Y .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉ-ÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X r Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Y ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ É ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÒÁÚÉÔØ:Á) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ? Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ?åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Y É Z, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y ∩ Z = ∅, ÔÏ ÜÔÏÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË X = Y ⊔ Z É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X × Y ,ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ (ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍ) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y .1ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ ×Ù �ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÎÉÍÉ × ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁË É × �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÎÁÄÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ×Ù-ÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× (�ÑÚÙË�) É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ �ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÑÍÉ� É �ÏÂßÅËÔÁÍÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏÏ�ÉÓÁÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÁËÏ �ÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ �ÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÒÁÚÕÍÎÏÓ�ÒÏÓÉÔØ ÓÅÂÑ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÏÔ ÎÅÇÏ ÈÏÔÉÍ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÑÚÙËÕ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÂÕÄÅÔÅ ÉÚÕÞÁÔØ × ËÕÒÓÅ ÌÏÇÉËÉ, ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï ×ÙÒÁÚÉÔØ×Ó£, ÞÅÍÕ ×ÁÓ ÏÂÕÞÁÔ × ËÕÒÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ3



4 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.1.3.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y | ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ,ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ f(x) ∈ Y , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ �Ïx. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x, ÏÂÒÁÚËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑf−1(y) def= {x ∈ X | f(x) = y}É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ1 ÔÏÞËÉ y. ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË �ÕÓÔÙÍ, ÔÁË ÉÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑim (f) def= {y ∈ Y | f−1(y) 6= ∅} = {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f(x) = y}É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f
- Y .ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f

- Y É X g
- Y ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù:f(x) = g(x) ∀x∈X . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑHom(X;Y ). ðÒÉ X = Y ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X - X ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX É �ÉÛÕÔ End(X) ×ÍÅÓÔÏ Hom(X;X). õ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ X IdX

- X, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀x∈X IdX(x) = x .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ2, ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ y∈Y ÎÅ �ÕÓÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ3, ÅÓÌÉ x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2), Ô. Å.�ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ (ÓÏÏÔ×. ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ X ⊂ - Y(ÓÏÏÔ×. X -- Y ).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ4, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅË-�ÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X ∼

- Y . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X ∼
- X ÞÁÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑÍÉ. ÷ �ÖÉÔÅÊÓËÏÍ� �ÏÎÉÍÁÎÉÉ, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ| ÜÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut (X).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3.îÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) {0; 1; 2} - {0; 1}; Â) {0; 1} - {0; 1; 2} . óËÏÌØ-ËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÓËÏÌØËÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z

x 7→x2
- Z ; N

x 7→x2
- N ; Z

x 7→7x;
- Z ; R

x 7→7x;
- R Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Á) ÂÉÅË�ÉÑÍÉ, Â) ÉÎßÅË�ÉÑÍÉ, ×) ÓÀÒØÅË�ÉÑÍÉ?1.3.1.ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÓÌÏ×Á. ðÕÓÔØ X = {x1; x2; : : : ; xn}, Y = {y1; y2; : : : ; ym}. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X f

- Y ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÑÄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:w(f) def= (f(x1); f(x2); : : : ; f(xn)) (1-1)É ÂÕÄÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ m-ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁy1 y2 : : : ym :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2} f
- {1; 2; 3} É {1; 2; 3} g

- {1; 2; 3}
f :

1

2

1

2

3

g :

1

2

3

1

2

31Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y2Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔ�ÉÅÊ ÉÌÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ3Á ÔÁËÖÅ ÉÎßÅË�ÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ4Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 5ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÌÏ×Á w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÕË× ÔÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {1; 2; 3}.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅw : Hom(X;Y ) ∼
- {n-ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ y1 y2 : : : ym} (1-2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ.1.3.2.ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y | ÉÚ m,ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hom(X;Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ mn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚWm(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÉÚ m ÂÕË×. ÷Ù�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ �Ï Wm(n−1)ÓÌÏ×. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ Wm(n) = m ·Wm(n− 1) = m ·m ·W (n− 2) = · · · = mn−1 ·W (1) = mn. �1.3.3.ðòåäìïöåîéå. õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n! Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X = {x1; x2; : : : ; xn}. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × n◦ 1.3.1 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-2) ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑÍÉ É ÓÌÏ×ÁÍÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ X f

- X É n-ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ (× ÁÌÆÁ×ÉÔÅ x1; x2; : : : ; xn), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ xi ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÞÅÒÅÚ V (n) É ×Ù�ÉÛÅÍ ÉÈ �Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁi-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ xi. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ V (n − 1) ÓÌÏ×, ÏÔËÕÄÁV (n) = n · V (n− 1) = n · (n− 1) · V (n− 2) = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (��ÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ�). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �Ï�ÁÒÎÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Â) ∃ ×ÌÏÖÅÎÉÅ X ⊂ - X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ;×) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X -- X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aut (N)?1.4.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ×ÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X f
- Y Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á X × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× | �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f

- Y | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ X ××ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× É ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) : X = ⊔y∈im(f) f−1(y) : (1-3)�ÁËÏÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÅÎ.1.4.1.ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ (n◦ 1.3.2){(n◦ 1.3.3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mapm;n ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn × m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ym, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ Xn É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevx : Mapm;n f 7→f(x)
- Ym ; (1-4)ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Xn f

- Ym ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn−1 = Xn r {x} (�Ï-ÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ X ÔÏÞËÉ x) × Ym:ev−1x (y) = {Xn f
- Ym | f(x) = y} ≃ Hom(Xn−1; Ym) ;òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mapm;n ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅm �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Mapm;(n−1). ðÏÜÔÏÍÕ1

|Mapm;n| = m · |Mapm;(n−1)| = m ·m · |Mapm;(n−2)| = · · · = mn−1 · |Mapm;1| = mn :áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn,ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ Xn É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevx : Sn f 7→f(x)
- Xn :1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |M | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M



6 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ðÏ×ÔÏÒÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Sn ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÓÌÏ£× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ evx, �ÒÉÞ£Í ÓÌÏÊ ev−1x (x′) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x′ ∈ Xn, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÉ-ÅË�ÉÊ Xn ∼
- Xn, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ x × x′, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÂÉÅË�ÉÊ ÍÅÖÄÕ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍXn−1 = Xr{x} É (n−1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍX ′n−1 = Xr{x′}. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ××Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï É ÒÁ×ÎÏ |Sn−1|. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

|Sn| = |Xn| · |Sn−1| = n · |Sn−1| = n · (n− 1) · |Sn−2| = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 = n! :÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÙÎÅÛÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ (n◦ 1.3.2{n◦ 1.3.3), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏ-ÓÔÁ×ÉÔØ �ÓÌÏ×ÁÒÉË�, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÅÒÅÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÉ × ÄÒÕÇÉÅ. �ÁË ÆÒÁÚÁ �ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X� ÉÚ ÎÙÎÅÛÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁ ÑÚÙËÅ (n◦ 1.3.2{n◦ 1.3.3) Ú×ÕÞÁÌÁ ÂÙ ËÁË �ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ× ÓÌÏ×Å w(f) ËÁËÏÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÚÉ�ÉÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á�. ðÒÉ ÜÔÏÍ�ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ∈ Xn ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ x = x1, Á �ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑÂÕË×Á × ÓÌÏ×Å f(w)� ÏÚÎÁÞÁÅÔ ��ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evx1�. þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÄÅÔÁÌÑÈ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÏ ËÏÎ�Á.1.4.2.ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÈ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a1 + a2 + · · · + ak)n ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÕÞÁÔØ (×ÚÑÔÙÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ)ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ am11 am22 · · · amkk , �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÀÂÙÅ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 6 mi 6 nÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ m1 +m2 + · · · +mk = n , Ô. Å.(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n( nm1 : : :mk) · am11 am22 · · · amkk ; (1-5)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ( nm1:::mk) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ1. ðÅÒÅÍÎÏÖÅ-ÎÉÅ n ÓËÏÂÏË (a1+a2+ · · · +ak) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÙÂÏÒÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË �Ï ÂÕË×Å, �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉÜÔÉÈ ÂÕË× É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ×ÙÂÏÒÁÍ ÂÕË××ÎÕÔÒÉ ÓËÏÂÏË). ÷ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕË×Õ É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÂÕË×Ù ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ-×Ï ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ×ÎÏÓÑÝÉÅ ×ËÌÁÄ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�ÒÉ am11 am22 · · · amkk �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×ÁÍ ÉÚ m1 ÂÕË× a1, m2 ÂÕË× a2, . . . , mk ÂÕË×ak. þÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×, ÓÄÅÌÁÅÍ m1 ÂÕË× a1 �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉ× ËÁÖÄÕÀ ÉÚÎÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÍ Ó m2 ÂÕË×ÁÍÉ a2, m3 ÂÕË×ÁÍÉ a3 É Ô. Ä. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m1 +m2 + · · · +mk �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×:a(1)1 ; a(2)1 ; : : : ; a(m1)1
︸ ︷︷ ︸m1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a1 ; a(1)2 ; a(2)2 ; : : : ; a(m2)2

︸ ︷︷ ︸m2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a2 ; : : : : : : : : : ; a(1)k ; a(2)k ; : : : ; a(mk)k
︸ ︷︷ ︸mk ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× ak : (1-6)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÂÕË×ÁÍÉ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ n! . �Å�ÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Y ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ m1 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a1, m2 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a2, . . . , mkÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× ak, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f

- Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÉÒÁÅÔ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ Õ �ÏÍÅÞÅÎ-ÎÙÈ ÂÕË×. ïÎÏ Ü�ÉÍÏÒÆÎÏ, É �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m1! ·m2! · · · · ·mk! ÓÌÏ×,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ m1 ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a(j)1 , m2 ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÕÂÕË× a(j)2 , . . . , mk ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a(j)k × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x ∈ X, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÍ × y. éÚÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1-3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
( nm1 : : :mk) = n!m1! ·m2! · · · · ·mk! ; (1-7)É ÆÏÒÍÕÌÁ (1-5) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n n! · am11 am22 · · · amkkm1! ·m2! · · · · ·mk! : (1-8)ðÒÉ k = 2 ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ2:(a+ b)n = n∑k=0 n! · akbn−kk!(n− k)! : (1-9)1ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ2ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 7õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ?1.5.òÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁX × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÄÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ�. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÙ ÔÁËÏ×Ï. îÁÚÏ×£Í ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏR ⊂ X ×X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒX ×X = {(x1; x2) | x1; x2 ∈ X} :ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ (x1; x2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË x1 ∼R x2. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
∼R := �6� (x1 6 x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ x2) (1-10)
∼R := � ... � (x1 ...x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x2) (1-11)
∼R := �=� (x1 = x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÒÁ×ÅÎ x2) (1-12)
∼R := �≡ (mod n)� (x1 ≡ x2 (mod n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ1, ÞÔÏ (x1 − x2) ...n) (1-13)âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:x∼R x ∀x∈X ; (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ) (1-14)

∀ x1; x2; x3 ∈ X ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊx1 ∼R x2 É x2 ∼R x3×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ x1 ∼R x3 ; (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) (1-15)
∀ x1; x2 ∈ X x1 ∼R x2 ⇐⇒ x2 ∼R x1 : (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-16)�ÁË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-12) É (1-13) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-10) É (1-11) | ÎÅÔ (ÏÎÉ ÎÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ). åÓÌÉ X ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅx1 ∼x2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x1 É x2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÏ×£Í ËÌÁÓÓÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï[x℄R = {z ∈ X | x∼R z} = {z ∈ X | z∼R È} ;ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ x (× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R ÎÅ ×ÁÖÎÏÓ ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÚÎÁËÁ ∼R �ÉÓÁÔØ x). åÓÌÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ× [x℄R É [y℄RÎÅ �ÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ, R-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ËÁË x, ÔÁË É y, ÔÏ x É y, × ÓÉÌÕ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R, ÂÕÄÕÔ R-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É, �Ï ÔÅÍ ÖÅ�ÒÉÞÉÎÁÍ, ËÌÁÓÓÙ [x℄R É [y℄R ÂÕÄÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, X ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.éÔÁË, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ X ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ X ×ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.1.5.1.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼R ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÎÏ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Á ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

∀ x1; x2 ∈ X ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊx1 ∼R x2 É x2 ∼R x1×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ x1 = x2. (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-17)1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x1 ≡ x2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ �x1 ÓÒÁÎÉÍÏ Ó x2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ n�



8 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.éÚ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-10){(1-11) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ �ÏÒÑÄËÁÍÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ, Á ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ | ÎÅÔ1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ Î£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÓÏËÒ. ÞÕÍ ÏÍ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. âÕÄÕÔ ÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ �ÏÒÑÄËÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÄÅ-ÌÅÎÉÊ �ÉÆÅÒÂÌÁÔÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÞÁÓÏ×:Á) x 4 y, ÅÓÌÉ ÉÓÞÉÓÌÑÅÍÙÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÕÇÏÌ ÏÔ x Ë y ÍÅÎØÛÅ 30◦ ?Â) x 4 y, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÄÎÑ ÍÉÎÕÔÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÕËÁÖÅÔ ÎÁ x ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ y ?(ïÔ×ÅÔ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (2) .)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, | ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.1.5.2.ðÒÉÍÅÒ: ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Xm = {1; 2; : : : ; m}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ �6 �. îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Xm '
- Xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ3, ÅÓÌÉ ∀ x1; x2 ∈ Xm ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áx1 < x2 ×Xm ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x1) < '(x2) ×Xn; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ4,ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x1 6 x2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x1) 6 '(x2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ Xm '

- Xn É ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉXm  
- Xn+m−1. üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅXm '

- Xn × ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Xm  
- Xn+m−1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ  (k) = '(k) + k − 1 ÇÄÅ k = 1; 2; : : : ; m ∈ Xm .1.6.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊX f

- Y g
- ZÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X - Z, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁ-ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ X × ÔÏÞËÕ g(f(x)) ∈ Z, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g◦f ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ gf .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g

- YÁ) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ⇐⇒ ∃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y f
- X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ fg = IdX (×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g);Â) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ ⇐⇒ ∃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y h
- X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ gh = IdY (×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g).ëÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ5:(fg)h = f(gh) ∀ ÔÒ£È ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X h

- Y g
- Z f

- T . (1-18)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1-18) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ËÁÖÄÙÊ x ∈ X × f(g(h(x))) ∈ T .ïÄÎÁËÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fg = gf (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÉÌÉ �ÅÒÅÍÅ-ÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÕ �ÒÑÍÙÈ `1 É `2, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÅ O �ÏÄ ÏÓÔÒÙÍÕÇÌÏÍ �, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1 É �2 ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ. ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ �1�2 É �2�1. òÁ×ÎÙ ÌÉ ÏÎÉ?âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÅÌØÚÑ ��ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ� X h
- Y É Z f

- T , ÅÓÌÉY ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó Z), É ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ gf Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á fg | ÎÅÔ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ f; g ∈ End(X) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.1ÓËÁÖÅÍ, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ −12 É 6 ÎÅ ÒÁ×ÎÙ, ÎÏ −12 ≡ 6 (mod 9) É 6 ≡ −12 (mod 9)2 ÏÔ×ÅÔ:(Â)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,Á(Á)|ÎÅÔ3ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ �ÏÒÑÄÏË4ÉÌÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ �ÏÒÑÄÏË5× ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 9åÝ£ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fg1 = fg2, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï g1 = g2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1f = g2f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉfg1 = fg2 ⇒ g1 = g2 É g1f = g2f ⇒ g1 = g2ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÞÔÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ f , ÓÍ. Õ�Ò. 1.10)1.6.1.ðÒÉÍÅÒ: ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ä×ÕÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2}. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ {1; 2} f
- {1; 2} ÓÌÏ×ÁÍÉw(f) = ((f(1); f(2)) (ËÁË × n◦ 1.3.1). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï End({1; 2}) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£ÈÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2) ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ:g�f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1)(1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1)(2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2)�ÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ End({1; 2})× End({1; 2}) (g;f)7→gf

- End({1; 2}). (1-19)(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ (2; 2)◦(1; 1) 6= (1; 1)◦(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ×ÓÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÎÏ �ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ� �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. äÌÑ X = {1; 2} É Y = {1; 2; 3} ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (1-19) ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑHom(X;Y )×Hom(Y;X) (g;f) 7→gf
- End(X)Hom(Y;X)×Hom(X;Y ) (f;g) 7→fg
- End(Y ) :1.7.ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g

- Y ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ g−1(y) ⊂ X ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É �ÒÁ×ÉÌÏ y 7→ g−1(y) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅX �

g−1 Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ág◦g−1 = IdY É g−1
◦g = IdX : (1-20)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g ×ÓÍÙÓÌÅ Õ�Ò. 1.10.1.7.1.ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅX g

- Y �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ;(2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �

g′ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g◦g′ = IdY É g′◦g = IdX .(3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁË ÌÅ×ÙÍ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ;ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë gÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (2) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (1-20). éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2) ⇒ (3)ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (3) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) É (1). ðÕÓÔØ X g
- Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍX �

f Y (ÔÁËÉÍ ÞÔÏ f◦g = IdX) É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ X �

h Y (ÔÁËÉÍ ÞÔÏ g◦h = IdY ). �ÏÇÄÁ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: f = f◦IdY = f◦(g◦h) = (f◦g)◦h = IdX◦h = h ; (1-21)É ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g′ = f = h. ðÏÓËÏÌØËÕ g(g′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1(y)ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ g′(y). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ g−1(y) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) = y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = IdX(x) = g′(g(x)) = g′(y). ðÏÜÔÏÍÕ f−1(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g′(y). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É g′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó g−1. �


