
á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×1æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ,ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ
üÔÏ ÚÁ�ÉÓËÉ ÚÁÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ �ÒÏ×ÏÄÉÌ × 57-Ê É 179-Ê ÍÏÓËÏ×-ÓËÉÈ ÛËÏÌÁÈ É ÎÁ ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ × äÕÂÎÅ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅË�ÉÉ, �ÒÏÞÉÔÁÎ-ÎÏÊ ÍÎÏÀ ÎÁ ÍÁÌÏÍ ÍÅÈ-ÍÁÔÅ 25 Á�ÒÅÌÑ 2009 ÇÏÄÁ. ïÔ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÎÉËÁËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÚÎÁÎÉÊ ËÒÏÍÅ ÕÍÅÎÉÑ (ÉÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÖÅÌÁÎÉÑ) ÒÁÓËÒÙ×ÁÔØ ÓËÏÂËÉ. ãÅÌØÀ ÚÁÎÑÔÉÊ ÂÙÌÏ ÚÎÁ-ËÏÍÓÔ×Ï Ó ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (×ËÌÀÞÁÑ ÂÉÎÏÍ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅ-ÌÅÍ) É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÅËÓÔÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ �ÒÉÚ×ÁÎÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ�ÒÏÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÅ × ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÁÌÏÇÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ Ó ÁÕÄÉÔÏÒÉÅÊ.÷ÓÅ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.
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§1.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÒÑÄÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.1.1.óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · · (1-1)ÇÄÅ x | �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, Á ai | ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ F. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å F ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ÉÌÉ �ÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, ÉÌÉ �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ C (ÅÓÌÉ ×Ù Ó ÎÉÍ ÚÎÁËÏÍÙ). ÷Ó£, ÞÔÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÉÔØ Ó ÎÉÍÉ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ(ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1-1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,Ä×Á ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁ×ÎÙ ×ÓÅ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F[[x℄℄. òÑÄ, × ËÏÔÏÒÏÍÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F[x℄ ⊂ F[[x℄℄. îÏÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ F[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f) .1.2.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÒÑÄÁÍÉ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÒÑÄÁÍ f1; f2; : : : ; fnÎÏ×ÙÊ ÒÑÄ g, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÑÄÁ g ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÏ× f1; f2; : : : ; fn.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·g(x) = b0 + b1x+ b2x2 + · · · ; (1-2)ÔÏ ÒÑÄÙ f(x) + g(x) = s0 + s1x + s2x2 + · · · É f(x) · g(x) = p0 + p1x + p2x2 + · · · ÉÍÅÀÔ �ÒÉ xmËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙsm = am + bm É pm = a0bm + a1bm−1 + · · · + am−1b1 + amb0 = m∑i=0 aibm−i ; (1-3)ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÒÑÄÏ× f É g.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÍÅÓÔÏ x ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x = � ∈ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ �×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ� f(�) �ÒÉ � 6= 0 ÄÌÑ ÒÑÄÁ f Ó ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÊÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ. �ÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = 0 ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍÔÁËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ.á ×ÏÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÒÑÄ f(x) ×ÍÅÓÔÏ x ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÑÄÁ g(x) = b1x+ b2x2 + · · · ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÒÑÄf(g(x)) = ∑k>0 ak(b1x+ b2x2 + · · · )k == a0 + a1(b1x+ b2x2 + · · · ) + a2(b1x+ b2x2 + · · · )2 + a3(b1x+ b2x2 + · · · )3 + · · · == a0 + (a1b1) · x+ (a1b2 + a2b21) · x2 + (a1b3 + 2 a2b1b2 + a3b31) · x3 + · · · ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ xm ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÉÑÎÉÅ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÅ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (×ÓÅ �ÏÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ xm+1), �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ×ËÌÁÄ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ xm ×ÎÏÓÉÔ ÌÉÛØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. 2



§ 2. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. 31.3.äÅÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×. òÑÄ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ g(x), ÔÁËÏÊ ÞÔÏf(x) · g(x) = 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ g(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÒÑÄÕ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 1=f(x)ÉÌÉ f−1(x) . åÓÌÉ ÒÑÄ f(x) ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ: ÞÁÓÔÎÙÍ h(x)=f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÑÄ h(x) · f−1(x) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (1− x)(1 + x+ x2 + x3 + x4 + · · · ) = 1, ÏÔËÕÄÁ11− x = 1 + x+ x2 + x3 + · · · = ∑k>0 xk : (1-4)æÏÒÍÕÌÁ (1-4) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÒÑÄÁÍÉ, ÏÔÎÀÄØ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÎÅÇÏ ×ÍÅÓÔÏ x ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÔÁËÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÙÅ ÒÑÄÙ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏx ÏÄÎÏÞÌÅÎ �xm, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (1-4) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ11− �xm = 1 + �xm + �2x2m + �3x3m + · · · = ∑k>0�kxkm ; (1-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏ× Á) 1=(1+x) Â) 1=(1±xm) ×) 1=(1+x+x2)1.3.1.ðòåäìïöåîéå. òÑÄ f(x) = a0+a1x+a2x2+ · · · ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁa0 6= 0. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÒÑÄ f−1(x) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï f , É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÒÑÄÁf 7→ f−1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ f−1(x) = b0 + b1x + b2x2 + · · · ∈ F[[x℄℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · f−1(x) = 1,ÔÏ a0b0 = 1, ÏÔËÕÄÁ a0 6= 0. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a0 6= 0. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x) · f−1(x) = 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ biÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ a0b0 = 1a0b1 + a1b0 = 0a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·a0b� + a1b�−1 + · · ·+ a�b0 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ; (1-6)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ×ÓÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ b0 = 1=a0 É ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÅÈk > 1, bk = −(a1bk−1 + a2bk−2 + · · ·+ akb0)=a0. �

§2.ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.2.1.þÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ un Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ u0 = 0, u1 = 1 É uk = uk−1 + uk−2 �ÒÉk > 2, Ô. Å. ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ.ëÁË Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ uk ÞÅÒÅÚ k ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄu(x) = ∑k>0 ukxk = u0 + u1x+ u2x2 + · · · ;



4 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k > 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑuk − uk−1 − uk−2 = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÑÄÏ×(1− x− x2) · (u0 + u1x+ u2x2 + u3x3 + u4x4 + · · · ) (2-1)ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ xk Ó k > 2. á �ÏÓËÏÌØËÕ u0 = 0 É u1 = 1,ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ x . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,u(x) = u0 + u1x+ u2x2 + u3x3 + u4x4 + · · · = x1− x− x2 ; (2-2)É ÏÔÙÓËÁÎÉÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÔÙ×ÁÎÉÀ �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍ Å£ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ t2+p t+q ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ a É b, ÔÁË ÞÔÏ t2+p t+q = (t−a)(t−b).õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ 1 + p x+ q x2 = (1− ax)(1− bx) .ëÏÒÎÑÍÉ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ t2 − t− 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ a = (1 +√5) =2 É b = (1−√5) =2 , É �Ï Õ�Ò. 2.1x1− x− x2 = x(1− ax)(1− bx) :üÔÕ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ:x(1− ax)(1− bx) = �1− ax + �1− bx ; (2-3)ÇÄÅ � É � | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÊÄ£Í. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2-3)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ x = �(1− bx) + �(1− ax)ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï x,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = 1=a, �ÏÌÕÞÁÅÍ � = 1=(a− b), Á �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = 1=b, �ÏÌÕÞÁÅÍ � = −1=(a− b) .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (2-2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ:x(1− ax)(1− bx) = 1(a− b) · ( 11− ax − 11− bx) = 1(a− b) · ∑k>0(ak − bk) · xk ;É ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄuk = ak − bka− b ; ÇÄÅ a = 1 +√52 ; b = 1−√52 : (2-4)2.2.òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ai | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ×ÉÄÁ ak = �1ak−1 + �2ak−2 + · · · + �nak−n ; (2-5)× ËÏÔÏÒÏÍ �1; �2; : : : ; �n | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �n 6= 0) É ËÏ-ÔÏÒÏÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k > n. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2-5) ×ÙÒÁÖÁÅÔ k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÞÅÒÅÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ n ÞÌÅÎÏ× É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ×ÓÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ak, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙ Å£ �ÅÒ×ÙÅ n ÞÌÅÎÏ× a0; a1; : : : ; an−1 . òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2-5) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉa0; a1; : : : ; an−1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ak ÞÅÒÅÚ k ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.�ÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (2-4) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÒÅÛÁÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁuk = uk−1 + uk−2 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ u0 = 0, u1 = 1. ó�ÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÜÔÕÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎ£Î ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2-5) Ó �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÑ (2-5) × ×ÉÄÅak − �1ak−1 − �2ak−2 − · · · − �nak−n = 0 (2-6)



§ 2. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. 5É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1-3) ÎÁ ÓÔÒ. 2, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2-6) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅp(x) = (1− �1x− �2x2 − · · · − �nxn) · (a0 + a1x+ a2x2 + · · · ) == p0 + p1x+ · · ·+ pn−1xn−1 (2-7)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ (n − 1) | ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ xk Ó k > nÚÁÎÕÌÑÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2-6). åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ �ÅÒ×ÙÅ n ÞÌÅÎÏ× a0; a1; : : : ; an−1 �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ai, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ñ×ÎÙÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓËÏÂÏË ÉÚ (2-7)(�ÒÉÞ£Í ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ n).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ak �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÕ Ñ×ÎÏÇÏ ÒÁÚ-×£ÒÔÙ×ÁÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉp(x)1− �1x− �2x2 − · · · − �nxn : (2-8)äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:1− �1x− �2x2 − · · · − �nxn = n∏i=1(1− �ix) = (1− �1x)(1− �2x) · · · (1− �nx) ; (2-9)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2-9) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ �1; �2; : : : ; �n Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �(t) = tn − �1tn−1 − �2tn−2 − · · · − �n (2-10)(Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �(t) = n∏i=1(t−�i)). íÎÏÇÏÞÌÅÎ (2-10) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2-5).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �1; �2; : : : ; �n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ Õ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (2-10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË × n◦ 2.1 | ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (2-8) × ÓÕÍÍÕ ÄÒÏÂÅÊp(x)(1− �1x)(1− �2x) · · · (1− �nx) = �11− �1x + �21− �2x + · · · + �n1− �nx ; (2-11)ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ �1; �2; : : : ; �n | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÏÄÂÅÒ£Í. õÍÎÏ-ÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (2-11) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (2-11) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õp(x) = n∑i=1 ∏� 6=i(1− ��x) · �iÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 (n − 1) . þÔÏÂÙ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑx = 1=�1; 1=�2; : : : ; 1=�n , ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ (2-11) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ�i = �n−1i p(1=�i)
∏� 6=i(�i − ��) = p0�n−1i + · · · + pn−2�i + pn−1

∏� 6=i(�i − ��) ; (2-12)ÇÄÅ p(x) = p0 + p1x+ · · ·+ pn−1xn−1 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (2-7). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2-11) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ�i1− �ix = �i · ∑k>0 �ki xk = �i + �i�ix+ �i�2i x2 + �i�3i x3 + · · ·



6 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊÉ ÓÌÏÖÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:p(x)1− �1x− �2x2 − · · · − �nxn = ∑k>0 (�1�k1 + �2�k2 + · · · + �n�kn) · xk :éÔÁË, ÅÓÌÉ ×ÓÅ n ËÏÒÎÅÊ �1; �2; : : : ; �n ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑtn − �1tn−1 − �2tn−2 − · · · − �n = 0ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ak = �1ak−1 + �2ak−2 + · · · + �nak−n Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÕÍÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊak = �1�k1 + �2�k2 + · · · + �n�kn ; (2-13)×ÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �1; �2; : : : ; �n, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2-12).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ak ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉÁ) ak = 3 ak−1 − 2 ak−2, a0 = 0, a1 = 1 ;Â) ak = 6 ak−1 − 11 ak−2 + 6 ak−3, a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2 .÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, Ô. Å.1− �1x− �2x2 − · · · − �nxn = r∏i=1(1− �ix)mi = (1− �1x)m1(1− �2x)m2 · · · (1− �rx)mr(ÇÄÅ ×ÓÅ �1; �2; : : : ; �r ÒÁÚÌÉÞÎÙ É m1+m2+ · · · +mr = n), ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (2-8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÕÍÍÏÊ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ:p(x)(1− �1x)m1(1− �2x)m2 · · · (1− �rx)mr = �1(x)(1− �1x)m1 + �2(x)(1− �2x)m2 + · · · + �n(x)(1− �rx)mr ;ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ �i(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅmi. äÌÑ ÉÈ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅÄÌÑ ÒÁÚ×£ÒÔÙ×ÁÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ �(x)=(1 − �x)m �ÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÔØ.
§3.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×.3.1.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·×ÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x+ t, ÇÄÅ t | ÅÝ£ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÑÄ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈf(x+ t) = a0 + a1(x+ t) + a2(x+ t)2 + · · · :òÁÓËÒÏÅÍ × Î£Í ×ÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ,f(x+ t) = a0 +a1x + a1 · t+a2x2+ 2 a2x · t+ a2 · t2+a3x3+3 a3x2 · t+3 a3x · t2+ a3 · t3+

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·= f(x)+ f1(x) · t+f2(x) · t2+f3(x) · t3 + · · · ; (3-1)



§ 3. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×. 7ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ fm(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÒÑÄ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ tm.òÑÄ f1(x), ÓÌÕÖÁÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ t, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f ′(x). éÔÁË, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ | ÜÔÏ �ÅÒ×ÙÊ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ �Ï t, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ f(x+ t)− f(x) , ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ t :f(x+ t) = f(x) + f ′(x) · t+ (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) : (3-2)3.1.1.ðòåäìïöåîéå. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ÒÁ×ÎÁf ′(x) = ∑k>1 k akxk−1 = a1 + 2 a2x+ 3 a3x2 + · · · (3-3)(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x+ t)− f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ t. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙak − bka− b = ak−1 + ak−2b+ ak−3b2 + · · ·+ abk−2 + bk−1
︸ ︷︷ ︸k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ :ðÏÌÁÇÁÑ × ÎÅÊ a = (x+ t), b = x, �ÏÌÕÞÁÅÍ(x+ t)k − xkt = (x+ t)k−1 + (x+ t)k−2x+ (x+ t)k−3x2 + · · ·+ xk−1

︸ ︷︷ ︸k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ; (3-4)ÏÔËÕÄÁf(x+ t)− f(x)t = a1 · (x+ t)− tt + a2 · (x+ t)2 − t2t + a3 · (x+ t)3 − t3t + · · · == ∑k>1 ak · ((x+ t)k−1 + (x+ t)k−2x+ (x+ t)k−3x2 + · · ·+ xk−1) : (3-5)óÏÇÌÁÓÎÏ (3-2), ÒÑÄ f ′(x) | ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÒÑÄÁ (3-5), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÁË ÒÑÄ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊt Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÒÑÄÁÍÉ ÏÔ x. äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÍ × (3-5) t = 0. ïÔÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÕÍÍÁ (3-4) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × k xk−1, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3-3). �3.1.2.ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F É ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× f; g ∈ F[[x℄℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (�f)′ = � · f ′ ; (f + g)′ = f ′ + g′ ; (fg)′ = f ′ · g + f · g′ : (3-6)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ(f(g(x))′ = g′(x) · f ′(g(x)) ; (3-7)Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)′ = − f ′f2 : (3-8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3-6) ×ÙÔÅËÁÀÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-3). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3-6) (ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ìÅÊÂÎÉ�Á) �ÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÒÑÄÙf(x+ t) = f(x) + t · f ′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2)g(x+ t) = g(x) + t · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) :ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ t2 , �ÏÌÕÞÉÍf(x+ t)g(x+ t) = f(x)g(x) + t · (f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) ;ÏÔËÕÄÁ (fg)′ = f ′ · g + f · g′.



8 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊðÒÁ×ÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÒÑÄÏ× (3-7) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×f(x) ×ÍÅÓÔÏ x ÒÑÄ g(x+ t) :f(g(x+ t)) = f(g(x) + t · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2)) :ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) × ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ f , ÞÅÒÅÚ�(x; t) = t · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) ;�ÏÌÕÞÁÅÍf(g(x+ t)) = f(g(x) + �(x; t)) == f(g(x)) + �(x; t) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ �(x; t)2) == f(g(x)) + t · g′(x) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) ;ÏÔËÕÄÁ (f(g(x))′ = g′(x) · f ′(g(x)).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f · f−1 = 1.ðÏÌÕÞÉÍ f ′ · f−1 + f ·
(f−1)′ = 0 , ÏÔËÕÄÁ (f−1)′ = −f ′=f2 . �3.2.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á (ÔÒÅ-ÔØÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (3-6)) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:(f1(x) · f2(x) · f3(x) · · · · · fm(x))′ =f ′1(x) · f2(x) · f3(x) · · · · · fm(x)++f1(x) · f ′2(x) · f3(x) · · · · · fm(x)++f1(x) · f2(x) · f ′3(x) · · · · · fm(x)++ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ++f1(x) · f2(x) · f3(x) · · · · · f ′m(x) :åÓÌÉ ×ÓÅ m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ(fm(x))′ = m · fm−1(x) · f ′(x) : (3-9)C Å£ �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ × ÒÑÄm-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 1=(1−x)m .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-8) É (3-9) �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m-ÔÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ 1=(1− x) ÒÁ×ÎÁm!=(1− x)m+1 .äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ m− 1 ÒÁÚ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ 1=(1− x) = 1+ x+ x2 + x3 + x4 + · · · , �ÏÌÕÞÉÍ�Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ 1(1− x)m = ∑k>0 (k +m− 1)(k +m− 2) · · · (k + 1)(m− 1)! · xk : (3-10)üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2-5), ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ × ËÏÎ�Å §2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (3-10) ÄÌÑ 1=(1−x)2 , ÎÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ak, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: a0 = 1, a1 = −1 É ak = 2ak−1 − ak−2�ÒÉ k > 2.
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§4.ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ×.4.1.ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (3-3) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ,�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ f(x). ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔf É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

∫ f(x) dx def= a0x+ a12 x2 + a23 x3 + · · · = ∑k>1 ak−1k xk : (4-1)4.2.ìÏÇÁÒÉÆÍ. ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑln(1 + x) def= ∫ dx1 + x = ∫
(1− x+ x2 − x3 + · · ·

) dx == x− x22 + x33 − x44 + x55 − · · · = ∑k>1 (−1)k−1k xk : (4-2)÷ÍÅÓÔÏ 1 + x × ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ |ÒÑÄ ln(u(x)) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (4-2) ×ÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x)−1 ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × (n◦ 1.2), ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-7) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁu Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ (lnu)′ = u′=u (�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ u).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÑÄÏ× ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ N ⊂ F[[x℄℄, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÒÑÄÏ× Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ | ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[x℄℄ . íÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÏÊÒÑÄ f(x) = 0 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÒÑÄÏ×, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï UÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÒÑÄ f(x) = 1 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑÒÑÄÏ× (×ÓÅ ÒÑÄÙ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ).ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÒÑÄ u(x) ∈ U × ÒÑÄ ln(u(x)) ∈ N , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ log : U u 7→lnu
- N : (4-3)íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÒÑÄÏ× × U × ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× × N É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅË ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ.4.3.üËÓ�ÏÎÅÎÔÁ. òÑÄ ex def= ∑k>0 xkk! = 1 + x+ x22 + x36 + x424 + x5120 + · · · (4-4)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ. üÔÏÔ ÒÑÄ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ f(x) = ex | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f ′(x) = f(x).ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (4-4) ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ �(x) ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ e�(x) ÓÏÓ×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ �(x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp : N � 7→e�
- U : (4-5)



10 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ4.3.1.�åïòåíá. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (4-5) É (4-3) ÏÂÒÁÔÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× ÓÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u; u1; u2 ∈ U É �; �1; �2 ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÔÏÖÄÅÓÔ×Á: ln e� = � ; elnu = u ; ln(u1u2) = ln(u1) + ln(u2) ; e�1+�2 = e�1e�2 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÑÄÏ× f É g Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f = g É f ′ = g′ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.òÑÄÙ ln(ex) É x ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:ln(ex)′ = (ex)′ex = exex = 1 = x′ :ðÏÜÔÏÍÕ ln(ex) = x . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ �(x) ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍln e� = � ∀ � ∈N : (4-6)éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ U ln
- N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �ÎÁ� | ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ� ∈ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÏÔ ÒÑÄÁ e� ∈ U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÒÑÄÙ ÉÚ Uu1(x) = 1 + a1x+ a2x2 + · · · É u2(x) = 1 + b1x+ b2x2 + · · ·ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ. åÓÌÉ ln(u1) = ln(u2), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ln(u1)′ = u′1=u1 ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊln(u2)′ = u′2=u2, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÄÁ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a1 + 2a2x+ 3a3x2 + · · · ) · (1 + b1x+ b2x2 + · · · ) = (b1 + 2b2x+ 3b3x2 + · · · ) · (1 + a1x+ a2x2 + · · · ) :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑa1 = b12a2 + a1b1 = a1b1 + 2b23a3 + 2a2b1 + a1b2 = a2b1 + 2a1b2 + 3b3

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·k · ak + k−1∑m=1m · ambk−m−1 = k−1∑m=1m · bmak−m−1 + k · bk
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ak = bk ÄÌÑ ×ÓÅÈ k , Ô. Å. u1(x) = u2(x) .éÔÁË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ U ln

- N ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4-6) ×ÙÔÅËÁÅÔÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u ∈ U ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï elnu = u | ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-ÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ó ÕÞ£ÔÏÍ (4-6). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×Á-ÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u1; u2 ∈ U ÒÑÄÙ ln(u1u2) É lnu1 + lnu2 ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:(ln(u1u2))′ = (u1u2)′u1u2 = u′1u2 + u1u′2u1u2 = u′1u1 + u′2u2 = (lnu1)′ + (lnu2)′ = (lnu1 + lnu2)′ :ðÏÜÔÏÍÕ ln(u1u2) = lnu1 + lnu2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ U ln
- N �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÒÑÄÏ× × U × ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× N . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏ× × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀u∈U ln(1=u) = −u.
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§5.âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ.5.1.óÔÅ�ÅÎØ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÙÊ ÒÑÄ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ � ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1 + È)� def= e� ln(1+x):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ 1+x �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ1 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÑÄÏ× Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × �-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ U u 7→u�=e� lnu

- U ;Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F . üÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉÏÔ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ × (n◦ 4.3.1) Ó×ÏÊÓÔ× ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u; v ∈ U ÉÞÉÓÅÌ �; � ∈ F ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áu� · u� = e� lnu · e� lnu = e� lnu+� lnu = e(�+�) lnu = u�+� (5-1)(u�)� = e� ln(u�) = e� ln(e� lnu) = e�� lnu = u�� (5-2)(uv)� = e� ln(uv) = e�(lnu+ln v) = e� lnu+� ln v = e� lnu · e� ln v = u�v� (5-3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ u1=n = n√u × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ
(u1=n)n = u .5.2.âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. þÔÏÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÂÉÎÏÍÁ(1 + x)� = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ;Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ (ÓÍ. Õ�Ò. 4.1):((1 + x)�)′(1 + x)� = (ln(1 + x)�)′ = (ln e� ln(1+x))′ = (� ln(1 + x))′ = �1 + x :ðÒÉ×ÏÄÑ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(a1 + 2a2x+ 3a3x2 + · · ·
)
· (1 + x) = � · (1 + a1x+ a2x2 + a3x3 + · · · ) :óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ xk−1 × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍkak + (k − 1)ak−1 = �ak−1 ;ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍak = �− (k − 1)k · ak−1 = (�− (k − 1))(�− (k − 2))k(k − 1) · ak−2 = · · ·

· · · = (�− (k − 1))(�− (k − 2)) · · · (�− 1)�k! :óÔÏÑÝÁÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ É × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ �Ï k ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÀ ÞÉÓÌÁ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ: × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ | ÏÔ k ÄÏ1ÞÔÏ, ËÁË É ×ÙÛÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x) − 1 ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ



12 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ1, × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ | ÏÔ � ÄÏ (� − k + 1). üÔÁ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (�k) def= �(�− 1) · · · (�− k + 1)k! (5-4)îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ5.2.1.�åïòåíá (æïòíõìá îøà�ïîá). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ(1 + x)� = ∑k>0 (�k)xk = 1 + �x+ �(�− 1)2 x2 + �(�− 1)(�− 2)6 x3 + · · · :
�5.3.âÉÎÏÍ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ � = n ∈ NÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ k > n ×ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ (5-4) ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ�ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ:(1 + x)n = 1 + nx+ n(n− 1)2 x2 + · · · + xn = n∑k=0 (nk)

· xk ;Á ÓÁÍÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ k ÎÁn− k:
(nk) = n(n− 1) · · · (n− k + 1)k! = n!k! · (n− k)! = n!(n− k)! · k! = n(n− 1) · · · (k + 1)(n− k)! = ( nn− k)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØk ÂÕË×ÁÍÉ Á É (n− k) ÂÕË×ÁÍÉ Â (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ).5.4.âÉÎÏÍ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. ðÒÉ � 6∈ N ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÅÌÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ � = −m , m ∈ N ,ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3-10)1(1 + x)m = 1−mx+ m(m+ 1)2 x2 − m(m+ 1)(m+ 2)6 x3 + · · · = ∑k>0(−1)k(m+ kk )

· xk ;ÄÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ × n◦ 3.2.5.5.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÏ×. ðÒÉ � = 1=n , n ∈ N ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ × ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÄÉËÁÌn√1 + x = 1 + 1n x+ 1n ( 1n − 1)2 x2 + 1n ( 1n − 1) ( 1n − 2)6 x3 + · · · == 1 + xn − n− 12 · x2n2 + (n− 1)(2n− 1)2 · 3 · x3n3 − (n− 1)(2n− 1)(3n− 1)2 · 3 · 4 · x4n4 + · · · :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 2 × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ xk ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ(−1)k−1 · 1 · 3 · 5 · · · · (2k − 3)2 · 4 · 6 · · · · (2k) = (−1)k−12k − 1 · (2k)!(2 · 4 · 6 · · · · (2k))2 = (−1)k−1(2k − 1) · 4k ·
(2kk ) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

√1 + x = ∑k>0 (−1)k−12k − 1 ·
(2kk )

· xk4k : (5-5)



§ 5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ. 135.6.þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (5-5) ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÄ-ÎÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ, ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈÚÁÄÁÞÁÈ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n+ 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈa0 + a1 + a2 + · · · + an (×ÓÅÇÏ n �ÌÀÓÏ×) (5-6)× ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. �ÁËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏ×, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎËÒÅÔ-ÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ �+� ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ × ÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÊ n �ÌÀÓÏ×ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ n. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 0 = 1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ �ÌÀÓÏ× ÄÁÌÅËÏ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ 1 = 1, 2 = 2, 3 = 5, 4 = 14 (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, n 6= n!).ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ (5-6) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅ×Á�ÌÀÓ, ÒÁ×ÎÏ i−1n−i | ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ i ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅ×Á ÏÔ i-ÔÏÇÏ�ÌÀÓÁ, É n− i+ 1 ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÎÅÇÏ Ó�ÒÁ×Á, ÄÌÑ ÞÅÇÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, i−1É n−i Ó�ÏÓÏÂÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀn = 0n−1 + 1n−2 + · · · + n−21 + n−10 ; (5-7)i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊÓÌÅ×Á �ÌÀÓ ÚÁ�ÉÓÉ (5-6). þÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ n ÞÅÒÅÚ n Ñ×ÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ(x) = ∑k>0 kxk = 1 + 1x+ 2x2 + 3x3 + · · · :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5-7) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ(x)− 1x = (x)2 :éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ t :x · t2 − t− 1 = 0 :ðÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁÈÏÄÉÍ1 (x) = (1−√1− 4x) =(2x) . ðÏ (5-5)
√1− 4x = −

∑k>0 12k − 1 ·
(2kk )

· xk ;ÏÔËÕÄÁ k = 12 · 12k + 1 ·
(2k + 2k + 1 ) = 1k + 1 ·

(2kk ) :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ  �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÓÎÏ×Á ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | �ÅÌÏÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ÷ ×Ù�ÕËÌÏÍ n ÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 −√1− 4x ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É �ÏÔÏÍÕ ÄÅÌÉÔÓÑ × Q[[x℄℄ ÎÁ 2x, �ÒÉÞ£ÍÞÁÓÔÎÏÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ 0 = 1, ËÁË ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; ×ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 1 +√1− 4x2x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��ÅÌÙÍ�ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ: ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, ÉÍÅÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ



14 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ
§6.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ.6.1.úÁÄÁÞÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �Ars Conjetandi� ñËÏ× âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÅ ÂÅÚ ÇÏÒÄÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÁÌ1,ÞÔÏ ÓÕÍÅÌ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒ×ÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ�ÏÌÏ×ÉÎÕ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÞÁÓÁ. òÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ 110 + 210 + 310 + · · · + 100010 , ËÏÔÏÒÏÅâÅÒÎÕÌÌÉ �ÒÏÄÅÌÁÌ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÓÕÍÍÕSm(n) = 0m + 1m + 2m + 3m + · · · + nm = n∑k=0 km (6-1)× ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (m+ 1)-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ n.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S0(n) = n É S1(n) = n(n + 1)=2, ÄÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ m = 0 É m = 1 , ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ:S0(n) = 1 + 1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸n ÒÁÚ = n ;S1(n) = 1 + 2 + 3 + · · · + n = n(n+ 1)=2 :óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ m = 2; 3 , �ÏÖÁÌÕÊ, ÕÖÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ:S2(n) = 12 + 22 + 32 + · · · + n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)=6 ;S3(n) = 13 + 23 + 33 + · · · + n3 = n2(n+ 1)2=4 = S1(n)2 :ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÎÉÖÅ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Sm(t) , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ t = n ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ (6-1) , ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Q[t℄ - Q[t℄, ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÓÅÂÑ, × ×ÉÄÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ.6.2.ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅD : Q[t℄ p(t)7→p′(t)
- Q[t℄ ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ p(t) ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ p′(t) , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ (n◦ 3.1.2) Ï�ÅÒÁÔÏÒ D, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØDk = D◦D◦ · · · ◦D ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p × ÅÇÏ k-ÔÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ Dkp(t) , �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.Dk(� · p(t) + � · q(t)) = � ·Dkp(t) + � ·Dkq(t) ∀ �; � ∈ Q É ∀ p; q ∈ Q[t℄ : (6-2)íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ D ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙf(x) = ∑k>0 akxk ∈ Q[[x℄℄ :ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(D) : Q[t℄ - Q[t℄ ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ Q[t℄ ×f(D)p = (a0 + a1D + a2D2 + · · · )p = a0 · p+ a1 ·Dp+ a2 ·D2p+ · · · = ∑k>0 ak ·Dkp : (6-3)1ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ �Ars Conjetandi� ÂÙÌÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × 1713 ÕÖÅ �ÏÓÌÅ ÓÍÅÒÔÉ ñËÏ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705)



§ 6. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ. 15(ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ D0p def= p). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D Ë ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÕ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Dkp Ó k > deg p × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6-3)ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (6-3) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ p É �ÅÒ×ÙÍÉ deg(p) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁ f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× √1 +D É eD Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ t2 .6.3.òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Q[t℄ - Q[t℄ ;�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅ f(D) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÑÄÁ f(x) ∈ Q[[x℄℄ , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ:f(D)◦g(D) = p(D) ; ÇÄÅ p(x) = f(x)g(x) × Q[[x℄℄ .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ:f(D)◦g(D) = g(D)◦f(D) :ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6-2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f(D)�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.f(D)(� · p(t) + � · q(t)) = � · f(D)p(t) + � · f(D)q(t) ∀ �; � ∈ Q É ∀ p; q ∈ Q[t℄ .ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f(D) = a0 + a1D + a2D2 + · · · ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f(D) ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÈ tm :f(D) (p0 + p1t+ · · ·+ pntn) = p0a0 + p1f(D)t+ p2f(D)t2 + · · · + pnf(D)tn ;�ÒÉÞ£Í f(D)tk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 k, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒ×ÙÈk + 1 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a0; a1; : : : ; ak ÒÑÄÁ f .6.4.ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ ÄÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ Ï�É-ÓÁÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ Q[t℄ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙeD = 1 +D + 12 D2 + 16 D3 + · · · :ðÏÓËÏÌØËÕDktm = m(m−1) · · · (m−k+1)·tm−k , ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ(ÓÍ. (n◦ 5.3)) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏeDtm = ∑k>0 1k!Dktm = ∑k>0 m(m− 1) · · · (m− k + 1)k! tm−k = m∑k=0 (mk)tm−k = (t+ 1)m :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ eD �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(t) × eDp(t) = p(t+ 1) , Ô. Å. ÓÄ×ÉÇÁÅÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÙ ex É e−x ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ eD É e−D ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ,É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ e−D ÓÄ×ÉÇÁÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ:e−Dp(t) = p(t− 1) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ Ñ×ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× e−Dtk.



16 á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ6.5.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ âÅÒÎÕÌÌÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÑÄÁ �ÏÄÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ1
∇ = 1− e−D : Q[t℄ p(t)7→p(t)−p(t−1)

- Q[t℄ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = D × ÒÑÄ 1 − e−x ∈ Q[[x℄℄ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(t) ×ÒÁÚÎÏÓÔØ ∇p(t) = p(t) − p(t − 1). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Sm(t) ∈ Q[t℄ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÄÌÑ�ÏËÁÚÁÔÅÌÑ m , Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ t = n ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀSm(n) = 0m + 1m + 2m + 3m + · · · + nm :�ÏÇÄÁ ∇Sm(t) = tm . åÓÌÉ ÂÙ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ × Q[[x℄℄ ÒÑÄ f(x), ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÒÑÄÕ 1 − e−x,ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f(D) ÂÙÌ ÂÙ ÏÂÒÁÔÅÎ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ∇, ÞÔÏ ÄÁ×ÁÌÏ ÂÙ ÄÌÑ Sm(t) Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:Sm(t) = f(D)∇Sm(t) = f(D)tm. îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÑÄ 1− e−x ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, É�ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÞÁÉ×ÁÔØÓÑ | ×ÙÎÅÓÅÍ ÉÚ 1− e−x �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌØ x, �ÅÒÅ�ÉÓÁ× ÜÔÏÔ ÒÑÄ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ1− e−x = 1− e−xx · x :òÑÄ (1− e−x)=x ÕÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ 1. ïÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÒÑÄtd(x) def= x1− e−x ∈ Q[[x℄℄ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ �ÏÄÄÁ. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á td(x) ·(1−e−x) = x ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ td(D)◦∇ = D ,ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Sm(t) :S′m(t) = DSm(t) = td(D)∇Sm(t) = td(D)tm :ðÏÓËÏÌØËÕ Sm(0) = 0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Sm(t) ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍS′m(t) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ n◦ 4.1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÑÄ �ÏÄÄÁ × �ÜË�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ�,×ÙÎÅÓÑ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÙ:td(x) = ∑k>0 akk! xk (6-4)�ÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊSm(t) = ∫ ( m∑k=0 akk!Dktm) dt = ∫ ( m∑k=0 (mk) aktm−k) dt = m∑k=0 (mk) aktm−k+1m− k + 1 == 1m+ 1 ((m+ 11 ) amt+(m+ 12 ) am−1t2 + · · · +(m+ 1m ) a1tm +(m+ 1m+ 1) a0tm+1) ;ËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ(m+ 1) · Sm(t) = (a↓ + t)m+1 − am+1 ;ÇÄÅ ÓÔÒÅÌËÁ Õ a↓ �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÚÁÍÅÎÑÔØ ak ÎÁ ak �ÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÂÉÎÏÍÁ (a+ t)m+1.þÉÓÌÁ ak ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÒÑÄ �ÏÄÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ td(x) ·(1−e−x)=x = 1, ËÏÔÏÒÏÅ× ÒÁÚ×£ÒÎÕÔÏÍ ×ÉÄÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË
(1 + a1x+ a22 x2 + a36 x2 + a424 x4 + · · ·

)

·
(1− 12 x+ 16 x2 − 124 x3 + 1120 x4 − · · ·

) = 1 :1ÓÉÍ×ÏÌ ∇ ÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÎÁÂÌÁ�



õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÕÀ ÄÀÖÉÎÕ ÞÉÓÅÌ ak (Ó×ÅÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ × ÓÎÏÓËÅ (1)).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ S4(n) É S5(n) (Ó×ÅÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ × ÓÎÏÓËÅ (2)).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ | ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ3 S10(1000).6.6.îÅÞ£ÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÒÑÄÁ �ÏÄÄÁ. òÅÛÅÎÉÅ Õ�Ò. 6.3 ÎÁ×ÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ak Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ k > 3 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. òÑÄ 12 (td(x)− td(−x))ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Þ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ x, Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÞÔÏ ÉÒÑÄ td(x). ðÏÓËÏÌØËÕtd(x) − td(−x) = x1− e−x + x1− ex = x · 2− ex − e−x(1− e−x) · (1− ex) = x ;ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × ÒÑÄÅ �ÏÄÄÁ | ÜÔÏ x=2 .6.7.þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÒÑÄ �ÏÄÄÁ� ×ÏÛÌÏ × ÏÂÉÈÏÄ ÌÉÛØ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ XX×ÅËÁ �ÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ É çÒÏÔÅÎÄÉËÁ �Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÇÄÅÒÑÄ td(x) �ÒÉÍÅÎÑÌÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÁÎÁ{òÏÈÁ. ÷Ï ×ÒÅÍÅÎÁâÅÒÎÕÌÌÉ É üÊÌÅÒÁ �ÒÅÄ�ÏÞÉÔÁÌÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÑÄÏÍtd(−x) = xex − 1 ;ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ td(x) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ ÞÌÅÎÏÍ (ÉÍÅÅÔ −x=2 ×ÍÅÓÔÏx=2). úÁ�ÉÓÙ×ÁÌÉ ÅÇÏ ÔÏÖÅ × �ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ�:xex − 1 = ∑k>0 Bkk! xk :ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Bk ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Bk = ak�ÒÉ k 6= 1 (É ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ k > 3), Á B1 = −a1 = −1=2. óÏ ×ÒÅÍ£Î Ó×ÏÅÇÏÏÔËÒÙÔÉÑ ñËÏ×ÏÍ âÅÒÎÕÌÉ, ÞÉÓÌÁ Bk ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÏÓÌÁÂÅ×ÁÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ. éÍ�ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, ÎÁÞÁÔØ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÓÏ×ÅÔÕÀ Ó ËÎÉÇ:ë. áÊÒÌÜÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ (ÇÌ. 15).ú. é. âÏÒÅ×ÉÞ, é. ò. ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ. �ÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ (§ 8 ÇÌ. V).éÍÅÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÒÅÓÕÒÓ http://www.bernoulli.org/, ÇÄÅ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÎÁÊÄ£ÔÍÁÓÓÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓÓÙÌËÉ É ËÏÍ�ØÔÅÒÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑ-ÀÝÕÀ ÞÉÓÌÁ Bk × ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÎÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÞÉÓÌÁÈ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÎÉËÁËÏÊ ×ÎÑÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ,Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ Bn ÞÅÒÅÚ n ÎÅÔ, É ÌÀÂÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÎÏ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉÑ×ÉÌÓÑ ÂÙ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ(n+ 1)Bn = −
n−1∑k=0 (n+ 1k )

·Bk :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ Bk Ó Þ£ÔÎÙÍÉ k > 2 ÉÍÅÀÔ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÉ.
1 a1=12,a2=16,a3=0,a4=−130,a5=0,a6=142,a7=0,a8=−130,a9=0,a10=566,a11=0,a12=−691 27302 S4(n)=n(n+1)(2n+1)(3n2+3n−1)=30,S5(n)=n2(n+1)2(2n+1)(2n2+2n−1)=123ÎÁ�ÏÍÎÀ, Õ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ÏËÏÌÏ 7 ÍÉÎÕÔ, �ÒÉÞ£Í ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏ× × ÔÅ ÇÏÄÙ ÎÅ ÂÙÌÏ. . .


