
çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ { ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ ÜËÏÎÏÍÉËÉ 25 ÉÀÌÑ 2008 Ç.ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÕÓÔÎÏÇÏ ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉÚÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó
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òÉÓ. 1. PC < PD, �ÒÉ D 6∈ OP .

�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍ ÏÓØÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ y = −2, Á ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ | �ÒÉ x = ±2.ÏÔ×ÅÔ: √3− 1.ÒÅÛÅÎÉÅ. ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ Ó ËÏÒÎÑÍÉ ±2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y =a(x+ 2)(x− 2) = a(x2 − 4) . ðÏÓËÏÌØËÕ y(0) = −2 , �ÁÒÁÂÏÌÁ ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = (x2 − 4)=2 .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÅÒÅÚ O. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ P , ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × O, ÂÌÉ-ÖÁÊÛÅÊ Ë P ÔÏÞËÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ C,× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �ÒÑÍÏÊ OP(ÓÍ. ÒÉÓ. 1), �ÒÉÞ£Í1 |PC| = |OP | − 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁ-ÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ O ÄÏ ÔÏÞËÉ P ÎÁ �ÁÒÁÂÏÌÅ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÒÅÍÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ.
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2òÉÓ. 2. æÕÎË�ÉÑf(x) = x2+(x2−4)2=4.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x ÁÂÓ�ÉÓÓÕ ÔÏÞËÉ P . �ÏÇÄÁ P ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; (x2 − 4)=2). íÉÎÉÍÕÍ
|OP | ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ P , ÞÔÏ É ÍÉÎÉÍÕÍ |OP |2 = x2 + (x2 − 4)2=4. æÕÎË�ÉÑ f(x) =x2 + (x2 − 4)2=4 ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ É Þ£ÔÎÁÑ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑf ′(x) = 2x+ (x2 − 4) · x = x(x2 − 2) = (x+√2) · x ·

(x−
√2)ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ x = −

√2; 0;√2, ÍÅÎÑÑ ÚÎÁË Ó − ÎÁ + × Ä×ÕÈËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ É Ó + ÎÁ − | × ÓÒÅÄÎÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞;−√2), ÄÏÓÔÉÇÁÑ �ÒÉ x = −
√2 Ó×ÏÅÇÏ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(±√2) = 3, �ÏÔÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ (−√2; 0), ÄÏÓÔÉÇÁÑ × ÎÕÌÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, É ÄÁÌÅÅ, �ÒÉx > 0 ËÁÒÔÉÎÁ ÚÅÒËÁÌØÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �ÁÒÁÂÏÌÙ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÏ √3, Á ÄÏÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | √3− 1.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ.éÓËÏÍÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |OP | ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÁ







r2 = x2 + y2y = x2 − 42 ;ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÂÏÌÙ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × O (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ y ÞÅÒÅÚ x, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ×ÔÏÒÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4 − 4x2 + 4 (4 − r2) = 0 . ïÎÏ ÉÍÅÅÔ1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |AB| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B



ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Õ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ t2− 4 t+4 (4− r2) = 0 (�ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ x2 ÎÁ t). þÅÔ×ÅÒÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÜÔÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ 4− 4 (4− r2) = 4 (r2 − 3) É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ r >
√3. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ r ÒÅÛÅÎÉÅ t = 2 + √4 (r2 − 3) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ r = |OP | = √3, ÁÚÎÁÞÉÔ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �ÁÒÁÂÏÌÙ ÄÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ √3− 1.
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2òÉÓ. 3. �îÁÄÕ×ÁÀÝÁÑÓÑ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. òÉÓ. 4. |OP | > |OH| > |OQ|.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ` ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ Ë �ÁÒÁÂÏÌÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P . åÓÌÉ OP ÎÅ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ `, ÎÁ �ÁÒÁÂÏÌÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Q, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÂÌÉÖÅ Ë O, ÞÅÍ P (ÓÍ. ÒÉÓ. 4,ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å Q ×ÚÑÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ Ó �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ OH, Ï�ÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ` ÉÚ O).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÉÎÉÍÕÍ |OP | ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈOP ⊥ `. îÁÊÄ£Í ×ÓÅ ÔÁËÉÅ P . ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ` Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = (x2−4)=2 × ÔÏÞËÅ P Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(x; y(x)) = (x; (x2−4)=2) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (1; y′(x)) = (1; 2x) . üÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ OP ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ −−→OPÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ 1 · x+ 2x · x2−42 = x(x2 − 4) = 0 . ïÔÓÀÄÁ x = 0 ÉÌÉ x = ±
√2. ÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ |OP | = 2, × Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ |OP | = √3 < 2. éÔÁË, ÍÉÎÉÍÕÍ |OP |, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,ÔÏ ÒÁ×ÅÎ √3. äÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÒÉÓ. 4 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÔÏÞÅË P Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ ×ÎÅ [−2; 2℄ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |OP | ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÏÌØÛÅ 2, Á ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [−2; 2℄ÆÕÎË�ÉÑ |OP |, ÂÕÄÕÞÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ x, ÄÏÌÖÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.ÚÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n > 2008, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÉÚ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:







x1 − 1 = x1x2x2 − 1 = x2x3x3 − 1 = x3x4
· · · · · · · · · · · ·xn − 1 = xnx1 :ÏÔ×ÅÔ: n = 2010 (ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n > 2008, ËÒÁÔÎÏÅ ÔÒ£Í).ÒÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ (x1; : : : ; xn) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ xi ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔÎÕÌÑ É ÏÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ. åÓÔØ Ä×Á �ÏÄÈÏÄÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ. 2



ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ: ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÕÔ£Í ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ −1 = x1(x2−1) É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ x2−1,ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ ×ÔÏÒÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅx1x2x3 = −1 : (1)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅx2x3x4 = −1 ; (2)É ×ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ k-ÔÏÇÏ É (k + 1)-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÞÔÏxkxk+1xk+2 = −1 ; (3)ÇÄÅ �ÒÉ k = n − 1 ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ k + 1 = n, k + 2 = 1, Á �ÒÉ k = n ×ÚÑÔØ k + 1 = 1,k + 2 = 2. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) É (2), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ x1 = x4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈÄ×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xk = xk+3 , ËÏÔÏÒÏÅ�ÒÉ k = (n− 2); (n− 1); n ×ÙÇÌÑÄÉÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁË xn−2 = x1, xn−1 = x2 É xn = x3.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÓÉÓÔÅÍÁÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x1 − 1 = x21, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ3, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ xk ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ x1, x2 ÉÌÉ x3, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÓÔÁÔËÁ, ËÏÔÏÒÙÊÉÍÅÅÔ k ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3 (x1 É x2 �ÏÌÕÞÁÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ 1 É 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ),Á ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó×ÅÄ£ÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ






x1 − 1 = x1x2x2 − 1 = x2x3x3 − 1 = x3x1 ;ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÇËÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÅÒÑ x1 = 2, ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍx2 = 1=2, ÉÚ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ x3 = −1 É, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.éÔÁË, ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ n ËÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£Í.÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ: ÒÅËÕÒÓÉÑ.ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ × ×ÉÄÅ 





x2 = 1− 1x1x3 = 1− 1x2
· · · · · ·xn = 1− 1xn−1x1 = 1− 1xn ;É �ÏÌÏÖÉÍ f(x) = 1− 1x = (x− 1)=x. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ







xi = f(xi−1) = f(f(xi−2)) = f(f(: : : f
︸ ︷︷ ︸i− 1 ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÔØ f(x1) : : : )) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 2; 3; : : : ; nx1 = f(xn) = f(f(: : : f

︸ ︷︷ ︸n ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÔØ f(x1) : : : )) : (4)3



úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ f(f(x)) = 1− 11− 1=x = 1− xx− 1 = − 1x− 1 ;f(f(f(x))) = 1− 1f(f(x)) = 1 + (x− 1) = È :ðÏÜÔÏÍÕ f(f(: : : f
︸ ︷︷ ︸n ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÔØ f(x) : : : )) = 





x ; ÅÓÌÉ n = 3k ;f(x) = (x− 1)=x ; ÅÓÌÉ n = 3k + 1 ;f(f(x)) = 1=(1− x) ; ÅÓÌÉ n = 3k + 2 : (5)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÉ n = 3k+1 É n = 3k+2 �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ × (4) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (x1−1)=x1 = x1ÉÌÉ 1=(1−x1) = x1, É �ÒÉ x1 6= 0; 1 ÏÂÁ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x21−x1+1 = 0, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÒÉn = 3k �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (4) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (x1 = x1), É ÌÀÂÏÅ x1 6= 0; 1 ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍ (4){(5) ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÍxi = 





x1 ; ÅÓÌÉ i = 3k + 1 ;(x1 − 1)=x1 ; ÅÓÌÉ i = 3k + 2 ;1=(1− x1) ; ÅÓÌÉ i = 3k :ÚÁÄÁÞÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÆÉ-ÇÕÒÕ?
A CA1 C1

B1

D1

B

DîÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ, ÎÉËÁËÉÈ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ABCD ÉA1B1C1D1 | ÒÏÍÂÙ Ó ÏÂÝÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ, A1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AC, B1 É D1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊBD, AC > BD, A1C1 < B1D1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ É ÔÁËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ÏÔ×ÅÔ: îÅÔ, ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÂÕ-Ë×ÁÍÉ A′, A′1, B′, B′1, . . . ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A, A1, B,4



B1, . . . ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÑÍÙÅ AB É A1B1 ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÙ, �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ × ÎÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ A′B′ É A′1B′1 ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ,ÉÂÏ �ÒÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ × �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ.�ÁË ËÁË �ÒÑÍÙÅ A′B′ É A′1B′1 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (Á ÉÍÅÎÎÏ, × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ A′B′B′1A′1),ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ X ′, ËÏÔÏÒÁÑ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ X = AB ∩A1B1 �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AB É A1B1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÓÔØ ÅÝ£ ÔÒÉÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Y ′ = B′C ′ ∩B′1C ′1 , Z ′ = C ′D′ ∩C ′1D′1 , T ′ = D′A′ ∩D′1A′1, �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ× ÔÏÞËÉ Y = BC ∩B1C1 , Z = CD ∩ C1D1 , T = DA ∩D1A1 ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÞÅÒÔÅÖÅ:
XY

TZ

A CA1 C1

B1

D1

B

DòÉÓ. 5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.�ÏÞËÉ X, Y , Z, T �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ AC ÉBD, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÉ X ′, Y ′, Z ′, T ′ ÌÅÖÁÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÇÒÁÎÅÊ A′B′C ′D′ É A′1B′1C ′1D′1.ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑÄÏÌÖÎÁ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ X, Y , Z, T . ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ÚÁÄÁÞÁ 4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 26-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 21 982 145 917 308 330 487 013 369 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 13-ÏÊÓÔÅ�ÅÎØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ m.ÏÔ×ÅÔ: m = 89.ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 26-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÞÅÒÅÚ N = m13. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏm < 100, Ô. Ë. 10013 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 27-ÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ8013 = 813 · 1013 = (213)3 · 1013 = 81923 · 1013 < (104)3 · 1013 = 1025 ; (6)ÞÉÓÌÏ 8013 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 25-ÚÎÁÞÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, m > 80.îÁÊÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÌÁ m. �ÁË ËÁË N ÎÅÞÅÔÎÏ, m ÔÁËÖÅ ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ �ÉÆÒÁ Õ m ÎÅÞÅÔÎÁ. ïÎÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÉ 1, ÎÉ 5, Ô. Ë. ÌÀÂÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ, ËÏÎÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ1 ÉÌÉ ÎÁ 5, ËÏÎÞÁÅÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁËÖÅ ÎÁ 1 ÉÌÉ 5. åÓÌÉ m ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 3 ÉÌÉ ÎÁ 7,ÔÏ m2 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9, Á m4 = (m2)2 | ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ m12 = (m4)3 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1, ÁN = m12 ·m | ÎÁ ÔÕ ÖÅ �ÉÆÒÕ (3 ÉÌÉ 7), ÞÔÏ É m; ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.5



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, m ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9 É ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ 89 ÉÌÉ 99. åÓÌÉ m = 99,ÔÏ N = 9913 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, Ô. Ë. ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: m = 89.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ, ÓÔÏÌØ ÖÅ �ÒÏÓÔÙÈ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÉ (6) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ 9 É/ÉÌÉ2 ÎÁ 11, É Ô. Ä. É Ô. �.ÚÁÄÁÞÁ 5. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ (�ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÅ) ÒÁ×ÎÙ 7, 4, 2 É 3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 13 ? ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ÏÔ×ÅÔ: îÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD Ó AB = 7, BC = 4, CD = 2, DA = 3 É�ÌÏÝÁÄØÀ 13 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË óDA ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÅÄÉÎÎÏÇÏ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌÉAC, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË EBFD ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÝÁÄÉÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ EB = AB = 7, BF = BC = 4, FD = AD = 3, DE = DC = 2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6).
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2òÉÓ. 6. ðÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óDA.åÓÌÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË EBFD ×Ù�ÕËÌÙÊ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6), ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÌÏÝÁÄÅÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× DEB É DFB, �ÒÉÞ£ÍSDEB = 12 |DE| · |EB| · sin 6 DEB 6
|DE| · |EB|2 = 7 ;SDFB = 12 |DF | · |FB| · sin 6 DFB 6
|DF | · |FB|2 = 6 ;É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÄÉÁÇÏÎÁÌØ BD Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× DEB É DFB, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ: ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ |BD|2 =53, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ |BD|2 = 25. îÅ×Ù�ÕËÌÙÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË EBFDÔÁËÖÅ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÙ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÌ ×ÎÕÔÒÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× DEB, DFB, É ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ �ÏÄÁ×ÎÏ ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ 13.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÉÚÌÉÛÎÅ É ÎÅ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÏÔ×ÅÔ: �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÎÁÌÏÖÉÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ËÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÒÁÔÅÌØÓÔ×× ÒÅÛÅÎÉÑÈ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ �ÌÏÝÁÄÉ �× ÌÏÂ�. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÚÄÅÓØ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ.2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 9 ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑÎÁ 11 | ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ (ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÔÎÉ, . . . ),É ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ × Þ£ÔÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ (ÄÅÓÑÔËÉ, ÔÙÓÑÞÉ, . . . ); ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÝÉÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9 É ÎÁ 11, �ÉÄÕÔ� �Ï ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ó ÛÁÇÏÍ 99


