
Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè ÃÓ-ÂØÝ
Äåìîíñòðàöèîííûé âàðèàíò ïèñüìåííîãî âñòóïèòåëüíîãî

ýêçàìåíà â ìàãèñòðàòóðó
(ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýêçàìåíà 5 ÷àñîâ)

1. Ñóùåñòâóåò ëè ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f : R3 → R, òàêàÿ, ÷òî
∂f

∂x
= z,

∂f

∂y
= x,

∂f

∂z
= y?

2. Íàéäèòå âñå êîíå÷íûå ãðóïïû ñ òðåìÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè.
3. Â ñàìîëåòå 100 ìåñò. Ïåðâîé â ñàëîí çàõîäèò ñóìàñøåäøàÿ ñòàðóøêà, è çà-
íèìàåò ïðîèçâîëüíîå ìåñòî (âîçìîæíî, ÷òî è ñâîå) ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâ-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïàññàæèð äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè åãî ìåñòî ñâîáîäíî, òî îí ñàäèòñÿ íà ñâîå ìåñòî, à åñëè îíî çà-
íÿòî, òî îí çàíèìàåò ëþáîå èç ñâîáîäíûõ ìåñò ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäíèé ïàññàæèð çàéìåò ñâîå
ìåñòî?
4. Ïóñòü Vn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

(1) ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ n,
(2) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ n (òî åñòü ïðîñòðàíñòâî,

ïîðîæäåííîå ôóíêöèÿìè 1, sin x, cos x, . . . , sin nx, cos nx).
Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(a)
d

dx
: V2 → V2,

(b)
d

dx
: Vn → Vn.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q2 ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè R2, îáå êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ ðàöèîíàëüíû. ßâëÿåòñÿ ëè ïîäìíîæåñòâî R2−Q2 â R2 (a) îòêðûòûì, (b)
çàìêíóòûì, (c) ñâÿçíûì? Îáúÿñíèòå îòâåò.
6. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèÿ f , ÷òî f(0) =
1/2, f(1/2) = 7/8 è |f(z)| < 1 ïðè |z| < 1?
7. Ïóñòü r1, r2, r3, r4 � êîðíè íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íàä
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Èçâåñòíî, ÷òî r1 + r2 ðàöèîíàëüíî, è ÷òî r1 + r2 6=
r3 + r4. Äîêàæèòå, ÷òî r1r2 ðàöèîíàëüíî.
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