
ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

À.Â. Êîëåñíèêîâ

Ñîäåðæàíèå

1. Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà. 1
2. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè ïðîöåññà. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû. 4
3. Cèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà.

Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. 7
4. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ïðîäîëæåíèå). Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. 11
5. Ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå. 15
6. Ìàðòèíãàëû. Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì

âåðõíèì ïðåäåëîì. Ôîðìóëà Èòî. 18
7. Ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Âîëàòèëüíîñòü. Îïöèîíû. Ôîðìóëà Áëýêà-

Øîóëçà. 23
8. Ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Åãî ñâîéñòâà. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ÄÓ.
Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà. 25

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 28

1. Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ) è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ T . Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ξ : Ω× T → R ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (èëè ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì), åñëè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ T îòîáðàæåíèå ξ(ω, t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé (ò.å., èçìåðèìûì îòîáðàæåíèåì Ω â R). Èíîãäà âìåñòî ξ(t, ω) ìû áóäåì ïèñàòü ξt(ω) èëè ïðîñòî
ξt.

Ìíîæåñòâî T ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó, íî, êàê ïðàâèëî, T áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
îòðåçîê [0, T0] è èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê âðåìÿ. Åñëè T = N, òî ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ.â.

Çàôèêñèðîâàâ êîíå÷íûé íàáîð èíäåêñîâ (t1, · · · , tn), ïîëó÷àåì ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξt1 , · · · , ξtn).
Âñåâîçìîæíûå pàñïðåäåëåíèÿ (ξt1 , · · · , ξtn) íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà ξt.

Ïðè ôèêñèðîâàíèè ω ∈ Ω ìû ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè T = [0, T0], òî
òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0, T0]. ×àñòî âåñüìà ïëîäîòâîðíîé ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
çðåíèÿ: òî÷êà ω ∈ Ω îòîáðàæàåòñÿ â ôóíêöèþ t → ξt(ω). Ò.å., ξt(ω) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé.
Ïðè ñòðîãîì ïîäõîäå, íàäî, ðàçóìååòñÿ, óòî÷íÿòü, ñ êàêèì ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé ìû èìååì äåëî
è êàêîé σ-àëãåáðîé îíî íàäåëåíî.

Äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà ξt, ηt íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè),
åñëè P (ξt 6= ηt) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ T . Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð ([2]) ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè
ýêâèâàëåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü τ = τ(ω) � íåïðåðûâíàÿ ñ.â., ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â îòðåçêå [0, 1], t ∈
[0, 1]. Îïðåäåëèì äâà ïðîöåññà ξt(ω), ηt(ω):

ξt ≡ 0,

ηt = 1, åñëè t = τ, ηt = 0, åñëè t 6= τ.
1
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Î÷åâèäíî, ξ è η ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, íî òðàåêòîðèè ξ íåïðåðûâíû, à òðàåêòîðèè η �
íåò.

Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îñíîâíîé (íåïðåðûâíîé) ìîäåëè âñåé òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � âè-
íåðîâñêîãî ïðîöåññà èëè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Wt, t ∈ [0, T ] íàçûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì (áðîóíîâ-
ñêèì äâèæåíèåì), åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Ñëó÷àéíûé âåêòîð (Wt1 , · · · ,Wtn), 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ T èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå è W0 = 0 ï.í.

2)
IEWt = 0, IE

(
WtWs

)
= t ∧ s

3) Òðàåêòîðèè t→Wt(ω) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Çàìå÷àíèå 1.3. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì (ò.å., ïðîöåññîì ñ ãàóñ-
ñîâñêèìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè) ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ìû îáñóäèì íèæå. Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà âàæ-
íîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 1.4. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ò.å. ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû

Wt1 −Wt0 ,Wt2 −Wt1 , · · · ,Wtn −Wtn−1
, 0 ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn ≤ T

íåçàâèñèìû. Êðîìå ýòîãî, âûïîëåíî ñâîéñòâî

IEWt = 0, D(Wt −Ws) = t− s, s ≤ t. (1)

Îáðàòíî, ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè è íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî (1) è W0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, s ≤ t. Î÷åâèäíî,

D(Wt −Ws) = IE(Wt −Ws)
2 −

(
IE(Wt −Ws)

)2
= IE(W 2

t − 2WtWs +W 2
s ) = t− 2s+ s = t− s.

Åñëè ti < ti+1 ≤ tj < tj+1, òî

IE(Wti+1−Wti)(Wtj+1−Wtj ) = IE
(
Wti+1Wtj+1−Wti+1Wtj−WtiWtj+1 +WtiWtj

)
= ti+1−ti+1−ti+ti = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèðàùåíèÿ íåêîððåëèðîâàíû. Â ñèëó ãàóññîâîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìû.

Îáðàòíî, åñëè Wt � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, âûïîëíåíî W0 = 0 è
âûïîëíåíî (1), òî

IE(WtWs) = IE(Wt −Ws)Ws + IEW 2
s = IE(Wt −Ws)(Ws −W0) + IE(Ws −W0)2 = D(Ws −W0) = s,

åñëè s ≤ t. �

Âåñüìà èíòåðåñíà èñòîðèÿ ïîÿâëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â ôèçèêå è ìàòåìàòèêå. Â 1828
ã. áîòàíèê Ð. Áðîóí îïèñàë ÿâëåíèå, âïîñëåäñòâèå íàçâàííîå áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì: õàîòè÷åñêîå
äâèæåíèå ïûëüöû â æèäêîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî äâèæåíèå âûçâàíî óäàðàìè ìîëåêóë. Ïåðâîå îïè-
ñàíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ýòîãî ÿâëåíèÿ áûëî ïðåäëîæåíî À.Ýéíøòåéíîì (1905) è Ì.Ñìîëóõîâñêèì
(1906). Ðàáîòû Ýéíøòåéíà ïðèâåëè ê îöåíêå ÷èñëà Àâîãàäðî (Æ.-Á. Ïåððåí, Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ,
20-å ãã.).

Äîëãîå âðåìÿ Ýéíøòåéí ñ÷èòàëñÿ ïèîíåðîì â ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ, íî ïðèìåðíî 50 ëåò ñïóñòÿ áûëà ïåðåîòêðûòà ðàáîòà Ë. Áàøåëüå �Th�eorie de la sp�eculation�,
íàïèñàííàÿ â 1900 ã. Â ýòîé ðàáîòå Áàøåëüå ôàêòè÷åñêè ïðèìåíèë âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ê îïèñàíèþ
öåííûõ áóìàã íà ôðàíöóçñêîì ðûíêå. Åãî ðàáîòà îñòàëîñü íåçàìå÷åíà äî êîíöà 50-õ ãîäîâ.

Ïåðâîå ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ïîëó÷èë
Íîðáåðò Âèíåð â 1922-23 ãã. Åãî êîíñòðóêöèÿ îñíîâûâàëàñü íà äîâîëüíî àáñòðàêòíûõ ìåòîäàõ (èí-
òåãðàë Äàíèåëÿ) è áûëà âåñüìà òÿæåëîé. Óïðîùåíèå áûëî äîñòèãíóòî ïîçæå. Ñòàíäàðòíîå äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå Êîëìîãîðîâà î ïîñòðîåíèè ìåðû ïî êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì
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è åãî æå òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè ïðîöåññà. Ïîëü Ëåâè ïðåäëîæèë äî-
êàçàòåëüñòâî, îñíîâàíííîå íà ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ðÿäîâ (ôàêòè÷åñêè, íà ðàçëîæåíèè ïðîöåññà
â ðÿä Ôóðüå ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ âåñüìà íåðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè. Êàê ìû ñêîðî
óáåäèìñÿ, îíè ïî÷òè íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìû (õîòÿ è íåïðåðûâíû). Ïðîñòåéøèì ñâîéñòâîì
"íåðåãóëÿðíîñòè"ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü s = t0,n < t1,n < · · · < tin,n = t � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé îòðåçêà
[s, t] ñ limn maxi |ti,n − ti−1,n| = 0. Òîãäà ñ.â.

ξn =

n∑
i=0

(
Wti+1,n

−Wti,n

)2
îáëàäàåò ñâîéñòâîì: limn ξn = t− s ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì IEξn, Dξn.

IEξn =
∑
i

IE
(
Wti+1,n −Wi,n

)2
=
∑
i

(ti+1,n − ti,n) = t− s.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé

D(
∑
i

(
Wti+1,n

−Wti,n

)2
) =

∑
i

D
(
Wti+1,n

−Wti,n

)2
=
∑
i

IE
(
Wti+1,n

−Wti,n

)4−(IE(Wti+1,n
−Wti,n

)2)2
.

Âîñïðîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî IEη4 = 3σ4 äëÿ η ∼ N (0, σ2). Ïîëó÷àåì

D(
∑
i

(
Wti+1,n −Wti,n

)2
) = 2

∑
i

(ti+1,n− ti,n)2 ≤ max
i
|ti+1− ti|

∑
i

(ti+1,n− ti,n) = max
i
|ti+1− ti|(t−s).

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç ñõîäèìîñòè D(ξn) = IE(ξn − IEξn)2 ê íóëþ
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ñ.â. ξn − IEξn. �

Íàïîìíèì, ÷òî âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

var[a,b](f) = sup
∑
i

|f(ti+1)− f(ti)|,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì a = t0 < t1 < · · · < tn = b. Â ñëó÷àå, åñëè f
èìååò èíòåãðèðóåìóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b], òî

var[a,b](f) =

∫ b

a

|f ′(t)|dt.

Ëåììà 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f íåïðåðûâíà è var[a,b](f) <∞, òî limn

∑
i |f(ti+1)− f(ti)|2 = 0

ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàêñèìóìà îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.7. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èìåþò áåñêîíå÷íóþ âàðè-
àöèþ íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.5. Íàéäåì ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ξnm(ω) → t− s. Íî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ t → Wt(ω), äëÿ êîòîðîé ýòî âûïîëíåíî, èìååò íåîãðà-
íè÷åííóþ âàðèàöèþ ïî ïðåäûäóùåé ëåììå. �

Ïëîòíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ 1) − 2) ëåãêî âûâåñòè ôîðìóëó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà

ηt1,··· ,tn = (Wt1 , · · · ,Wtn).

Äåéñòâèòåëüíî, ηt1,··· ,tn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

η̃t1,··· ,tn = (Wt1 ,Wt2 −Wt1 , · · · ,Wtn −Wtn−1
)

ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè ïðè îòîáðàæåíèè

A(x1, · · · , xn) = (x1, x2 + x1, · · ·xn + xn−1) = y,
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ηt1,··· ,tn = A(η̃t1,··· ,tn). Îòîáðàæåíèå A çàäàåòñÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.
Ðàñïðåäåëåíèå η̃t1,··· ,tn , î÷åâèäíî, èìååò âèä

fη̃t1,··· ,tn (x1, · · · , xn) =

n∏
i=1

1√
2π(ti − ti−1)

exp
(
− x2

i

2(ti − ti−1)

)
, t0 = 0.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì

fηt1,··· ,tn (y1, · · · , yn) =

n∏
i=1

1√
2π(ti − ti−1)

exp
(
− (yi − yi−1)2

2(ti − ti−1)

)
, t0 = 0, y0 = 0. (2)

Çàíÿòèå 1

1) Íàéòè P (Wt > 0,Ws > 0) (èñïîëüçóéòå ïîäõîäÿùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïîëÿðíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò).

2) Ïóñòü Wt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ âèíåðîâ-
ñêèìè

−Wt, tW1/t, Wt+s −Ws,
1

a
Wa2t, W1−t −W1, s > 0, a > 0.

3) Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(t) íà [0, 1] ïîëîæèì Xt =
∫ t

0
Wsf(s) ds. Äîêàçàòü, ÷òî Xt �

ãàóññîâñêèé ïðîöåññ è íàéòè IEXt, IE(XtXs).
4) Ïóñòü s < t. Äîêàæèòå, ÷òî IE(Wt|Ws) = Ws (èñïîëüçóéòå íåçàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèé).

Äîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî IE(Ws|Wt) = s
tWt.

5) (Áðîóíîâñêèé ìîñò) Áðîóíîâñêèì ìîñòîì Bt íà [0, 1] íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ñ êîíå÷íîìåðíûìè
ðàñïðåäåëåíèåì P (Bt1 < x1, · · · , Btn < xn) = P (Wt1 < x1, · · · ,Wtn < xn|W1 = 0) (ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ (Bt1 , · · · , Btn) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (Wt1 , · · · ,Wtn)
ïðè óñëîâèè W1 = 0). Äîêàçàòü, ÷òî IE(BtBs) = s ∧ t− ts.

6) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ Wt − tW1 èìååò êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì áðîóíîâñêîãî ìîñòà

7) Íàéòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü Wt, t1 < t < t2 ïðè óñëîâèè Wt1 = A, Wt2 = B.
8) (Ïðîöåññ Êîøè) Ïðîöåññîì Êîøè áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïðîöåññ Ct ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè, C0 = 0, ÷òî Ct − Cs, s < t èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðîì
t− s: f = t−s

π(x2+(t−s)2) . Íàéòè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ct.

9) (Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ) Ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì πt íà [0,∞) áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïðî-
öåññ c íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, ÷òî πt−πs, s < t
èìååò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì t− s, π0 =0. Íàéòè IEπt, IE(πtπs).

2. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè ïðîöåññà. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè
âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû.

Ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü òðàåêòîðèé.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà (íåïðåðûâíîñòü òðàåêòîðèé) ñóùåñòâîâàíèå âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà (I, òåîðåìà 3.20). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ êàê �ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ�, ò.å. èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå
èç Ω â ïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî R[0,1] ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ
ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññàWt ìû ïîëîæèì Ω = R[0,1] è
íàäåëèì Ω ñòàíäàðòíîé öèëèíäðè÷åñêîé σ-àëãåáðîé C. Íàøà öåëü áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ïîñòðîåíèè
íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ìåðû Pw íà Ω. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ Wt(ω) îïðåäåëèì òàê:

Wt(ω) = ω(t)

(ïîñëåäíåå âû÷èñëåíèå âîçìîæíî, òàê êàê ω � ôóíêöèÿ íà [0, 1]). Íàáîð òî÷åê 0 ≤ t1 < t2 < · · · <
tn ≤ 1 çàäàåò îòîáðàæåíèå

ω → (ω(t1), · · · , ω(tn))

èç Ω â Rn. Åñëè Ω íàäåëåíî ìåðîé Pw, òî ðàñïðåäåëåíèå (ω(t1), · · · , ω(tn)) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé
ïðîåêöèåé Pw,t1··· ,tn . Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû îòîæäåñòâèòü ωt ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì (áåç ñâîé-
ñòâà 3)!), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå (ω(t1), · · · , ω(tn)) çàäàâàëîñü
ôîðìóëîé (2).
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Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà 1) − 2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêöèè ìåðû Pw. Â
ñèëû òåîðåìû Êîëìîãîðîâà, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè Pw,t1··· ,tn , ò.å.

Pw,t1··· ,tn ◦ P−1
n−1 = Pw,t1··· ,tn−1 ,

ãäå Pn−1 � ïðîåêöèÿ íà êîîðäèíàòû (ω(t1), · · · , ω(tn−1)).
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà∫

fηt1,··· ,tn (y1, · · · , yn) dyn = fηt1,··· ,tn−1
(y1, · · · , yn−1),

ãäå fηt1,··· ,tn çàäàíî ôîðìóëîé (2).

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïðîâåðüòå ýòî ñîîòíîøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà ïðî-
ñòðàíñòâå R[0,1]. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîöåññà ñ òàêèìè æå êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è íåïðå-
ðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè. Áîëåå
òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ãåëüäåðîâûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ ãåëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì γ > 0, åñëè
äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0

|f(t)− f(s)| ≤ C|t− s|γ , t, s ∈ [a, b].

Ãåëüäåðîâû ôóíêöèè èãðàþò âåñüìà âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è òåîðèè óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 2.3. (À.Í. Êîëìîãîðîâ) Ïóñòü ξt � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, t ∈ [0, 1], ïðè÷åì ñóùåñòâóþò
òàêèå ÷èñëà γ > 0, ε > 0, N > 0, ÷òî

IE|ξt − ξs|γ ≤ N |t− s|1+ε, ∀t, s > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîöåññ ηt, ÷òî P (ξt 6= ηt) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] è âñå òðàåêòî-
ðèè ηt íåïðåðûâíû. Áîëåå òî, ηt îáëàäàåò òðàåêòîðèÿìè, íåïðåðûâíûìè ïî Ãåëüäåðó: äëÿ âñåõ
òðàåêòîðèé ηt(ω) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà N(ω), ÷òî

|ηt − ηs| ≤ N |t− s|α

äëÿ ëþáîãî 0 < α < ε
γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m îáîçíà÷èì ÷åðåç Dm ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåç-
êà [0, 1], èìåþùèõ âèä i

2m , i ∈ [0, 2m[, i � öåëîå. Ïîëîæèì D = ∪mDm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆m ìíîæå-
ñòâî ïàð (s, t), s, t ∈ Dm, äëÿ êîòîðûõ |s−t| = 2−m (èõ ðîâíî 2m). Ïîëîæèì:Ki = sup(s,t)∈∆i

|ξs−ξt|γ .
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû

IE
[
Kγ
i

]
≤

∑
(s,t)∈∆i

|ξs − ξt|γ ≤ 2i2−i(1+ε) = C2−iε.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó s ∈ D. Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn → s, sn ∈ Dn (s = sn
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n).

Ïóñòü òåïåðü s, t ∈ D, ïðè÷åì |s − t| ≤ 2−m. Òîãäà ëèáî sm = tm, ëèáî (sm, tm) ∈ ∆m. Çàìåòèì,
÷òî

ξt − ξs =

∞∑
i=m

(
ξti+1 − ξti

)
+ ξtm − ξsm −

∞∑
i=m

(
ξsi+1 − ξsi

)
(ñóììû íà ñàìîì äåëå êîíå÷íû). Î÷åâèäíî,

|ξt − ξs| ≤ 2

∞∑
i=m

Ki.

Ïîëîæèì: Mα = sups,t∈D,s6=t
{ |ξt−ξs|
|t−s|α

}
. Èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

Mα ≤ sup
m∈N

sup
|t−s|≤2−m

{
2mα|ξt − ξs| : s, t ∈ D, s 6= t

}
≤ sup
m∈N

(
2mα+1

∞∑
i=m

Ki

)
≤ 2

∞∑
i=0

2iαKi.
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Ïóñòü γ ≥ 1. Îöåíèì Lγ(P )-íîðìó ‖Mα‖Lγ = IE
1
γ (Mγ

α):

‖Mα‖Lγ ≤ 2

∞∑
i=0

2iα‖Ki‖Lγ ≤ C ′
∞∑
i=0

2i(α−
ε
γ ) <∞.

Åñëè γ < 1, ïðèìåíèì äðóãóþ îöåíêó( ∞∑
i=1

ai

)γ
≤
( ∞∑
i=1

aγi

)
, ai ≥ 0.

(ïî÷åìó îíà âåðíà?). Ïîëó÷àåì

IEMγ
α ≤ 2γ

∞∑
i=0

2iαγIE(Kγ
i ) ≤ C

∞∑
i=0

2iαγ−iε <∞.

Òàêèì îáðàçîì IE
(
Mα

)γ
<∞. Ñëåäîâàòåëüíî,Mα <∞ ïî÷òè âñþäó (òåîðåìà Áåïïî Ëåâè). Ñëåäîâà-

òåëüíî, òðàåêòîðèÿ ξt � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà D ïî÷òè íàâåðíîå. Ïîëîæèì: ηt = lims→t,s∈D ξt,
åñëè ξt ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà D è ηt = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðîöåññ ηt îáëàäàåò ãåëüäåðî-
âûìè òðàåêòîðèÿìè. Äàëåå, òàê êàê ηt = lims→t,s∈D ξt ïî÷òè âñþäó, òî ïî ëåììå Ôàòó IE|ξt − ηt| ≤
lims→tIE|ξs − ηs| = 0. Èòàê ηt = ξt ïî÷òè âñþäó. �

Çàìå÷àíèå 2.4. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [8]), ÷òî äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà |Wt − Ws| ≤ N |t −
s|1/2−ε, s, t ∈ [0, 1] ãäå N çàâèñèò òîëüêî îò ε.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ìîæíî ïîëîæèòü α = 4, β = 1, N = 3. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ω 3 ω → ξt(ω) ∈ C([0, 1]) çàäàåò
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà ïðîñòðàíñòâå C([0, 1]). Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Âèíåðà.

Òåîðåìà 2.5. Öèëèíäðè÷åñêàÿ σ-àëãåáðà íà C([0, 1]) (ò.å., σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îòîáðàæåíèìè
x→ (x(t1), · · · , x(tn))) ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà è ìåðû Âèíåðà (ñì., íàïðèìåð [6], [7], [8]):

1) Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ðàçëîæåíèè Wt â ñëó÷àéíûå ðÿäû.
Ïóñòü {ξn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñ.â. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä

1√
π
tξ0 +

√
2

π

∞∑
k=1

ξk
sin(kt)

k

ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Âî ìíîãèõ êíèãàõ ìîæíî íàéòè äîêà-
çàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé Õààðà.

2) Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåð â ïðîñòðàíñòâå C([0, 1]) è öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìå (òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè Äîíñêåðà). Ýòîò ïîäõîä, ïîìèìî
âñåãî ïðî÷åãî, äàåò ïðîñòîé êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû. Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî.

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ) çàäàíî ñåìåéñòâî σ-àëãåáð Ft , t ∈ [0, T0], óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñâîéñòâó

Fs ⊂ Ft, s ≤ t.
Òàêîå ñåìåéñòâî áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì (��ltration� â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (Wt,Ft) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî Ft, åñëè Wt èçìåðèì îòíîñè-
òåëüíî Ft è Wt+s −Wt íå çàâèñèò îò Ft äëÿ ëþáûõ s, t ≥ 0.

Äëÿ çàäàííîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî Ft, äëÿ êîòîðîãî ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Â êà÷åñòâå òàêîâîãî ìîæíî âçÿòü σ-àëãåáðó F≤t, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Óïðàæíåíèå 2.6. Ïóñòü F≤t = σ{Ws, s ∈ [0, t]} = σ{ω : Ws(ω) ∈ B, s ∈ [0, t], B ∈ B} (÷åðåç B
îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðÿìîé) ïîðîæäåíà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
Ws, s ∈ [0, t]. Òîãäà (Wt,F≤t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî F≤t.
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Â ìîìåíò âðåìåíè t σ-àëãåáðó Ft åñòåñòâåííî ïîíèìàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ñîáûòèé �ïðîøëîãî� è
�íàñòîÿùåãî�.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 2.7. (Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî) Ïóñòü s ≥ 0. Ïðîöåññ t→Wt+s−Ws, ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.
σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ Wt+s −Ws, íå çàâèñèò îò Fs.

Çàäà÷à 2.8. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà [0,∞).

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåîðåìà âûøå îêàçûâàåòñÿ
âåðíîé íå òîëüêî äëÿ ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòû t, íî òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè (ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ ∈ [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì (stopping
time), åñëè äëÿ ëþáîãî t ñîáûòèå {τ ≤ t} ïðèíàäëåæèò Ft.

Íåôîðìàëüíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî τ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, �íå çàâèñÿùàÿ îò áóäóùåãî�.

Óïðàæíåíèå 2.10. 1) Ïóñòü a ∈ R. Ïðîâåðüòå, ÷òî τa = inf{t ≥ 0 : Wt ≥ a} (ñ÷èòàåì, ÷òî
τa =∞, åñëè Wt < a äëÿ âñåõ t) � ìàðêîâñêèé ìîìåíò.

2) Ïóñòü a < 0 < b. Ïðîâåðüòå, ÷òî τ = inf{t ≥ 0 : Wt /∈ (a, b)} � ìàðêîâñêèé ìîìåíò.

Çàíÿòèå 2

1) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà Wt,
÷òî |Wt −Ws| ≤ N(ω)|t− s|1/2−ε, s, t ∈ [0, 1].

2) Äîêàæèòå óïðàæíåíèå 2.10.
3) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè τ è σ � ìàðêîâñêèå ìîìåíòû, òî min(τ, σ),max(τ, σ), τ+σ � ìàðêîâñêèå

ìîìåíòû.
4) (Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè íåâåðíà äëÿ ε = 0). Èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåññ Ïóàññîíà

πt íå îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèåé. Óáåäèòåñü, ÷òî IE|πt − πs| ≤ C|t− s|1+ε òîëüêî
äëÿ ε = 0.

5*) Äîêàæèòå, ÷òî òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ïî÷òè âñþäó íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìû.

3. Cèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà.
Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Íèæå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì (Wt,Ft) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà σ-àëãåáð F .
Êàê ìû óæå âèäåëè, �ñäâèíóòûé� íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó s ïðîöåññ

Bt = Wt+s −Ws

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì è íå çàâèñèò îò Fs.
Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàðêîâñêèé ìîìåíò τ , îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P (τ <∞) = 1. Ñ êàæäûì

òàêèì τ ìîæíî ñâÿçàòü äâå σ-àëãåáðû (÷åðåç B îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
ïðÿìîé)

F≤τ = σ{ω : Ws∧τ (ω) ∈ B, s ≥ 0, B ∈ B}
F≥τ = σ{ω : Ws+τ (ω)−Ws(ω) ∈ B, s ≥ 0, B ∈ B}.

Òåîðåìà 3.1. (Ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî) Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ïî-
òîêà σ-àëãåáð Ft, P (τ <∞) = 1. Ïðîöåññ Bt = Wt+τ −Wτ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.
σ-àëãåáðû F≤τ è F≥τ íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ 0 ≤ t1 ≤
· · · ≤ tn è îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g

IEg(Bt1 , · · · , Btk) = IEg(Wt1 , · · · ,Wtk).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé:

τ =
∑
n

rnI{τ=rn}

Òîãäà

IEg(Bt1 , · · · , Btk) = IE
(∑
n

g(Bt1 , · · · , Btk)I{τ=rn}
)

= IE
(∑
n

g(Wt1+rn−Wrn , · · · ,Wtk+rn−Wrn)I{τ=rn}
)
.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ìàðêîâîñòè τ , ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà I{τ=rn} èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Frn , à ñ.â.
Wti+rn −Wrn � íåçàâèñèìà îò Frn . Ïîýòîìó ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî (â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è
ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà)

IE
(∑
n

g(Wt1+rn −Wrn , · · · ,Wtk+rn −Wrn)
)
P (τ = rn) =

∑
n

IE
[
g(Wt1 , · · · ,Wtk)P (τ = rn)

]
= IE

[
g(Wt1 , · · · ,Wtk)

]
·
∑
n

P (τ = rn) = IE
(
g(Wt1 , · · · ,Wtk)

)
.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèçèì τ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé

τn(ω) = (k + 1)2−n, k2−n < τ(ω) ≤ (k + 1)2−n.

Î÷åâèäíî, τ ≤ τn ≤ τ + 2−n. Çàìåòèì, ÷òî {ω : τn(ω) > t} = {ω : τ(ω) > 2−n[2nt]} ∈ F2−n[2nt] ⊂ Ft.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé Wt è ôóíêöèè g, à òàêæå òåîðåìû Ëåáåãà

IEg(Bt1 , · · · , Btk) = lim
n

IEg(Wt1+τn−Wτn , · · · ,Wtk+τn−Wτn) = lim
n

IEg(Wt1 , · · · ,Wtk) = IEg(Wt1 , · · · ,Wtk).

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè σ-àëãåáð ðàññìîòðèì ïàðó íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíê-

öèé f, g. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

IE
(
f(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · g(Bt1 , · · · , Btm)

)
= IE

(
f(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · IEg(Bt1 , · · · , Btm)

)
Êàê è âûøå, äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà τ ïðèíèìàåò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

IE
(
f(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · g(Bt1 , · · · , Btm)

)
=
∑
n

IE
(
f(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · g(Bt1 , · · · , Btm)I{τ=rn}

)
=
∑
n

IE
(
f(Wt1∧rn , · · · ,Wtk∧rn) · g(Wt1+rn −Wrn , · · · ,Wtk+rn −Wrn)I{τ=rn}

)
.3

Â ñèëó ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî∑
n

IE
(
f(Wt1∧rn , · · · ,Wtk∧rn) · I{τ=rn}

)
IEg(Wt1+rn −Wrn , · · · ,Wtk+rn −Wrn)

=
∑
n

IE
(
f(Wt1∧rn , · · · ,Wtk∧rn) · I{τ=rn}

)
IEg(Wt1 , · · · ,Wtk)

= IEf(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · IEg(Wt1 , · · · ,Wtk) = IEf(Wt1∧τ , · · · ,Wtk∧τ ) · IEg(Bt1 , · · · , Btk).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ðàññìîòðèì íèæå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ñèëüíîãî ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 3.2. (Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ) Ïóñòü τa = inf{t ≥ 0 : Wt ≥ a} � ïåðâûé ìîìåíò äîñòè-
æåíèÿ a ∈ R. Ïðîöåññ

Bt = {Wt, åñëè t ≤ τa; 2a−Wt, åñëè t > τa}
ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 = t0 < t1 ≤ · · · < tn < tn+1 = +∞, Ai ∈ B.

P (Bt1 ∈ A1, · · · , Btn ∈ An) =

n∑
i=0

P (Bt1 ∈ A1, · · · , Btn ∈ An, ti < τa < ti+1)

=

n∑
i=0

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, 2a−Wti+1
∈ Ai+1, · · · , 2a−Wtn ∈ An, ti < τa < ti+1)

=

n∑
i=0

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,Wτa −Wti+1
∈ Ai+1 − a, · · · ,Wτa −Wtn ∈ An − a, ti < τa < ti+1)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç W̃t âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W̃t = Wt+τa − Wτa , ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà
ðàâíà

n∑
i=0

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · ,−W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1)
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Äàëåå (ïðèíöèï îòðàæåíèÿ!) íàì íàäî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · ,−W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1)

= P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · , W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1),

êîòîðîå èíòóèòèâíî ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè σ-àëãåáðû F≤τa è ñ.â. τa îò σ-àëãåáðû F≥τa , à òàêæå
òîãî, ÷òî −W̃t òîæå ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèáëèçèì τa ìàðêîâñêèìè
ìîìåíòàìè τ (k) ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé sk, k ∈ N, êàê ìû ýòî ñäåëàëè â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.
Ïîëîæèì, W ∗t = Wt+τ(k) −Wτ(k) Èìååì:

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−W ∗ti+1−τ(k) ∈ Ai+1 − a, · · · ,−W ∗tn−τ(k) ∈ An − a, ti < τ (k) < ti+1)

=
∑

ti<sk<ti+1

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−W ∗ti+1−sk ∈ Ai+1 − a, · · · ,−W ∗tn−sk ∈ An − a, τ
(k) = sk)

=
∑

ti<sk<ti+1

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−(Wti+1
−Wsk) ∈ Ai+1 − a, · · · ,−(Wtn −Wsk) ∈ An − a, τ (k) = sk)

=
∑

ti<sk<ti+1

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, τ (k) = sk)P (−(Wti+1 −Wsk) ∈ Ai+1 − a, · · · ,−(Wtn −Wsk) ∈ An − a)

=
∑

ti<sk<ti+1

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, τ (k) = sk)P (Wti+1 −Wsk ∈ Ai+1 − a, · · · ,Wtn −Wsk ∈ An − a).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè ñèììåòðè÷íîñòü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðîäåëàâ âñå ýòè
øàãè â îáðàòíîì ïîðÿäêå åùå ðàç, ìû ïîëó÷èì, ÷òî èññëåäóåìàÿ âåëè÷èíà ðàâíà

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,W ∗ti+1−τ(k) ∈ Ai+1 − a, · · · ,W ∗tn−τ(k) ∈ An − a, ti < τ (k) < ti+1).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,−W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · ,−W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1)

= P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · , W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1).

Çàìåòèì, ÷òî W̃tk−τa = Wtk −Wτa = Wtk − a. Ïîýòîìó

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai, W̃ti+1−τa ∈ Ai+1 − a, · · · , W̃tn−τa ∈ An − a, ti < τa < ti+1)

= P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,Wti+1 ∈ Ai+1, · · · , W̃tn ∈ An, ti < τa < ti+1).

Âîçâðàùàÿñü ê ñàìîìó ïåðâîìó ðàâåíñòâó, ïîëó÷àåì

P (Bt1 ∈ A1, · · · , Btn ∈ An)

=

n∑
i=0

P (Bt1 ∈ A1, · · · , Btn ∈ An, ti < τa < ti+1)

=

n∑
i=0

P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,Wti+1
∈ Ai+1, · · · ,Wtn ∈ An, ti < τa < ti+1)

= P (Wt1 ∈ A1, · · · ,Wti ∈ Ai,Wti+1
∈ Ai+1, · · · ,Wtn ∈ An).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåîðåìà 3.3. (Ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà) Ïîëîæèì St = sups∈[0,t]Ws. Òîãäà

P (St ≤ a) = P (|Wt| ≤ a) =
2√
2πt

∫ a

0

e−
x2

2t dx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

P (St ≥ a) = P (St ≥ a,Wt < a) + P (Wt ≥ a).

Çàìåòèì, ÷òî Wτa = a. Äàëåå, â ñèëó ñèëüíîãî ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà

P (St ≥ a,Wt < a) = P (τa ≤ t,Wτa+(t−τa) −Wτa < 0) =

∫ t

0

P (Ws+(t−s) −Ws < 0|τa = s) dFτa(s)
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Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî Wt − Ws íå çàâèñèò îò Fs ïðè s ∈ [0, t], à ñ.â. τa � ìàðêîâñêèé ìîìåíò.
Ñëåäîâàòåëüíî, {τa ≤ s} ∈ Fs è P (Ws+(t−s) −Ws < 0|τa = s) = P (Ws+(t−s) −Ws < 0). Òàê êàê
P (Ws+(t−s) −Ws < 0) = 1/2, ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ðàâíà

1

2

∫ t

0

dFτa(s) =
1

2
P (St ≥ a).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P (St ≥ a) = 2P (Wt ≥ a) = P (|Wt| ≥ a). �

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Äàëåå ìû êðàòêî îáñóäèì î÷åíü âàæíóþ äëÿ âñåãî äàëüíåéøåãî êóðñà ñâÿçü âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü f(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ âìå-
ñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà 2 âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t, x) = IE(f(x+Wt))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (heat equation)

ut =
1

2
uxx (3)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, x) = f(x).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò, IEτ < ∞, f(t, x) � äâàæäû ïî x è îäèí ðàç ïî t
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ft, fxx ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

IEf(τ, x+Wτ ) = f(0, x) + IE
(∫ τ

0

Lf(s, x+Ws) ds
)
,

ãäå Lf = ft + 1
2fxx.

Çàíÿòèå 3

1) Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τa = inf{t : Wt ≥ a}. Äîêàæèòå, ÷òî
P (τa <∞) = 1, íî IEτa =∞.

2) Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñ.â. τ è Wτ+t −Wτ íåçàâè-
ñèìû.

3) Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îòðàæåíèÿ, äîêàæèòå, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
(supt≤T Wt,WT ) ðàâíà

p(x, y) =
2√

2πTT
(2x− y) exp

(
− 1

2T
(2x− y)2

)
äëÿ x ≥ max(0, y) è P (x, y) = 0, x ≤ max(0, y).

4) Ïóñòü τ, σ � îãðàíè÷åííûå ìàðêîâñêèå ìîìåíòû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé. Äîêàæèòå,
÷òî IEWτ = 0, IE

(
WτWσ

)
= IE(τ ∧ σ). Óêàçàíèå: äëÿ ìîìåíòà τ =

∑n
k=1 τkIτ=τk èñïîëüçóéòå

ïðåäñòàâëåíèå Wτ =
∑n−1
k=1(Wτk −Wτk+1

)Iτ≤τk +Wτn .
5) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî IEWτ ìîæåò áûòü íå ðàâíî íóëþ äëÿ íåîãðàíè÷åí-

íûõ ìîìåíòîâ.
6*) Ïóñòü τt � ïåðâûé ìîìåíò äîñòèæåíèÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì òî÷êè t > 0. Èñïîëüçóÿ

ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, äîêàçàòü, ÷òî 1) ðàñïðåäåëåíèå τa− τb, a > b ñîâïàäàåò ñ τa−b,
2) t→ τt � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

7) Äîêàæèòå òåîðåìó 3.4.
8) Èñïîëüçóÿ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Ptf = IEf(x + Wt) ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

ãðóïïîé, ò.å.

Pt+sf = Pt(Ps(f)).

9) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.5 äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ c IEτ <∞ âûïîë-
íåíî IE(Wτ ) = 0, IEW 2

τ = IEτ.
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10) Ïóñòü τ � ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà Wt èç èíòåðâàëà (a, b), a < 0, b > 0. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
3.5 íàéäèòå

P (τ = a), P (τ = b), IEτ.

Óêàçàíèå: ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.5 ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà ïðèìåíèìà ê ôóíêöèè
e−λt(a− x)(x− b), λ > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî IEτ ≤ a|b| è ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó λ→ 0.

4. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ïðîäîëæåíèå). Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 3.4) Cîîòíîøåíèå ut = 1
2uxx ñëåäóåò èç ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

u(x, t) =
1√
2πt

∫ ∞
−∞

f(x+ y)e−
y2

2t dy =

∫ ∞
−∞

f(x+ y)pt(y) dy,

ãäå

pt(y) =
1√
2πt

e−
y2

2t .

ßâíûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî

d

dt
pt =

1

2

∂2

∂y2
pt, t 6= 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

d

dt
u(x, t) =

d

dt

∫ ∞
−∞

f(x+ y)pt(y) dy =
1

2

∫ ∞
−∞

f(x+ y)
∂2

∂y2
pt(y) dy =

1

2

∫ ∞
−∞

∂2

∂y2
f(x+ y)pt(y) dy

=
1

2

∫ ∞
−∞

∂2

∂x2
f(x+ y)pt(y) dy =

1

2

∂2

∂x2

∫ ∞
−∞

f(x+ y)pt(y) dy =
1

2

∂2

∂x2
u(t, x).

Äàëåå, u(0, x) = limt→0 u(t, x) = limt→0 IE(f(x + Wt)) = IE(f(x)) = f(x) (ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
òàêæå ñëåäóåò èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè pt(y)dy → δ0, t→ 0).

Äëÿ t = 0 íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

d

dt
u(t, x)|t=0 = lim

t→0

u(t, x)− u(0, x)

t
= lim
t→0

1

t

∫ (
f(x+y)−f(x)

)
pt(y) dy = lim

t→0

1

t

∫ (
f(x+

√
ty)−f(x)

)
p1(y) dy.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî
∫
yp1(y) dy = 0, ïîýòîìó

d

dt
u(t, x)|t=0 = lim

t→0

1

t

∫ (
f(x+

√
ty)− f(x)−

√
tf ′(x)y

)
p1(y) dy =

∫
1

2
fxx(x)y2p1(y) dy =

1

2
fxx(x).

�

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 3.5)
Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè supx,t |f(x, t)| < C.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

f(0, x) = −IE
(∫ ∞

0

Lf(s, x+Ws) ds
)
. (4)

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî limt→∞ supx |f(t, x)| = 0 è τ < T . Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ñîîòíîøåíèå d
dtpt = 1

2
∂2

∂y2 pt:

1

2

∫ ∞
−∞

d2

dx2
f(s, x+ y)ps(y) dy =

1

2

∫ ∞
−∞

d2

dy2
f(s, x+ y)ps(y) dy =

1

2

∫ ∞
−∞

f(s, x+ y)
d2

dy2
ps(y) dy

=

∫ ∞
−∞

f(s, x+ y)
d

ds
ps(y) dy.
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Îòñþäà ñëåäóåò∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

Lf(s, x+ y)ps(y) dy ds =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

d

ds
f(s, x+ y)ps(y) dy ds+

1

2

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

d2

dx2
f(s, x+ y)ps(y) dy ds

=

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

d

ds
f(s, x+ y)ps(y) dy ds+

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

f(s, x+ y)
d

ds
ps(y) dy ds

=

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

d

ds

(
f(s, x+ y)ps(y)

)
dy ds.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ limt→∞ supx |f(t, x)| = 0∫ ∞
0

d

ds

(
f(s, x+ y)ps(y)

)
ds = lim

t→∞

∫ ∞
−∞

f(t, x+ y)pt(y) dy − lim
t→0

∫ ∞
−∞

f(t, x+ y)pt(y) dy = −f(0, x).

Ìû ïîëó÷àåì (4). Ñëåäîâàòåëüíî,

f(0, x) = −IE
(∫ τ

0

Lf(s, x+Ws) ds
)
− IE

(∫ ∞
τ

Lf(s, x+Ws) ds
)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ IE
(∫∞

τ
Lf(s, x+Ws) ds

)
âîñïîëüçóåìñÿ ñèëüíûì ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì

IE
(∫ ∞

τ

Lf(s, x+Ws) ds
)

= IE
(∫ ∞

0

Lf(t+ τ, x+Wt+τ ) ds
)

= IE
(∫ ∞

0

Lf(t+ τ, x+Wτ +Bt) dt
)
,

ãäå Bt = Wt+τ −Wτ . Òàê êàê Bt � íåçàâèñèìûé îò Wτ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, òî â ñèëó (4)

IE
(∫ ∞

0

Lf(t+ τ, x+Wτ +Bt) ds
)

= −IEf(τ, x+Wτ ).

Ïîëó÷àåì èñêîìîå òîæäåñòâî IEf(τ, x+Wτ ) = f(0, x) + IE
(∫ τ

0
Lf(s, x+Ws) ds

)
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñ f ñíÿòî îãðàíè÷åíèå limt→∞ supx |f(t, x)| = 0. Ïðèáëèçèì f ôóíê-

öèÿìè fε = fe−ε(t+x
2). Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé âûïîëíåíî (4), êðîìå òîãî, fε → f , Lfε → Lf ïîòî÷å÷íî

ïðè ε→ 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè f, |Lfε|, ïîëó÷àåì, ÷òî IE
(∫ τ

0
Lfε(s, x+Ws) ds

)
→

IE
(∫ τ

0
Lf(s, x+Ws) ds

)
è IEf(τ, x+Wτ ) = limε→0 IEfε(τ, x+Wτ ) ïî òåîðåìå Ëåáåãà. Ñëåäîâàòåëüíî,

(4) âûïîëíåíî äëÿ f .
Äëÿ óñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ τ < T ïðèáëèçèì τ ìîìåíòàìè τn = τ ∧ n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèÿ limn IE
(∫ τn

0
Lf(s, x + Ws) ds

)
= IE

(∫ τ
0
Lf(s, x + Ws) ds

)
è

IEf(τ, x + Wτ ) = limn IEf(τn, x + Wτn). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé Wt è ôóíêöèé f , Lf (à
òàêæå îãðàíè÷åííîñòè Lf) f(τn, x+Wτn)→ f(τ, x+Wτ ) è

∫ τn
0
Lf(s, x+Ws)ds→

∫ τ
0
Lf(s, x+Ws)ds

ïî÷òè âñþäó. Äëÿ ïåðåõîäà ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèëàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà,

îöåíêîé
∣∣∣∫ τn0

Lf(s, x+Ws) ds
∣∣∣ ≤ sup(Lf) · (τ ∧ n) ≤ sup(Lf) · τ è óñëîâèåì IEτ <∞. �

Çàìå÷àíèå 4.1. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåíéûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèÿ pt(x) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òåîðåìà 3.5 èíîãäà óïîìèíàåòñÿ â ëèòåðàòóðå êàê ôîðìóëà Äûí-
êèíà.

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåï-
ëà â òåëàõ è ïðîöåññà äèôôóçèè (äðóãîå íàçâàíèå (3) � óðàâíåíèå äèôôóçèè).

Ðàññìîòðèì óçêèé äëèííûé öèëèíäð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè x, ñ æèäêîñòüþ è âçâåñüþ ìåëêèõ ÷àñòèö
â íåé, äâèæóùèìñÿ ñîãëàñíî çàêîíó âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïóñòü f(x, t)∆x � ÷èñëî ÷àñòèö, çàêëþ÷åííûõ
â ó÷àñòêå öèëèíäðà ìåæäó x è x+∆x (f ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü) â ìîìåíò t. ×èñëî ÷àñòèö
â ýòîì ó÷àñòêå ÷åðåç ìàëûé ïåðèîä âðåìåíè ∆t ðàâíî

f(x, t+ ∆t)∆x = ∆x

∫ ∞
−∞

f(x− s, t)p∆t(s)ds.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè s îò [x, x+∆x], ïîïàäàåò òóäà
÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ñ âåðîÿòíîñòüþ ≈ ∆x · p∆t(s). Óñðåäíÿÿ ïî âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì ñðåäíåå
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÷èñëî ÷àñòèö. Ðàçëàãàÿ â ðÿä ïî t âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè è â ðÿä ïî x âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè,
ïîëó÷àåì

f(x, t) + ∆tft(t, x) + · · · =
∫ ∞
−∞

(
f(x, t)− sfx(x, t) +

1

2
s2fxx(x, t) + · · ·

)
p∆t(s)ds.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
∫∞
−∞ sp∆t(s)ds = 0,

∫∞
−∞ s

2p∆t(s)ds = ∆t, ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå ft(t, x) =
1
2
fxx(t, x).

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

Ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì πt ñ ïàðàìåòðîì λ íà [0,∞) (íàçûâàåìîì èíòåíñèâíîñòüþ) áóäåì íà-
çûâàòü òàêîé ïðîöåññ c íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, ÷òî
πt − πs, s < t èìååò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ(t− s), π0 =0.

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Åãî òðàåêòîðèè ïðåäñòàâÿëþò ñîáîé âîçðàñòàþùèå
ñêà÷êàìè ôóíêöèè. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé ñ
äèñêðåòíîé ïðèðîäîé. Êëàññè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà: πt ðàâíî ÷èñëó òåëåôîí-
íûõ çâîíêîâ, ïîñòóïèâøèõ íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ äî ìîìåíòà âðåìåíè t.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà èñïîëüçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ïîêàçàòåëüíûõ âåëè÷èí Xk.
Ïîëîæèì Tn =

∑n
k=1Xi. Íàïîìíèì (ñì. 1-é ìîäóëü), ÷òî Tn îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

I[0,∞)(t)
λktk−1

(k − 1)!
e−λt.

Òåîðåìà 4.2. Ïîëîæèì:

πt = max{n : Tn ≤ t}.
Òîãäà πt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ÿâíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(πt1 , πt2 − πt1 , · · · , πtn − πtn−1
), t1 < t2 < · · · < tn.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
Øàã 1. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî πt èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàìåòèì, ÷òî P (πt ≥ k) =

P (Tk ≤ t). Ïîýòîìó

P (πt = k) = P (Tk ≤ t)− P (Tk+1 ≤ t) =

∫ t

0

λksk−1

(k − 1)!
ds−

∫ t

0

λk+1sk

k!
ds =

e−λt(λt)k

k!
.

Øàã 2. Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà T = (T1, · · · , Tk) ïðè óñëîâèè πt = k ðàâíà

fT (t1, · · · , tk|πt = k) =
k!

tk
; 0 < t1 < t2 · · · < tk ≤ t.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è ýêñïîíåíöèàëüíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî (X1, · · · , Xk+1) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå

λk+1e−(x1+···+xk+1).

Èç ñîîòíîøåíèÿ Tk =
∑k
i=1 ξi ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå (T1, · · · , Tk+1) ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (X1, · · · , Xk+1) ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì), ñëåäîâàòåëüíî

fT (t1, · · · , tk+1) = λk+1e−λtk+1

Òàêèì îáðàçîì,

P (T1 < t1, · · · , Tk ≤ tk, πt = k) = P (0 < T1 < t1 < · · · < Tk < tk < t < Tk+1)

= λk+1

∫ t1

0

∫ t2

t1

· · ·
∫ ∞
t

e−λtk+1 dt1 · · · dtk+1 =

= λkt1(t2 − t1) · · · (tk − tk−1)e−λt.

Òîãäà

P (T1 < t1, · · · , Tk ≤ tk|πt = k) = t1(t2 − t1) · · · (tk − tk−1)
k!

tk
. (5)

Èñêîìîå ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ýòîé ôîðìóëû.
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Çàìå÷àíèå 4.3. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå T ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì (íîðìàëèçî-
âàííîé ìåðîé Ëåáåãà) íà ñèìïëåêñå

0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk ≤ t.
Ýòó ìåðó ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü êàê îáðàç ðàâíîìåðíîé ìåðû íà êóáå 0 ≤ ti ≤ t ïðè îòîæäåñòâ-
ëåíèè òî÷åê x ∼ y, äëÿ êîòîðûõ

(x1, · · · , xn) = (xπ(1), · · · , xπ(n)) = (y1, · · · , yn)

äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè π.

Øàã 3. Íàéäåì
P (πt1 = k1, πt2 − πt1 = k2, · · · , πtn − πtn−1

= kn).

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà (ñì. Øàã 1)

P (πt1 = k1, πt2 = k1 + k2, · · · , πtn = k1 + · · ·+ kn)

= P (πt1 = k1, πt2 = k1 + k2, · · · , πtn−1 = k1 + · · ·+ kn−1|πtn = k1 + · · ·+ kn)P (πtn = k1 + · · ·+ kn)

= P (Ti1 ≤ t1, t1 < Ti2 ≤ t2, · · · , tn−1 < Tin ≤ tn|πtn = k1 + · · ·+ kn)
e−λtn

(k1 + · · ·+ kn)!
tk1+···+kn
n ,

ãäå

im =

m∑
j=1

kj .

Óïðàæíåíèå 4.4. Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 4.3) äîêàæèòå, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Ti1 ≤
t1, t1 < Ti2 ≤ t2, · · · , tn−1 < Tin ≤ tn|πtn = k1 + · · ·+ kn) ðàâíà( (t1)k1

k1!
· (t2 − t1)k2

k2!
· (tn − tn−1)kn

kn!

) (k1 + · · ·+ kn)!

tk1+···+kn
n

.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P (πt1 = k1, πt2 − πt1 = k2, · · · , πtn − πtn−1 = kn) ðàâíà( (t1)k1

k1!
· (t2 − t1)k2

k2!
· (tn − tn−1)kn

kn!

)
e−λtn(λ)k1+···+kn

=
(λt1)k1e−λt1

k1!
· (λ(t2 − t1))

k2e−λ(t2−t1)

k2!
· (λ(tn − tn−1))kne−λ(tn−tn−1)

kn!
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèÿ πt íåçàâèñèìû è èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå. �

Çàíÿòèå 4

1) Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ äîêàæèòå, ÷òî

IE(eWτ− τ2 ) = 1

(èñïîëüçóéòå òåîðåìó 3.5).
2) Ïóñòü τ � ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà Wt + ct èç èíòåðâàëà (a, b), a < 0, b > 0. Íàéòè

P (τ = a), P (τ = b), IEτ.

3) Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.5 íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà îòðåçêå
[0, t]. Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå òåîðåìy 3.5 ê ôóíêöèè

F (s, x) = 2

∫ ∞
x−x0

pt−s(y) dy − 1, pt =
1√
2πt

e−
y2

2t .

Äîêàæèòå, ÷òî F (s, x0) = 0, F (t, x) = 1, Ft + 1
2Fxx = 0.

4*) Ïîëîæèì M = sup0<t≤T Wt, m = inf0<t≤T Wt. Äîêàçàòü, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (M,m) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

2

T
√

2πT

∑
k∈Z

(−1)kk(k − 1)
(
ky + (1− k)x

)
e
−(ky+(1−k)x)2

2T (6)

ïðè x < 0, y > 0 è ðàâíà íóëþ ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ x, y (çàïèøèòå èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü
êàê ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èñïîëüçóéòå ðÿäû Ôóðüå äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ).
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5*) Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûâåñòè, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ M −m èìåååò âèä F (e−
t2

2T ),
ãäå F � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) = x− 4x4 + 9x9 − 16x16 + · · ·+ (−1)n+1n2xn
2

+ · · ·

åñëè 0 ≤ x < 1 è F (1) = 0.
6) (Óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.5 íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ñ.â. c ïëîòíîñòüþ pt = a√
2πt3

e−
a2

2t I{t>0}. (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî pt � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τa = inf{t : Wt ≥ a}).
7) Äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà πt íàéòè IEτn, ãäå τn = inft{πt ≥ n}.
8) Ïóñòü N(t) � êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â íåêîòîðîé òóðèñòè÷åñêîé ôèðìå äî ìî-

ìåíòà t. Êëèåíòîâ îáñëóæèâàåò îäèí ðàáîòíèê, äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ äëÿ êàæäîãî
êëèåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì µ
(ñ.â. íåçàâèñèìû äëÿ ðàçíûõ êëèåíòîâ). Â ìîìåíò t = 0 èìååòñÿ îäèí ïîñåòèòåëü. Ñ÷èòàÿ,
÷òî N(t)− 1 � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëåäóþùèé êëèåíò ïðèäåò äî ìîìåíòà t è ðàáîòíèê áóäåò çàíÿò ðàâíà λ(1−e−(λ+µ))/(λ+µ).

9) ×èñëî êîìàðîâ, ñàäÿùèõñÿ íà æåðòâó, ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ èíòåíñèâíîñòüþ
λ. Êàæäûé êîìàð êóñàåò æåðòâó ñ âåðîÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Äîêàçàòü, ÷òî
÷èñëî óêóñîâ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ èíòåíñèâíîñòüþ pλ.

5. Ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå.

Ïóñòü (Wt,Ft) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Ft. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ïî-
ñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà èëè èíòåãðàëà Èòî∫ T

0

f(t, ω) dWt

îò ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ïîòðåáíîñòü â ýòîì îáúåêòå âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ôèçèêè è
òåõíèêè.

Çàìå÷àíèå 5.1. Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè âèäà f(t, ω), t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω
èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî ïîïîëíåíèÿ σ-àëãåáðû B(R) × F ïî ìåðå λ × P , ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà íà
îòðåçêå [0, T ].

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îïðåäåëåíû äâîéíûå èíòåãðàëû
∫

[0,T ]×Ω
f(s, ω) ds dP ïî ïðî-

èçâåäåíèþ ìåð λ × P . Ïî òåîðåìå Ôóáèíè òàêèå èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì

âèäà IE
∫ T

0
f(t, ω) dt.

Âïåðâûå èíòåãðàëû òàêîãî âèäà ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Âèíåðà, Ïýëè è Çèãìóíäà (1933). Òàì îíè
áûëè îïðåäåëåíû äëÿ íåñëó÷àéíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫ T

0

f(s) dWs = f(T )WT −
∫ T

0

f ′(s)Ws ds.

Â áîëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè ïîïûòêè îïðåäåëèòü ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë äëÿ êàæäîé ôèêñèðî-
âàííîé òðàåêòîðèè íàòàëêèâàþòñÿ íà òðóäíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè Wt(ω)
èìåþò áåñêîíå÷íûå âàðèàöèè íà îòðåçêå. Ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà (Ê. Èòî,
1942) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèì ïóòåì.
Øàã 1. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé.
Ïðîñòîé ôóíêöèåé áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè âèäà

f(t, ω) =

n∑
k=0

fk(ω)I(tk,tk+1], (7)

ãäå 0 = t0 < t1 < · · · < tn+1 = T � ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, T ], à êàæäàÿ ñ.â. fk èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî
Ftk è îáëàäàåò êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì IEf2

k <∞.

Çàìå÷àíèå 5.2. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå èçìåðèìîñòè fk îòíîñèòåëüíî Ftk ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåò ïîíÿòèå ïðîñòîé ôóíêöèè â ñìûñëå, óêàçàííîì âûøå, îò ñòàíäàðòíîãî ïîíÿòèÿ ñòóïåí-
÷àòîé ôóíêöèè, èçâåñòíîãî èç àíàëèçà.

Ïðèìåð 5.3. Ôóíêöèÿ
∑n
i=0WtkI(tk,tk+1] � ïðîñòàÿ, à

∑n
i=0Wtk+1

I(tk,tk+1] � íåò.
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Äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé ïîëîæèì:∫ t

0

f(s, ω) ds =

n∑
i=0

fk(ω)(Wtk+1
−Wtk).

Ëåììà 5.4. (Èçîìåòðèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà). Äëÿ ëþáîé ïðîñòîé ôóíêöèè f

IE
(∫ T

0

f(t, ω) dWt

)2

= IE
[∫ T

0

f2(t, ω)dt
]
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

IE
(∫ T

0

f(t, ω) dWt

)2

=
∑
i,j

IE
(
fifj(Wti+1 −Wti)(Wtj+1 −Wtj )

)
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ i < j

IE
(
fifj(Wti+1

−Wti)(Wtj+1
−Wtj ) = IE

[(
fifj(Wti+1

−Wtt)
]
IE
(
Wtj+1

−Wtj

)
= 0.

Ïîýòîìó

IE
(∫ T

0

f(t, ω) dWt

)2

=

n∑
i=1

IE(f2
i (Wti+1

−Wti)
2) =

n∑
i=1

IE(f2
i )IE(Wti+1

−Wti)
2

= IE
( n∑
i=1

f2
i (ti+1 − ti)

)
= IE

[∫ T

0

f2(t, ω)dt
]
.

�

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðû ïðîñòûõ ôóíêöèé f, g

IE
(∫ T

0

f(t, ω) dWt ·
∫ T

0

g(t, ω) dWt

)
= IE

∫ T

0

fg dt,

IE
(∫ T

0

f(t, ω) dWt −
∫ T

0

g(t, ω) dWt

)2
= IE

∫ T

0

(f − g)2 dt.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîñòîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà åå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå (7).

Çàìå÷àíèå 5.5. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ëèíååí:
∫ T

0
(c1f+c2g) dWt =

c1
∫ T

0
f dWt + c2

∫ T
0
g dWt.

Êàê ìû âèäèì, ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì èç

ïðîñòðàíñòâà ïðîñòûõ ôóíêöèé, íàäåëåííûõ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) → IE(
∫ T

0
fg dt), â

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(P ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì è ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (f, g) → IE(fg). Ïîýòîìó ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë åñòåñòâåííî ïðîäîëæèòü íà ïî-

ïîëíåíèå ïðîñòûõ ôóíêöèé ïî íîðìå f →
(

IE(
∫ T

0
f2 dt)

)1/2

, ò.å.∫ T

0

f dWt = lim
n→∞

∫ T

0

fn dWt,

ãäå {fn} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé, ò.÷. limn IE
∫ T

0

(
fn − f

)2
dt = 0. Ñâîéñòâî

èçîìåòðè÷íîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë íà ïîïîëíåíèè N(0, T ) ïðîñòûõ ôóíê-

öèé ïî íîðìå f →
(

IE(
∫ T

0
f2 dt)

)1/2

. Î÷åâèäíî, ôóíêöèè èç N(0, T )

1) èçìåðèìû â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ 5.1.
2) îáëàäàþò ñâîéñòâîì

IE
(∫ T

0

f2 dt
)
<∞.

Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî ôóíêöèè èç N(0, T ) îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûì âàæíûì ñâîéñòâîì:
3) Ôóíêöèè èç N(0, T ) ýêâèâàëåíòíû (ïî ìåðå λ× P ) ïðåäñêàçóåìûì ôóíêöèÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 5.6. f(t, ω) íàçûâàåòñÿ ïðåäñêàçóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé, åñëè îíà èçìåðèìà
îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâàìè âèäà ([0, T ] ∩ B) × F , ãäå B � áîðåëåâñêîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (t,∞), à F ⊂ Ft.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ïðåäñêàçóåìîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé.
Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ïðèäíàäëåæíîñòè N(0, T ).

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, ω) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1)-2) è èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî
Ft ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ]. Òîãäà f ∈ N(0, T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn → f â L2(P ).
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî f îãðàíè÷åíà è èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè t→ f(t, ω) äëÿ ëþáîãî
ω ∈ Ω. Ïîëîæèì:

fn(t, ω) =
∑
j

f(tj , ω)(tj , tj+1].

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ fn ïðîñòàÿ. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïóòåé t→ f(t, ω) èìååì:

∑
j

∫ tj+1

tj

(
f(tj , ω)− f(t, ω))2dt→ 0.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f èìååì: IE
(∑

j

∫ tj+1

tj

(
f(tj , ω)−f(t, ω))2dt

)
→ 0 ïî òåîðåìå Ëåáåãà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f îãðàíè÷åíà. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî øàãà äîñòàòî÷íî ïðèáëèçèòü f
ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òàêóþ ãëàäêóþ
íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ, ÷òî ϕ = 0 íà (−∞,−1] ∪ [0,+∞) è

∫∞
−∞ ϕn(x) dx = 1. Ïîëîæèì

ϕn = nϕ(nx) è

fn(t, ω) =

∫ T

0

ϕn(s− t)f(s, ω) ds =

∫ t

0

ϕn(s− t)f(s, ω) ds.

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ fn îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, îãðàíè÷åíà è, î÷åâèäíî, èçìåðè-
ìà îòíîñèòåëüíî Ft ïðè ôèêñèðîâàííîì t (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî âîñïîëüçóéòåñü ñòàíäàðòíûì
îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà Ëåáåãà êàê ïðåäåëà ñóìì). Ïîýòîìó fn èíòåãðèðóåìà ñîãëàñíî ïðåäû-
äóùåìó øàãó. Äàëåå, êàê õîðîøî èçâåñòíî èç àíàëèçà (ñì, íàïðèìåð, [1], 1-é ò., òåîðåìà 4.2.4),∫ T

0
(fn(s) − f(s))pds → 0 äëÿ âñåõ p ≥ 1 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ p = 2). Îïÿòü â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà

(èñïîëüçóåì îãðàíè÷åííîñòü f è îöåíêó |
∫ T

0
gdx| ≤ sup[0,T ] g · T ), èìååì: IE

∫ T
0

(fn(s)− f(s))2ds→ 0.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðèáëèçèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ N([0, T ]) îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè
fn = I{|f |<n} · f +n · I{f≥n}−nI{f≤−n}. Ñõîäèìîñòü fn → f â L2(P ) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà, òàê
êàê |fn| ≤ f . �

Ïðèìåð 5.8. ∫ t

0

Ws dWs =
1

2
W 2
t −

1

2
t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t èìååì:

W 2
tn = (Wtn −Wtn−1

)2 + 2Wtn−1
(Wtn −Wtn−1

) +W 2
tn−1

.

= (Wtn −Wtn−1
)2 + 2Wtn−1

(Wtn −Wtn−1
) + (Wtn−1

−Wtn−2
)2 + 2Wtn−2

(Wtn−1
−Wtn−2

) +W 2
tn−2

= · · ·

=

n∑
i=1

(Wti −Wti−1
)2 + 2

n∑
i=1

Wti−1
(Wti −Wti−1

).

Ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèÿ ïåðâàÿ ñóììà, êàê ìû âèäåëè, ñòðåìèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ê t,

â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ñóììà ñõîäèòñÿ (ïî îïðåäåëåíèþ) ê ñòîõàñòè÷åñêîìó èíòåãðàëó
∫ t

0
Ws dWs.

Ïîñëåäíèé ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Â ïðåäåëå ïîëó÷àåì íóæíîå ðàâåíñòâî. �
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6. Ìàðòèíãàëû. Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì
âåðõíèì ïðåäåëîì. Ôîðìóëà Èòî.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü Ft � ïîòîê σ-àëãåáð. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ξt} ñ IE|ξt| <∞ íàçûâàåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî Ft, åñëè IE(ξt|Fs) = ξs, s ≤ t.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàðòèíãàë ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì {ξn}: IE(ξn|Fm) = ξm, m ≤ n.

Ïðèìåð 6.2. Ïðîöåññ ξt ñ íóëåâûì ñðåäíèì IEξt = 0 è íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà σ-àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ξt.

Äîêàçàòåëüñòâî. IE(ξt|Fs) = IE(ξt − ξs|Fs) + IE(ξs|Fs) = ξs + IE(ξt − ξs) = ξs. �

Ïðèìåð 6.3. Ïóñòü (Wt,Ft) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà W 2
t − t � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî

Ft.

Äîêàçàòåëüñòâî.

IE
(
W 2
t − t|Fs

)
= IE

(
(Wt −Ws)

2 + 2Ws(Wt −Ws) +W 2
s |Fs

)
− t

= IE(Wt −Ws)
2 + 2WsIE

(
(Wt −Ws)|Fs

)
+W 2

s − t
= t− s+ 2WsIE(Wt −Ws) +W 2

s − t = W 2
s − s.

�

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü Ft � ïîòîê σ-àëãåáð. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {ξt} íàçûâàåòñÿ ñóáìàðòèí-
ãàëîì (ñóïåðìàðòèíãàëîì) îòíîñèòåëüíî Ft, åñëè IE(ξt|Fs) ≥ ξs (IE(ξt|Fs) ≤ ξs), s ≤ t.

Óïðàæíåíèå 6.5. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó: cëó÷àéíûé ïðîöåññ {ξt}
íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëîì (ñóáìàðòèíãàëîì) îòíîñèòåëüíî Ft, åñëè

IE(ξt · η) = IE(ξs · η)
(

IE(ξt · η) ≥ IE(ξs · η)
)

äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè η, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Fs.

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ξt � ìàðòèíãàë. Òîãäà f(ξt) � ñóáìàðòèíãàë, åñëè
IE|f(ξt)| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ âûïóê-
ëûõ ôóíöêèé

f(x) ≥ f(y) + C(x− y),

âûïîëíåííîãî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, çàâèñÿùåé òîëüêî îò x. Åñëè f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
ïî x, òî C(x) = f ′(x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî òàêèõ C ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà
è îáðàçóåò òàê íàçûâàåìûé ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f . Â êà÷åñòâå C ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ f . Èìååì:

f(ξt) ≥ f(ξs) + C(ξs)(ξt − ξs).

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî íà íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ η, èçìåðèìóþ îòíîñèòåëüíî Fs, è âîçüìåì
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé:

IE
(
f(ξt)η

)
≥ IE

(
f(ξs)η

)
+ IE

(
C(ξs)(ξt − ξs)η

)
= IE

(
f(ξs)η

)
+ IE

(
C(ξs)ξtη

)
− IE

(
C(ξs)ξsη

)
.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî IE
(
C(ξs)ηξt

)
= IE

(
C(ξs)ηIE(ξt|Fs)

)
= IE

(
C(ξs)ηξs

)
â ñèëó òîãî, ÷òî ξt � ìàðòèí-

ãàë. Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî IE
(
f(ξt)η

)
≥ IE

(
f(ξs)η

)
.

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå åñòü ïðîáåë � ìû íåÿâíî èñïîëüçîâàëè èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè C(ξs)ξtη.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî óñòðàíèòü, ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ηC(ξs) áûëî îãðàíè÷åíî
(íàïðèìåð, âçÿòü η = ϕIAN , ãäå AN = {|C(ξs)| ≤ N}). Òîãäà âû÷èñëåíèÿ âûøå âåðíû è ìû ïîëó÷àåì
IE
(
f(ξt)ϕIAN

)
≥ IE

(
f(ξs)ϕIAN

)
. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó N →∞ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà, ïîëó÷àåì

èñêîìîå ñîîòíîøåíèå IE
(
f(ξt)ϕ

)
≥ IE

(
f(ξs)ϕ

)
. �

Íàïîìíèì, ÷òî ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì τ íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ.â., îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
{τ ≤ t} ∈ Ft. Ñ êàæäûì ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì ìû ñâÿæåì σ-àëãåáðó Fτ . Ïî îïðåäåëåíèþ, A ∈ Fτ ,
åñëè A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft.
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Ëåììà 6.7. Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé t1 < t2 < · · · < tn, ξt �
ñóáìàðòèíãàë. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

IEξt1 ≤ IEξτ ≤ IEξtn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: IEξτ =
∑
tk

IE(ξtI{τ=tk}) = IE(ξt1)−IE(ξt1Iτ>t1)+IE(ξt2Iτ>t1)−IE(ξt2Iτ>t2)+

· · ·+IE(ξtnIτ>tn−1). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóáìàðòèíãàëà IE(ξt2Iτ>t1) ≥ IE(ξt1Iτ>t1),
ñëåäîâàòåëüíî IEξτ ≥ IE(ξt1). Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî �

Ñëåäñòâèå 6.8. 1) Åñëè τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé t1 < t2 < · · · < tn,
ξt � ìàðòèíãàë, òî âûïîëíåíî òî÷íîå ðàâåíñòâî

IEξt1 = IEξτ = IEξtn .

2) Åñëè ξt � íåîòðèöàòåëüíûé ñóáìàðòèíãàë, òî

P ( sup
1≤k≤n

ξtk ≥ ε) ≤
IEξtn
ε

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè
τ = min {tk : ξtk ≥ ε} (τ = tn, åñëè òàêèõ tk íåò), òî ñîãëàñíî ëåììå 6.7 è íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà

P ( sup
1≤k≤n

ξtk ≥ ε) = P (ξτ ≥ ε) ≤
IE(ξτ )

ε
≤ IEξtn

ε

�

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äîêàçàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå
îáùèå òèïû ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñäåëàòü â ïðåäïîëîæåíèè îäíîñòîðîí-
íåé íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ è îãðàíè÷åíèé íà èíòåãðèðóåìîñòü ìîìåíòîâ. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìîé optional stopping theorem èëè OS-òåîðåìû. Â
äîêàçàòåëüñòâå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à 6.9. Ïóñòü η � ñ.â., IE(|η|) <∞. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷åòíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f : R→
[0,+∞), ÷òî IEf(η) <∞, f âîçðàñòàåò íà [0,+∞) è limt→+∞

f(t)
t = +∞.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî IE|η| <∞ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
∑∞
n=0 nP (n ≤ |η| < n+1) <∞.

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü ξt � ìàðòèíãàë ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, τ � ìàðêîâñêèé
ìîìåíò. Òîãäà ñîîòíîøåíèå

IEξτ = IEξ0

èìååò ìåñòî, åñëè τ ≤ K ï.í. äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà K > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, ïðèáëèçèì τ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ ñ êîíå÷-

íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé τn = max
[
2−n

(
1+[2nτ ]

)
,K
]
. Èìååì IEξ0 = IEξτn . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà

òðàåêòîðèé ξτn → ξτ . Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû ñìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî ñ.â. {ξτn} ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî,
ò.å.

lim
N→∞

sup
n

IE
(
|ξτn |I|ξτn |>N

)
= 0.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî |ξt| � ñóáìàðòèíãàë, ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 6.8

sup
n
P (|ξτn | > N) ≤ P (sup

n
|ξτn | > N) ≤ IE(|ξK |)

N
.

Ïîýòîìó
lim
N→∞

sup
n
P (|ξτn | > N) = 0. (8)

Ñîãëàñíî çàäà÷å 6.9, IEf(ξK) < ∞ äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ÷åòíîé âûïóêëîé ôóíêöèè f ñ

limt→+∞
f(t)
t = +∞. Ïðîöåññ f(ξt) = f(|ξt|) � ñóáìàðòèíãàë, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 6.7

IEf(ξτn) ≤ IEf(ξK).

Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà Èåíñåíà (ïðèìåíåííîãî ê âåðîÿòíîñòíîé ìåðå 1
P (|ξτn |>N)I|ξτn |>N · P )

f
( IE

(
|ξτn |I|ξτn |>N

)
P (|ξτn | > N)

)
≤

IE
(
f(|ξτn |)I|ξτn |>N

)
P (|ξτn | > N)

≤
IE
(
f(|ξτn |)

)
P (|ξτn | > N)

≤
IE
(
f(|ξK |)

)
P (|ξτn | > N)

.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî f âîçðàñòàåò íà [0,+∞), ïîëó÷àåì

IE
(
|ξτn |I|ξτn |>N

)
≤ P (|ξτn | > N)f−1

( IE
(
f(|ξK |)

)
P (|ξτn | > N)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ limt→+∞
f(t)
t = +∞ ñëåäóåò, ÷òî limx→0+ xf

−1(C/x) = C limy→+∞
f−1(Cy)
Cy =

C limt→+∞
t

f(t) = 0. Ïîýòîìó, â ñèëó (8).

lim
N→∞

sup
n

IE
(
|ξτn |I|ξτn |>N

)
= 0

Ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü äîêàçàíà.
Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò èñêîìûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

Èìååì:
IEξτn = IE(ξτnI{|ξτn |≤N}) + IE(ξτnI{|ξτn |>N}).

Ïóñòü N òàêîâî, ÷òî P (|ξτ | = N) = 0. Òîãäà limn IE(ξτnI|ξτn |≤N ) → IE(ξτI|ξτ |≤N ) ïî òåîðåìå î
ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè limN supn IE(|ξτn |I|ξτn |>N ) = 0.
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò èñêîìîå ñîîòíîøåíèå limn IEξτn = IEξτ . �

Ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ñëåäñòâèÿ 6.8 2) íåñëîæíî è ìû åãî îïóñòèì (ñì. ìèêðîòåîðåìó 7.3.5, [2]).

Òåîðåìà 6.11. (Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü ξt � íåîòðèöàòåëüíûé ñóáìàðòèíãàë ñ íåïðå-
ðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè. Òîãäà ∀ε > 0

P ( sup
t∈[0,T ]

ξt ≥ ε) ≤
IEξT
ε

.

Ïðèìåíèì òåïåðü ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ê äîêàçàòåëüñòâó ôóíäàìåíòàëüíîãî ôàêòà: ñòîõà-
ñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì � ìàðòèíãàë.

Òåîðåìà 6.12. Åñëè f ∈ N([0, T ]), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðñèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñ

ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ηt =
∫ t

0
f(s, ω) dWs, ÷òî

1) ηt � ìàðòèíãàë
2) äëÿ ï.â. ω òðàåêòîðèè ηt íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Óïðàæíåíèå 6.13. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè.
Ïðèáëèçèì òåïåðü ôóíêöèþ f ïðîñòûìè f = limn fn ïî L2([0, T ]× P )-íîðìå. Ïîëîæèì

I
(n)
t =

∫ t

0

fn dWt.

Â ñèëó óïðàæíåíèÿ I
(n)
t � ìàðòèíãàë ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè. Ïî íåðàâåíñòâó Êîëìîãîðîâà

è ñâîéñòâó èçîìåòðèè

P ( sup
0≤t≤T

|I(n)
t − I(m)

t | > ε) ≤ 1

ε2
IE(|I(n)

T − I(m)
T |2) =

1

ε2

∫ T

0

(fn − fm)2 dt→ 0

ïðè n,m → ∞. Âûáåðåì òåïåðü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì ñíîâà

÷åðåç I
(n)
t ), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

P ( sup
0≤t≤T

|I(n)
t − I(n+1)

t | > 2−n) < 2−n.

Ïî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè

P ( sup
0≤t≤T

|I(n)
t − I(n+1)

t | > 2−n äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà n) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ï.â. ω ñóùåñòâóåò N(ω), ÷òî

sup
0≤t≤T

|I(n)
t − I(n+1)

t | < 2−n

äëÿ âñåõ n > N(ω). Ñëåäîâàòåëüíî, I
(n)
t ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, T ] ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè It äëÿ

ïî÷òè âñåõ ω. Î÷åâèäíî, It èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè. Êðîìå òîãî, òàê êàê I
(n)
t →

∫ t
0
fn dWt

â L2(P ) äëÿ âñåõ t, òî It ÿâëÿåòñÿ âåðñèåé
∫ t

0
fn dWt. Òî, ÷òî It ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî I
(n)
t � ìàðòèíãàë è L2(P ) ñõîäèìîñòè I

(n)
t → It. �
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Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû è ôîðìóëà Èòî

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξt, èìåþùèé ïðåäñòàâëåíèå

ξt = ξ0 +

∫ t

0

f(ω, s) dWs +

∫ t

0

g(ω, s) ds, t ∈ [0, T ], (

ãäå ξ0 -ñ.â. Ýòî ñîîòíîøåíèå óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå �ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà�.

dξt = f(ω, t) dWt + g(ω, t) dt.

Çàìå÷àíèå 6.14. Âñþäó äàëåå, äàæå åñëè ýòî ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî f, g èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî Ft äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] è IE(
∫ t

0
f2(ω, s) ds) <

∞, IE
∫ t

0
|g(s, ω)| ds <∞

Ôîðìóëà Èòî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ òåõíè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëè-
çà. Îíà âûðàæàåò äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îò ïðîöåññà ÷åðåç äèôôåðåíöèàë èñõîäíîãî ïðîöåññà.
Äîêàçàòåëüñòâî ìû çäåñü íå ïðèâîäèì, îíî åñòü âî ìíîãèõ êíèãàõ (ñì., íàïðèìåð, [9], Theorem 4.5).

Òåîðåìà 6.15. (Ôîðìóëà Èòî). Åñëè F (t, x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
òî

dF (t, ξt) = Ftdt+ Fxdξt +
1

2
Fxx(dξt)

2 =
(
Ft + Fxg +

1

2
f2Fxx

)
dt+ FxfdWt.

Çàìå÷àíèå 6.16. Ïîÿñíèì, â ÷åì ñìûñë ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ. Èíòóèòèâíî âûðàæåíèå dWt ìîæ-
íî ïîíèìàòü êàê

√
dt (èìåííî ýòîò ñèìâîë ìîæíî óâèäåòü â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïî ôèçèêå è

ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå). Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà F (t, ξt) = F (0, ξ0) +Ftdt+Fxdξt + 1
2Fxx(dξt)

2 + · · · .
Â ðÿäó Òåéëîðà íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñëàãàåìûå ïîðÿäêà dt è áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà

√
dt. Îíè

ñîäåðæàòñÿ â âûðàæåíèÿõ Ftdt, Fxdξt è
1
2Fxx(dξt)

2. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî

1

2
Fxx

(
f2(dWt)

2 + 2fgdWtdt+ g2(dt)2
)
.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ dWt =
√
dt èìååì: f2(dWt)

2 = f2dt, ñëàãàåìûå fgdWtdt = fg(dt)3/2 è g2(dt)2

èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïîýòîìó ìû èõ îòáðàñûâàåì.

Çàìå÷àíèå 6.17. Â ôîðìóëå Èòî íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî IE
(∫ t

0
F 2
xf

2 ds +
∫ t

0
|Ft + Fxg +

1
2f

2Fxx| ds
)
<∞.

Çàäà÷è î ìîìåíòå îñòàíîâêè

Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷ î âðåìåíè âûõîäà ïðîöåññà çà ïðåäåëû èíòåðâàëà (a, b) è
âåðîÿòíîñòè âûõîäà èç ïðàâîãî (ëåâîãî) êîíöà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäîáíàÿ çàäà÷à óæå ðàññìàòðèâà-
ëàñü äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ
è ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû). Îñíîâíûì èíñòóìåíòîì çäåñü áóäåò OS-òåîðåìà.

Çàäà÷à 6.18. Íàéòè IEe−λτa,b , ãäå λ > 0, τa,b = inf{t : Wt + bt ≥ a}, a > 0, b > 0.

Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîöåññ ξt = e
√

2µWt−µt ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïî ôîðìóëå Èòî dξt =
√

2µξt dWt (óáåäèòåñü, ÷òî IE
∫ t

0
ξ2
s ds <∞ !), ïîýòîìó ξt = 1+

√
2µ
∫ t

0
ξs dWs

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì êàê ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë.
Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì OS-òåîðåìó:

1 = IEξτa,b = IE exp
(√

2µWτa,b − µτa,b
)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ τa,b èìååì:√
2µWτa,b − µτa,b =

√
2µa− (

√
2µb+ µ)τa,b

Òàêèì îáðàçîì,

IE exp
(
−(
√

2µb+ µ)τa,b
)

= e−
√

2µa.

Ïîëîæèâ λ =
√

2µb+ µ, ëåãêî íàõîäèì îòâåò.
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Òåïåðü íàì íàäî îáîñíîâàòü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äâå âåùè:
τa,b <∞ ïî÷òè âñþäó è IEξτa,b = 1. Íàïîìíèì, ÷òî OS-òåîðåìà ïðèìåíèìà ê îãðàíè÷åííûì ìîìåí-
òàì. Ïîýòîìó äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðèáëèçèòü τa,b îãðàíè÷åííûìè ìîìåíòàìè
τn = min(τ, n). Äëÿ íà÷àëà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî P (τa,b <∞) = 0. Îöåíèì P (τa,b > t):

P (τa,b > t) = P (sup
[0,t]

(Ws + bs) < a) ≤ P (Wt + bt < a) =
1√
2πt

∫ a−bt

−∞
e−

x2

2t dx =
1√
2π

∫ a√
t
−b
√
t

−∞
e−

x2

2 dx.

Î÷åâèäíî, limt→∞ P (τa,b > t) = 0 (áîëåå òîãî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ ñïðàâà èìååò íå áîëåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, ò.å. íå ïðåâîñõîäèò Ce−ct äëÿ íåêîòîðûõ
c, C > 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P (τa,b <∞) = 0. Äàëåå,

1 = IEξτn = IE
[
exp
(√

2µa− (
√

2µb+ µ)τa,b

)
Iτa,b<n

]
+ IE

[
exp
(√

2µWn − µn
)
Iτa,b≥n

]
.

Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå {τa,b ≥ n} èìååì: Wn + bn ≤ a, ïîýòîìó

IE
[
exp
(√

2µWn − µn
)
Iτa,b≥n

]
≤ exp(

√
2µa− b

√
2µn− µn)→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè (Áåïïî Ëåâè)

IE exp
(√

2µWτa,b − µτa,b
)

= lim
n

IE exp
(√

2µWτa,b − µτa,b
)
Iτa,b≥n = 1.

Çàäà÷à 6.19. (Çàäà÷à î ðàçîðåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàðòèíãàëîâ (ïðèìåð 1.6.5)). Âû ïðè-
õîäèòå â êàçèíî ñ k$. Çà îäíó ïàðòèþ âû âûèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ïðîèãðûâàåòå 1$
ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − p, p < 1/2. Åñëè ó âàñ îñòàåòñÿ 0$, âû óõîäèòå. Åñëè âû ïðèîáðåòàåòå
K$, ãäå K > k � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ñóììà, âû òîæå óõîäèòå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âû óéäåòå íè ñ ÷åì.

Ðåøåíèå Ïóñòü Xi = 1 â ñëó÷àå âûèãðûøà â i-é ïàðòèè è Xi = −1 â ñëó÷àå ïðîèãðûøà. Ïîëî-

æèì: Sn = k+X1+· · ·+Xn. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñ.â. ξn =
(
q
p

)Sn
� ìàðòèíãàë (êàê ïðîèçâåäåíèå

íåçàâèñèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñ.â. ñî ñðåäíèì 1). Ïóñòü τ � ïåðâûé ìîìåíò äîñòèæåíèÿ k èëè K.
Ïî OS-òåîðåìå (q

p

)k
= ξ0 = IEξτ =

(q
p

)K
P (Sτ = K) + P (Sτ = 0).

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå P (Sτ = K) + P (Sτ = 0) = 1, ëåãêî íàõîäèì âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ P (Sτ =
0).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âûêëàäîê ïîêàæåì, ÷òî τ <∞ ïî÷òè âñþäó. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Tn = Sn − n(p− q) = k +

∑n
i=1(Xi − IEXi) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà

P (τ > N) = P ( inf
n≤N

Sn > 0) ≤ P (TN > (q − p)N) ≤ IE(T 2
N )

(q − p)2N2
=
k2 +ND(X1)

(q − p)2N2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, P (τ <∞) = 1.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî IEξτ = 1. Ïîëîæèì: τn = min(τ, n).

1 = IEξτn = IE
(
ξτIτ<n

)
+ IE

(
ξnIτ>n

)
.

Ïî ëåììå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè limn IE
(
ξτIτ<n

)
= IEξτ . Íàêîíåö,

lim
n→∞

IE
(
ξnIτ>n

)
= lim
n→∞

IE
(
ξnI0<k+Sn≤K

)
≤ lim
n→∞

IE
(
I0<k+Sn≤K

)(p
q

)K−k
= lim
n→∞

P (τ > n)
(p
q

)K−k
= 0

è ìû ïîëó÷àåì IEξτ = 1.

Çàäà÷à 6.20. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû.

Ðåøåíèå: Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû ðàâíà IEτ . Ïðèìåíèì OS-òåîðåìó ê Tn:

k = IETτ = IE(−τ(p− q))ISτ=0 + IE(K − τ(p− q))ISτ=K = KP (Sτ = K)− (p− q)IEτ.

Îòñþäà íàõîäèì IEτ . Äëÿ îáîñíîâàíèÿ çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t > 0, ÷òî c = IEetXi <
1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(t) = IEetXi . Èìååì: ϕ(0) = 1, ϕ(t) = 1 + tIE(Xi) + o(t) =
1 + t(p− q) + o(t) < 1 ïðè ìàëûõ t. Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà

P (τ > N) ≤ P (SN > −k) = P (etSN > e−kt) ≤ ektIE(etSN ) = ektcN .
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Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî IEτ <∞ (ïî÷åìó?). Ïî OS-òåîðåìå, äëÿ τn = min(τ, n) èìååì:

k = IETτn = IE(−τ(p− q))ISτ=0,τ≤n + IE(K − τ(p− q))ISτ=K,τ≤n + IE(Sn − n(p− q))Iτ≥n.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî limn IE(Sn − n(p − q))Iτ≥n ≤ limn IE(K − n(p − q))P (τ ≥ n) ≤ limn IE(K −
n(p− q))ektcn = 0. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì èñêîìíîå ñîîòíîøåíèå.

7. Ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Âîëàòèëüíîñòü. Îïöèîíû. Ôîðìóëà
Áëýêà-Øîóëçà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëè öåííûõ áóìàã íà ôîíäîâîì ðûíêå. Ïóñòü Wt � âèíåðîâ-
ñêèé ïðîöåññ. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ öåíû àêöèè St ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

St = S0 + µt+ σWt.

Âåëè÷èíû µ, σ íîñÿò íàçâàíèÿ êîýôôèöèåíò òðåíäà è âîëàòèëüíîñòü (volatility).
Íåäîñòàòêè ýòîé ìîäåëè: 1) St ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíà, 2) âàðèàöèÿ St íà îòðåçêå [t, t + ∆]

ðàâíà σ2∆ è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé St (÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïûòó).
Ýòè íåäîñòàòêè óñòðàíÿþòñÿ â ðàìêàõ ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâ-

ñêîãî äâèæåíèÿ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî St ðåøàåò ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dSt = µStdt+ σStdWt.

Íàéäåì ïî ôîðìóëå Èòî äèôôåðåíöàë lnSt:

d lnSt =
1

St
(µStdt+ σStdWt)−

1

2S2
T

σ2S2
t .

Ñëåäîâàòåëüíî,

d lnSt = (µ− 1

2
σ2)dt+ σdWt

è îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:

St = S0e
(µ− 1

2σ
2)t+σWt .

Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ñîîòíîøåíèÿ

St = S0 + µ

∫ t

0

Ssds+ σ

∫ t

0

Ss dWs.

Ó÷òåì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � ìàðòèíãàë.

IESt = IES0 + µ

∫ t

0

IESsds.

Ñëåäîâàòåëüíî,

IESt = eµtIES0.

Â çàâèñèìîñòè îò èññëåäóåìîé ñèòóàöèè âåëè÷èíà µ ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà êàê êîýô-
ôèöèåíò ðîñòà àêöèè (íà ðàññìàòðèâàåìîì ïåðèîäå íàáëþäàëñÿ òðåíä (= ðîñò) èëè îòðèöàòåëüíûé
òðåíä). Òàêæå µ ìîæåò òàêæå èìåòü ñìûñë �áåçðèñêîâîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè� (ò.å., òîò ïðîöåíò,
êîòîðûé ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷àåò äåðæàòåëü àêöèè).

Âîëàòèëüíîñòü σ èìååò ñìûñë ìåðû �ïîäâèæíîñòè� àêöèè. Îáû÷íî îíà èçìåðÿåòñÿ â ïðîöåíòàõ
(�âîëàòèëüíîñòü ðàâíà 20 ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ�). Òàê êàê

ln
St+∆

St
= (µ− 1

2
σ2)∆ + σ

(
Wt+∆ −Wt

)
,

òî

D
(

ln
St+∆

St

)
= σ2∆.

Çàìåòèì, ÷òî ln St+∆

St
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî îòíîñèòåëüíîìó ïðèðàùåíèþ St+∆−St

St
, ò.å. â íåêîòîðîì

ïðèáëèæåíèè âîëàòèëüíîñòü � ýòî äèñïåðñèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïðèðàùåíèé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé öåíû âòîðè÷íîé öåííîé áóìàãè (äåðè-

âàòèâà). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì åâðîïåéñêèé îïöèîí òèïà Call. Ýòî öåííàÿ áóìàãà, äàþùàÿ
äåðæàòåëþ ïðàâî êóïèòü àêöèþ ïî ôèêñèðîâàííîé öåíå K ïî èñòå÷åíèè ñðîêà T .

Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî µ ñîâïàäàåò ñ ôèêñèðîâàííîé áåçðèñêîâîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé µ = r.
Î÷åâèäíî, ÷òî âëàäåëåö îïöèîíà ïî èñòå÷åíèè ñðîêà T ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé äîõîä Pr: 1) åñëè
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ST < K, òî Pr = 0, 2) åñëè ST ≥ K, òî ïîñëå îïåðàöèè �ïîêóïêà àêöèè ïî öåíå K + åå ïðîäàæà ïî
ðûíî÷íîé öåíå� Pr = ST −K. Òàê ÷òî ñðåäíèé äîõîä îò òàêîé îïåðàöèè áóäåò ðàâåí

IE max(0, ST −K)

Ó÷èòûâàÿ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó, â ñèòóàöèè �÷åñòíîé èãðû� ðàçóìíàÿ ñòîèìîñòü C îïöèîíà äîëæíà
áûòü ðàâíà

C = e−rT IE max(0, ST −K).

Ðàñïèñûâàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìû ïîëó÷àåì

C =
e−rT√

2πT

∫ ∞
−∞

f
(
S0e

(r− 1
2σ

2)T+σx
)
e−

x2

2T dx, f(x) = max(0, x−K).

Òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëå Áëýêà-Øîóëçà èëè Áëýêà-Øîóëçà-Ìåðòîíà
(Black-Scholes-Merton).

C = S0Φ(d1)−Ke−rTΦ(d2), (9)

ãäå

d1 =
ln(S0/K) + (r + σ2/2)T

σ
√
T

,

d2 =
ln(S0/K) + (r − σ2/2)T

σ
√
T

,

à Φ � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ãàóññîâîé ñ.â.
Ìåðòîí è Øîóëç (Áëýê óìåð â 1995 ã.) ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå çà âûâîä

ýòîé ôîðìóëû â 1997 ã. Îíè âûâåëè åå èñõîäÿ èç íåñêîëüêî äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, îòëè÷íûõ îò
�íàèâíîãî� âûâîäà âûøå. Â îñíîâå ëåæàëà ìûñëü î ñîçäàíèè òàê íàçûâàåìîãî áåçðèñêîâîãî ïîðò-
ôåëÿ, ïðèâîäèâøàÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê íàçûâàåìîìó
óðàâíåíèþ Áëýêà-Øîóëçà. Ìû îáñóäèì ïîçæå ýòîò óðàâíåíèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòíîøåíèå ê ïðàêòè÷åñêîé ïîëåçíîñòè ôîðìóëû Áëýêà-Øîóëçà äîñòàòî÷íî
ñêåïòè÷åñêîå. Òåì íå ìåíåå, ïîíÿòèÿ ñâÿçàííûå ñ åå ïðèìåíåíèåì (implied volatility, óëûáêà âîëà-
òèëüíîñòè è ò.ä.) ïðî÷íî âîøëè â îáèõîä òðåéäåðîâ è ôèíàíñîâûõ àíàëèòèêîâ. Ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè
è èñòîðèåé ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Áëýêà-Øîóëçà íà ïðàêòèêå ìîæíî îçíàêîìèòñÿ ïî êíèãå [4].

Çàíÿòèÿ 5-7

1) Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ÷òî∫ t

0

sdWs = tWt −
∫ t

0

Ws ds

∫ t

0

W 2
s dWs =

1

3
W 3
t −

∫ t

0

Ws ds.

2) Äîêàæèòå, ÷òî ìàðòèíãàë ξt, IE(ξ2
t ) <∞ � ïðîöåññ ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè.

3) (Ïóàññîíîâñêèå ìàðòèíãàëû) Ïóñòü πt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ. Äîêàæèòå,
÷òî ñëåäóþùèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëàìè:

(πt − λt)2 − λt, e−θπt+λt(1−e
θ).

Ïðè êàêèõ a ïðîöåññ eπt−at ÿâëÿåòñÿ (ñóá)-ìàðòèíãàëîì?
4) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî

1) äîêàçàòü, ÷òî∫ t

0

sdWs = tWt −
∫ t

0

Ws ds,

∫ t

0

W 2
s dWs =

1

3
W 3
t −

∫ t

0

Ws ds.

2) íàéòè èòåðàöèîííóþ ôîðìóëó äëÿ bk(t) = IEW k
t .

5) 1) Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f(Wt)− 1
2

∫ t
0
f ′′(Ws) ds � ìàðòèíãàë.

2) Äîêàçàòü, ÷òî W 4
t − 6tW 2

t + 3t2 � ìàðòèíãàë.
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6) (Ïîëèíîìû Ýðìèòà) Äîêàæèòå, ÷òî n-àÿ èòåðàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà

n!

∫
· · ·
∫

0≤s1···sn≤t
dWs1 · · · dWsn

èìååò âèä tn/2Hn(Wt/
√
t) � ãäå Hn � ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà

Hn = (−1)ne
x2

2

(
e−

x2

2

)(n)
.

7*) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Xt � íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ñ X0 = 0, ïðè÷åì eαXt−
α2

2 t � ìàðòèíãàë äëÿ
âñåõ α îòíîñèòåëüíî Ft, òî Xt � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî Ft.

8) 1) Ïóñòü {ξk} � íåçàâèñèìûå ñ.â. ñî ñðåäíèì 1. Äîêàæèòå, ÷òî Xn =
∏n
k=1 ξk � ìàðòèíãàë.

2) Ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâñêèõ ñ.â., Sn =∑n
i=1 ξi. Äîêàæèòå, ÷òî Xn = 1√

n+1
exp
(

S2
n

2(n+1)

)
� ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Fn =

σ(ξ1, · · · , ξn).
9) Èñïîëüçóÿ OS-òåîðåìó, íàéäèòå IEe−θτn , ãäå τn � ïåðâûé ìîìåíò äîñòèæåíèÿ çíà÷åíèÿ n

ïðîöåññîì Ïóàññîíà.
10) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàðêîâñêèx ìîìåíòîâ τ ≤ σ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé è ñóáìàðòèí-

ãàëà ξt âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

IE(ξτ ) ≤ IE(ξσ|Fτ ).

11*) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìàðêîâñêèx ìîìåíòîâ τ ≤ σ è ìàðòèíãàëà ξt ñ íåïðåðûâ-
íûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

IE(ξτ ) = IE(ξσ|Fτ ).

12) Âûâåäèòå ôîðìóëó (9).

8. Ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Åãî ñâîéñòâà. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äëÿ

ñòîõàñòè÷åñêèõ ÄÓ. Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà.

Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ êàê ìîäåëü äâèæåíèÿ âçâåøåíûõ ÷àñòèö â æèäêîñòè íå áûë âïîëíå óäîâëå-
òâîðèòåëüíûì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â 30-õ ãîäàõ áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàâ-
øàÿ íüþòîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö. Ïîâåäåíèå ÷àñòèöû îïèñûâàëîñü óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà

dv(t) = −βv(t)dt+ dWt,

ãäå β > 0 � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Ôîðìàëüíî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî
ïåðåïèñàòü òàêèì îáðàçîì:

ma = m
dv(t)

dt
= −mβv(t) +m

dWt

dt
.

Â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà.
Ïðîöåññîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà íàçûâåòñÿ ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ

dξt = −ξtdt+
√

2dWt, ξ0 = x.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì äèôôåðåíöèàë ïðîöåññà etξt:

d(etξt) = etξtdt+ et(−ξtdt+
√

2dWt) =
√

2etdWt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

etξt = x+
√

2

∫ t

0

esdWs

è

ξt = xe−t +
√

2e−t
∫ t

0

esdWs.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ξt � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî êîíå÷íîìåðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèì IEξt è ôóíêöèåé êîâàðèàöèè

K(s, t) = IE(ξt − IEξt)(ξs − IEξs).

Èìååì:

IEξt = xe−t
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IE(ξt−IEξt)(ξs−IEξs) = 2e−t−sIE
(∫ t

0

eudWu

∫ s

0

eudWu

)
= 2e−t−s

∫ min(t,s)

0

e2udu = e−t−s
(
e2 min(t,s)−1

)
(ìû ïîëüçóåìñÿ èçîìåòðèåé ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà). Â ÷àñòíîñòè, Dξt = (1− e−2t).

Ïîëóãðóïïà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà Ttf îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ttf(x) = IEf(ξt).

Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå ξt, íåòðóäíî íàïèñàòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå Tt

Ttf(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(xe−t +

√
1− e−2ty)e−

y2

2 dy.

Çàäà÷à 8.1. Èñïîëüçóÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùèå åå ñâîéñòâà

1) (Tt � ïîëóãðóïïà)
Tt+sf = Tt(Tsf)

2) (Ãåíåðàòîð Tt) u(t, x) = Ttf ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ

ut = uxx − xux, u(0, x) = f(x)

3) (Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà) ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå γ = 1√
2π
e−

y2

2 dy ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòíîé ìåðîé îòíîñèòåëüíî Tt:∫
Ttf · g dγ =

∫
f · Ttg dγ.

4) (Ýðãîäè÷åñêîå ñâîéñòâî)

lim
t→∞

Ttf =

∫
f dγ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî (ñõîäèìîñòü ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì
èçó÷åíèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

Èòàê, íà ïðèìåðå ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà è ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ìû
óáåäèëèñü â ïîëåçíîñòè èçó÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñòîõàñòè÷åñêèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

dξt = σ(ξt)dWt + β(ξt)dt, ξt0 = η,

ãäå η � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Ft0 . Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü êàê èíòåãðàëüíîå

ξt = η +

∫ t

t0

σ(ξs)dWs +

∫ t

t0

β(ξs)ds. (10)

Ôóíêöèè σ è β íîñÿò íàçâàíèÿ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è êîýôôèöèåíò ñíîñà.

Òåîðåìà 8.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ è β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å. äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû K

|σ(x)− σ(y)| ≤ K|x− y|, |β(x)− β(y)| ≤ K|x− y|.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [t0, T ] è ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ η ñ IEη2 < ∞ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè) ðåøåíèå (10) íà [t0, T ].

Çàìå÷àíèå 8.3. Äîêàçàòåëüñòâî íèæå ïðèâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ η = x0, t0 = 0. Äîêàçàòåëüñòâî
îáùåãî ñëó÷àÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (íàáðîñîê, ïîäðîáíî ñì., íàïðèìåð, â [2]). Ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ èòåðàöèé:

ξ
(n)
t = x0 +

∫ t

0

σ(ξ(n−1)
s ) dWs +

∫ t

0

β(ξ(n−1)
s ) ds. (11)

Ñ ïîìîùüþ èçîìåòðèè Èòî è íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äîêàçûâàåì îöåíêè

IE
∣∣ξ(1)
t − x0

∣∣2 ≤ CK2(t+ t2) ≤ CK2T (1 + t)

IE
∣∣ξ(n)
t − ξ(n−1)

t

∣∣2 ≤ CK2(1 + t)

∫ t

0

IE
∣∣ξ(n−1)
s − ξ(n−2)

s

∣∣2 ds
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(C çàâèñèò òîëüêî îò x2
0).

Èíäóêöèÿ:

IE
∣∣ξ(n)
t − ξ(n−1)

t

∣∣2 ≤ (CK2)nT
(1 + t)n+1

n!
. (12)

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑∞
n=1 IE1/2

∣∣ξ(n)
t − ξ(n−1)

t

∣∣2 <∞ è ðÿä
∑∞
n=1 ξ

(n)
t − ξ(n−1)

t ñõîäèòñÿ â L2(P ). Äîêà-
æåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî t. Äåéñòâèòåëüíî,

P
(

max
t
|ξ(n+1)
t − ξ(n)

t | ≥ 1/2n
)
≤ P

(
max
u≤t
|
∫ u

0

σ(ξ(n)
s )− σ(ξ(n−1)

s ) dWs| ≥ 1/2n+1
)

+ P
(

max
u
|
∫ u

0

β(ξ(n)
s )− β(ξ(n−1)

s ) ds| ≥ 1/2n+1
)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîëìîãîðîâà äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò

22(n+1)IE
(
|
∫ t

0

σ(ξ(n)
s )− σ(ξ(n−1)

s ) dWs|
)2

≤ 22(n+1)K2

∫ t

0

IE
∣∣ξ(n)
t − ξ(n−1)

t

∣∣2 ds.
Âòîðîå íå ïðåâîñõîäèò (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà + íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)

P
(∫ t

0

|β(ξ(n)
s )− β(ξ(n−1)

s )| ds ≥ 1/2n+1
)
≤ 22(n+1)IE

(∫ t

0

|β(ξ(n)
s )− β(ξ(n−1)

s )| ds
)2

≤ 22(n+1)K2t

∫ t

0

IE
∣∣ξ(n)
s − ξ(n−1)

s

∣∣2 ds.
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò èç (12) è ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Èòàê, ξ
(n)
t → ξt â L

2(P ) è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå äëÿ ïî÷òè âñåõ òðàåêòîðèé. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
â (11) (îáîñíóéòå), ïîëó÷àåì

ξt = x0 +

∫ t

0

σ(ξs) dWs +

∫ t

0

β(ξs) ds.

Èòàê, ξt � ðåøåíèå ÑÄÓ, òðàåêòîðèè íåïðåðûâíû ï.â., ξt � Ft-èçìåðèìî.
Åäèíñòâåííîñòü: ïóñòü åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ξ, η.

IE|ξt − ηt|2 ≤ C(K2, T, x0)

∫ t

0

IE(ξs − ηs)2 ds.

Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ëåììû: åñëè 0 ≤ f(t) ≤ C
∫ t

0
f(s) ds, òî f(s) = 0. �

Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà

Êàê ìû çíàåì, ôóíêöèÿ u(t, x) = IE(f(x + Wt)) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè
(äèôôóçèè)

ut =
1

2
uxx.

Ñëåäóþùåå çíàìåíèòîå îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü V � îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

u(t, x) = IE
(
f(x+Wt)e

−
∫ t
0
V (x+Ws) ds

)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèèþ

ut =
1

2
uxx − V u, u(0, x) = f(x).

Kðàòêî îáñóäèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.
Ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ut = 1

2Au, ãäå A� íåêîòîðûé ëèíåíûé îïåðàòîð (ãåíåðàòîð)
ôîðìàëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(t, x) = etAu(0, x),

ãäå etA � ýêñïîíåíòà îïåðàòîðà tA. Åñëè òåïåðü ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

ut = (A1 +A2)u,
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ïðè÷åì etA1 , etA2 ÿâíî âû÷èñëèìû, òî âîçíèêàåò ñîáëàçí íàïèñàòü ñîîòíîøåíèå ut = etA1etA2u(0, x).
Ïîñëäíåå, îäíàêî, íåâåðíî, òàê êàê A1 è A2, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò. Òåì íå ìåíåå, èçâåñò-
íûé ðåçóëüòàò ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ôîðìóëà Òðîòòåðà), óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ âûïîëíåíî (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ)

et(A+B)f = lim
n

(
e
tA
n + tB

n

)n
f.

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê íàøåé ñèòóàöèè. Ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðîì 1
2
∂2

∂xx
è îïåðà-

òîðîì óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ V ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü. Ïîëóãðóïïà òåïëîïðîâîäíîñòè Pt = e
1
2
∂2

∂xx

çàïèñûâàåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå IE(f(x+Wt)), ïîëóãðóïïà e
tV (x) äåéñòâóåò êàê îáû÷íîå

óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
[
(e

t
nV (x)P t

n
)
]n
f . Îí èìååò ÿâíûé âèä

1(√
2πt/n

)n e−V (x) tn

∫
e−V (x+yn) tn · · ·

∫
e−V (x+yn+···+y2) tn f(x+ y1 + · · ·+ yn) e−

1
2t/n

(
y2

1+···+y2
n

)
dy1 · · · dyn

=
1(√

2πt/n
)n ∫ e−

t
n

∑n
i=1 V (x+yi+1+···+yn)f(x+ y1 + · · ·+ yn) e−

1
2t/n

(
y2

1+···+y2
n

)
dy1 · · · dyn

→ IE
(
f(x+Wt)e

−
∫ t
0
V (x+Ws) ds

)
Ôîðìóëà Ôåéíìàíà ïðèøëà èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ïåðâîíà÷àëüíî èìåëà äðóãîé âèä. Ýâîëþöèÿ äâè-

æåíèÿ ÷àñòèöû â ñèëîâîì ïîëå V â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

~ d
dt
ψ = −iHψ,

ãäå ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, Hψ = ~2

2m
∆ψ − V ψ. ×àñòèöå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå cñîîòâåòñâóåò âåêòîð

êîìïëåêñíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ψ = |ψ|(cosω + iω), ãäå |ψ| (àìïëèòóäà) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
|ψ|2dx = 1 è |ψ|2 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x. Ðåøåíèå

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàïèñûâàåòñÿ ôîðìàëüíî â âèäå e−i t~Hψ. Îïåðàòîð eitH ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïå-
ðàòîðîì íà ãèëüáðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ V = 0 è
óðàâíåíèÿ ut = −iuxx ìîæíî çàïèñàòü

u(t, x) =
1

4πit

∫
u(0, y)ei

|x−y|2
4t dy

è íàïèñàòü îðèãèíàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ Ôåéíìàíîì.
Ýòà ôîðìóëà áûëà âûâåäåíà Ôåéíìàíîì èç ÷èñòî ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Â îñíîâå ëåæàëà èäåÿ î òîì,

÷òî ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ïî âñåâîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö (ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïóòÿì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå).

Çàìåòèì, ÷òî â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëå Ôåéíìàíà ïðèñóòñòâóåò íå ìåðà Âèíåðà, èìåþøàÿ ôîðìàëüíûé

âèä e−y2

dy, à ìåðà eiy
2

dy, ÷òî çàòðóäíÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Ïîïûòêè îïðåäåëèòü ñòðîãî ìàòå-

ìàòè÷åñêè �èíòåãðàë Ôåéíìàíà ïî ïóòÿì� êàê èíòåãðàë ïî íåêîòîðîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðå ïðèâåëè ê

îòðèöàòåëüíîìó ðåçóëüòàòó.
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