
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 1. Êèíåìàòèêà è äèíàìèêà ÑÒÎ

Ñïèñîê 1. Çàäà÷è äëÿ îáñóæäåíèÿ íà ñåìèíàðå.

1. Íàéòè 4 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî. Ìîæíî ëè âûáðàòü èõ òàê, ÷òîáû îíè áûëè ïîïàðíî îðòîãîíàëü-
íû?

2. Ðàññìîòðèì âåêòîð A =
√
3 e0 + e1 â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ñèãíàòóðîé

(1,−1,−1,−1) è îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè eµ. Îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð A ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, âðåìåíèïîäîáíûì èëè èçîòðîï-
íûì. ×åìó ðàâåí óãîë ìåæäó âåêòîðîì A è âåêòîðîì e0? Ñðàâíèòü ñ îòâåòîì
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Íàéòè àíàëîãè åäèíè÷íîé ñôåðû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ñèãíàòóðîé
(1,−1,−1,−1) (ïñåâäîñôåðû), ò.å. ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x òàêèõ, ÷òî à) x2 = 1,
á) x2 = −1.

4. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ñîáûòèÿ, ðàçäåëåííûå âðåìåíèïîäîáíûì èíòåðâàëîì. Äî-
êàçàòü, ÷òî à) ñóùåñòâóåò èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà (ÈÑÎ), â êîòîðîé îíè
ïðîèñõîäÿò â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, á) íå ñóùåñòâóåò òàêîé ÈÑÎ,
â êîòîðîé îíè îäíîâðåìåííû.

5. Âåêòîð 4-ñêîðîñòè òî÷å÷íîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ êàê u = dx/dτ , ãäå x - 4-
âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, çàäàþùèé ïîëîæåíèå ÷àñòèöû, à τ � åå
ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èìååò âåêòîð 4-ñêîðîñòè?
Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà 4-ñêîðîñòè u = (u0, u1, u2, u3) â ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ
äëÿ à) ìàññèâíîé ÷àñòèöû, äâèãàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v⃗, á) ôîòîíà,
ëåòÿùåãî â íàïðàâëåíèè îñè x.

6. Âåêòîð 4-óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ êàê a = du/dτ .

à) Äîêàçàòü, ÷òî a · u = 0.

á) Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, äâèãàþùóþñÿ ñ (âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåìåííîé) ñêî-
ðîñòüþ v⃗ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ. Íàçîâåì ñîïóòñòâóþùåé ñè-
ñòåìîé îòñ÷åòà â ìîìåíò âðåìåíè t òàêóþ ÈÑÎ, â êîòîðîé ÷àñòèöà íåïî-
äâèæíà â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè. Êàê ñâÿçàíû êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà a ñ
êîìïîíåíòàìè 3-âåêòîðà a⃗ óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå
îòñ÷åòà?

7. Ðàâíîóñêîðåííûì äâèæåíèåì â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå íàçûâàåòñÿ ïðÿìî-
ëèíåéíîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì óñêîðåíèå a⃗ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

à) Çàïèñàòü óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà óñêîðåíèÿ â ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîì
âèäå.
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á) Íàïèñàòü óðàâíåíèå ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû, ðàâíîóñêîðåííî äâèãàþùåé-
ñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a è íàðèñîâàòü åå â âèäå
ãðàôèêà íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, t. (Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî â
íà÷àëå äâèæåíèÿ ñêîðîñòü è êîîðäèíàòà ðàâíû 0.) ×òî ýòî çà êðèâàÿ?

8. Íàçîâåì áóñòîì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, íå ñîäåðæàùåå ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïîâîðîòîâ, ò.å. çàêëþ÷àþùååñÿ òîëüêî â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ ñèñòåì.

à) Íàïèñàòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè (x, t) → (x′, t′)
äëÿ áóñòà ñî ñêîðîñòüþ v â íàïðàâëåíèè îñè x (�ýëåìåíòàðíîãî áóñòà�).

á) Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî áóñòà èç ïóíêòà à) íàðèñîâàòü ëèíèè íóëåâîãî óðîâíÿ
x′ = 0 è t′ = 0 íîâûõ êîîðäèíàò â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ x, t, ãäå îñè x,
t èçîáðàæàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïðÿìûìè. Íàðèñîâàòü òàêæå ñåìåé-
ñòâî ëèíèé ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ x′ = X è t′ = T . ×òî ýòî çà ëèíèè?

â) Íàïèñàòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåííûõ áóñòîâ â íàïðàâëåíèè îñè x: ñíà÷àëà
ñî ñêîðîñòüþ v1 îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ, à çàòåì ñî ñêîðîñòüþ
v2 îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ, â êîòîðóþ áûë ïðîèçâåäåí ïåðåõîä íà ïåðâîì øàãå.

ã) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå èç ïóíêòà â) ýêâèâàëåíòíî ýëåìåíòàðíîìó
áóñòó â íàïðàâëåíèè îñè x ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ V è âûðàçèòü V ÷åðåç
v1 è v2. Çàâèñèò ëè ðåçóëüòàò îò ïîðÿäêà îñóùåñòâëåíèÿ áóñòîâ? Ìîæíî
ëè ââåñòè ïàðàìåòð θ(v) òàê, ÷òîáû ýòè ïàðàìåòðû ñêëàäûâàëèñü ïðè
êîìïîçèöèè áóñòîâ: θ(V ) = θ(v1) + θ(v2)?

9. Ãåðîè ôàíòàñòè÷åñêîé ïîâåñòè À. è Á. Ñòðóãàöêèõ �Ñòðàíà áàãðîâûõ òó÷� ëå-
òÿò íà Âåíåðó íà êîñìè÷åñêîì êîðàáëå, êîòîðûé ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè ñ Çåìëè
äî Âåíåðû äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî ñ óñêîðåíèåì g = 9.8 ì/ñ2, à âòîðóþ ïîëî-
âèíó ðàâíîçàìåäëåííî, òàê, ÷òîáû ïðèáûòü íà Âåíåðó ñ íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòüþ. Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî Âåíåðà íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî Çåì-
ëè, è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàíåòàìè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé
ñ Çåìëåé, ðàâíî 100 ìëí.êì., îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

à) Äî êàêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðàçãîíèòñÿ êîðàáëü (îòíîñèòåëüíî Çåì-
ëè)?

á) Ñêîëüêî ïðîäëèòñÿ ïóòåøåñòâèå â îäèí êîíåö ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè
êîðàáëÿ?

â) Êàê èçìåíÿòñÿ îòâåòû, åñëè ïðè ðàñ÷åòàõ ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè íåðå-
ëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè?

10. ×àñòèöà ñ ìàññîé ïîêîÿ m, ëåòÿùàÿ ñî ñêîðîñòüþ v⃗, ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåïîäâèæ-
íîé ÷àñòèöåé ñ ìàññîé ïîêîÿM , êîòîðàÿ ïîãëîùàåò íàëåòåâøóþ ÷àñòèöó. Íàé-
òè ìàññó ïîêîÿ è ñêîðîñòü îáðàçîâàâøåéñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòèöû.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 1. Êèíåìàòèêà è äèíàìèêà ÑÒÎ

Ñïèñîê 2. Çàäà÷è äëÿ ïèñüìåííîãî äîìàøíåãî ðåøåíèÿ.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1, 2, 4� 6, 9à.

1. Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî çàäàí íåêîòîðûé èçîòðîïíûé íåíóëåâîé âåêòîð.
Íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ åìó íåïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòî-
ðîâ.

2. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòîðîâ áûòü à) âðåìåíèïî-
äîáíûì âåêòîðîì, á) èçîòðîïíûì âåêòîðîì?

3. Ïóñòü x1, x2 � äâå òî÷êè ïñåâäîñôåðû {x : | x2 = 1, x0 > 0}, â ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî ñ ñèãíàòóðîé (1,−1,−1,−1). Äîêàçàòü, ÷òî x1 · x2 ≥ 1, ïðè÷åì
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2.

4. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ñîáûòèÿ, ðàçäåëåííûå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì èíòåðâà-
ëîì. Äîêàçàòü, ÷òî à) ñóùåñòâóåò ÈÑÎ, â êîòîðîé îíè îäíîâðåìåííû, á) íå
ñóùåñòâóåò òàêîé ÈÑÎ, â êîòîðîé îíè ïðîèñõîäèëè áû â îäíîé è òîé æå òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà.

5. Âûðàçèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà 4-óñêîðåíèÿ a = (a0, a1, a2, a3) â ëàáîðàòîðíîé
ÈÑÎ ÷åðåç îáû÷íûå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ÷àñòèöû â ýòîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èìååò âåêòîð 4-óñêîðåíèÿ?

6. Òåëåæêà êàòèòñÿ ïî äîðîãå ñî ñêîðîñòüþ V . Ïî ïåðâîé òåëåæêå â òîì æå íà-
ïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ V îòíîñèòåëüíî íåå êàòèòñÿ âòîðàÿ òåëåæêà (ìåíü-
øåãî ðàçìåðà). Ïî âòîðîé òåëåæêå â òîì æå íàïðàâëåíèè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ
V îòíîñèòåëüíî íåå êàòèòñÿ òðåòüÿ òåëåæêà (åùå ìåíüøåãî ðàçìåðà) è ò. ä.
Íàéòè ñêîðîñòü n-é òåëåæêè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ äîðîãîé. Åñòü ëè
ó íåå ïðåäåë ïðè n → ∞?

7. Íàïèñàòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ áóñòà ñî ñêîðîñòüþ vx â íà-
ïðàâëåíèè îñè x îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ÈÑÎ, âñëåä çà êîòîðûì ïðîèçâî-
äèòñÿ áóñò ñî ñêîðîñòüþ vy â íàïðàâëåíèè îñè y îòíîñèòåëüíî ÈÑÎ, â êîòîðóþ
áûë ïðîèçâåäåí ïåðåõîä íà ïåðâîì øàãå. Çàâèñèò ëè ðåçóëüòàò îò ïîðÿäêà, â
êîòîðîì ïðîèçâîäÿòñÿ áóñòû?

8. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà L(ϵ) =
1+ϵJ , îòëè÷àþùèõñÿ îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (îáîçíà÷åííîãî çäåñü
ñèìâîëîì 1) íà ìàëóþ âåëè÷èíó ϵJ , ãäå ϵ → 0 � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ, à
J = lim

ϵ→0
(L(ϵ)− 1) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ýòîãî ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé.

à) Íàéòè ãåíåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèé, îòâå÷àþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûì âðà-
ùåíèÿì â ïëîñêîñòÿõ xy, xz, yz è áóñòàì â íàïðàâëåíèÿõ x, y, z.

á) Êàêîâû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðàòîðàìè? Ñðàâíèòü ñ
êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ìàòðèö Ïàóëè.
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â) Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ïóíêòå á), óñòàíîâèòü ñâÿçü ãðóïïû
Ëîðåíöà ñ ãðóïïîé SL(2,C) êîìïëåêñíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö 2×2.

9. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 9 èç ñïèñêà 1

à) Îïðåäåëèòü, íà ñêîëüêî îòñòàíóò ÷àñû, íàõîäÿùèåñÿ íà êîðàáëå, ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ çåìíûìè ÷àñàìè ïðè âîçâðàùåíèè, åñëè îáðàòíûé ïåðåëåò áóäåò
ïðîèñõîäèòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðÿìîé.

á) Ðàññ÷èòàòü íà÷àëüíóþ äîëþ ìàññû êîðàáëÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèõîäèòüñÿ
íà ïîëåçíûé ãðóç, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîðàáëü îñíàùåí äâèãàòåëÿìè,
ñïîñîáíûìè ïðåâðàùàòü ýíåðãèþ ïîêîÿ â íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå ñ ê.ï.ä.
100%.

10. Çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷å 9 èç ñïèñêà 1 è çàäà÷å 10 èç ñïèñêà 2, íî ïðî ýêñ-
ïåäèöèþ íà áëèæàéøóþ ê Ñîëíöó çâåçäíóþ ñèñòåìó α Öåíòàâðà (ðàññòîÿíèå
îò Ñîëíöà 4.36 ñâåòîâûõ ãîäà).

11. Ìîæåò ëè èçîëèðîâàííûé ñâîáîäíûé ýëåêòðîí à) èñïóñòèòü ôîòîí, á) ïîãëî-
òèòü ôîòîí?
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