
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 5. Âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿðíîãî è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëåé.

Çàäà÷è äëÿ ïèñüìåííîãî äîìàøíåãî ðåøåíèÿ

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1à, 1á, 2à, 2á.

1. Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà

L = −1
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µν + ∇̄µφ̄∇µφ−m2|φ|2

äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ àáåëåâûì êàëèá-
ðîâî÷íûì ïîëåì Aµ, ãäå ∇µ = ∂µ − iqAµ, ∇̄µ = ∂µ + iqAµ � êîâàðèàíòíûå
ïðîèçâîäíûå.

à) Âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

á) Åñòü ëè â òåîðèè ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè? Åñëè åñòü, íàéòè èõ.

â) Çàïèñàòü ëàãðàíæèàí â �ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ� ρ, θ äëÿ ïîëÿ φ (ò.å. ñäå-
ëàòü çàìåíó φ = ρeiθ) è âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ.

2. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñêàëÿðíûì
êîìïëåêñíûì ïîëåì φ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ðàçìåðíîñòè 2+1 ñ ñèãíàòóðîé
(+1,−1,−1). Äåéñòâèå èìååò âèä

S = κ
∫
d3x εµνλAµ∂νAλ +

∫
d3x∇̄µφ̄∇µφ

ãäå ∇µ, ∇̄µ òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, à εµνλ = ±1 � ïîëíîñòüþ àíòè-
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð (ïðèìåì, ÷òî ε012 = 1). (Äåéñòâèå äëÿ ïîëÿ Aµ òàêîãî
âèäà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ×åðíà-Ñàéìîíñà.)

à) Èíâàðèàíòíî ëè äåéñòâèå îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëåé?

á) Âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

â) Ìîæíî ëè íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ? Åñëè äà, íàéòè åãî.

ã) Åñòü ëè â òåîðèè ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè? Åñëè äà, íàéòè èõ, âûïèñàòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è îáñóäèòü èõ ñìûñë.

ä) Êàê èçìåíÿòüñÿ îòâåòû íà ïðåäûäóùèå âîïðîñû, åñëè íà ïîëå φ íàëîæèòü
ñâÿçü |φ|2 = 1?
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