
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ìîäóëü 2. Çàäà÷è ê ýêçàìåíó

1. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà

L =
1

2
(∂tφ)

2 − 1

2
(∂xφ)

2 − V (φ)

à) Íàïèñàòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà L è Ãàìèëüòîíà H äëÿ ýòîãî ïîëÿ è ïîêà-
çàòü, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ åñòü p(x) = ∂tφ(x).

á) Íàéòè èìïóëüñ P ïîëÿ φ è ïîêàçàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ, ò.å. dP/dt = {H,P} = 0.

2. à) Íàéòè ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîãî äàåò óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ

∂2
t φ− ∂2

xφ−m2φ+ 2g2φ3 = 0

á) Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäà φ(x, t) = f(x− vt), íå èìåþ-
ùåå îñîáåííîñòåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

3. Íàéòè çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (∂2
t − ∂2

x)φ = 0 ñâîáîä-
íîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ðàçìåðíîñòè 1 + 1, ò. å. ôóíêöèþ G(x, t)
òàêóþ, ÷òî (∂2

t − ∂2
x)G(x, t) = δ(t)δ(x) è G(x, t) = 0 ïðè t < 0.

4. Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-
ãî ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1) è êîîðäèíàòàìè x0 = t è x1 = x, çàäàííóþ äåéñòâèåì

S =
∫ (

1

2
∂µφ∂µφ− µ2

β2
eβφ

)
d2x

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ φ = φ(x, t).

á) Âûïèñàòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T µν ïîëÿ φ, íàéòè åãî
ñëåä T µ

µ è ïðîâåðèòü åãî ñîõðàíåíèå íà óðàâíåíèè äâèæåíèÿ.

â) Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèäà φ = f(x− vt).

ã) (Âîïðîñ íà 10 áàëëîâ) Ìîæíî ëè íàéòè îáùåå ðåøåíèå? Åñëè äà, íàéòè
åãî.

5. Íàéòè ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè â ìîäåëè ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà

L =
1

2
(∂µφ⃗, ∂

µφ⃗)− V (|φ⃗|2)

ãäå ïîëå φ⃗ = (φ1, φ2, φ3) � âåêòîð â �èçîòîïè÷åñêîì� ïðîñòðàíñòâå R3. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( , ) â �èçîòîïè÷åñêîì� ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä (φ⃗, ϕ⃗) =
φ1ϕ1 + φ2ϕ2 + φ3ϕ3, |φ⃗|2 = (φ, φ).



6. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ðàçìåðíîñòè
2 + 1 ñ ñèãíàòóðîé (+1,−1,−1). Äåéñòâèå èìååò âèä

S =
∫
d3x εµνλAµ∂νAλ

ãäå εµνλ = ±1 � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð (ïðèìåì, ÷òî
ε012 = 1). (Äåéñòâèå äëÿ ïîëÿ Aµ òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ×åðíà-
Ñàéìîíñà.)

à) Èíâàðèàíòíî ëè äåéñòâèå îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëÿ Aµ?

á) Âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

â) Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Çàäà÷è, ïîäðîáíîå ïèñüìåííîå ðåøåíèå ëþáîé èç êîòîðûõ äàåò ïðàâî íà

ýêçàìåí-àâòîìàò

1. Íàéòè çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (∂2
t − ∂2

x1
− ∂2

x2
)φ = 0

ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ðàçìåðíîñòè 2 + 1, ò. å. ôóíêöèþ
G(x⃗, t) òàêóþ, ÷òî (∂2

t − ∂2
x1

− ∂2
x2
)G(x⃗, t) = δ(t)δ(2)(x⃗) è G(x⃗, t) = 0 ïðè t < 0.

2. Íàéòè ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîãî äàåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

∂x+(g
−1∂x−g) = 0

â êîîðäèíàòàõ ñâåòîâîãî êîíóñà x± = x± t äëÿ ïîëÿ g ∈ SL(N).
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