
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 6. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ìåòðèêà, ãåîäåçè÷åñêèå.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1à, 1á, 2à, 2á, 3à, 3á, 4à, 5à, 6

1. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, φ íà ïëîñêîñòè.

à) Íàéòè êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

á) Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ è óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî îáùèì ðåøåíèåì
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè.

2. Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû θ, φ (øèðîòà è äîëãîòà) íà 2-ìåðíîé ñôåðå
ðàäèóñà R.

à) Íàéòè êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

á) Îïèñàòü âñå ãåîäåçè÷åñêèå íà 2-ìåðíîé ñôåðå.

â) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü � ñôåðà ðàäèóñà R. ×òîáû èçîá-
ðàçèòü åå íà ïëîñêîé êàðòå ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ds2 = dx2 + dy2, íóæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêîé-ëèáî ïðîåêöèåé. Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ
ïðîåêöèþ, ò.å. ïðîåêöèþ ñî ñôåðû ðàäèóñà R íà öèëèíäð òîãî æå ðàäèó-
ñà, â êîòîðûé ýòà ñôåðà âëîæåíà, ñ ïîìîùüþ ëó÷åé, ïóùåííûõ èç öåíòðà
ñôåðû. Çàïèñàòü ìåòðèêó çåìíîé ïîâåðõíîñòè â êîîðäèíàòàõ x, y ïðè öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïðîåêöèè.

3. Âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà x2 + y2 < 1 íà ïëîñêîñòè ñî ñòàíäàðòíûìè êîîðäè-
íàòàìè x, y ââåäåì ìåòðèêó

ds2 =
dx2 + dy2

(1−x2−y2)2

(îíà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ïóàíêàðå). Åäèíè÷íûé êðóã ñ ìåòðèêîé Ïóàíêàðå
D ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè íåýâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
(ìîäåëüþ 2-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî).

à) Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà D.
á) Îïèñàòü âñå ãåîäåçè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâå D.
â) Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (x1, y1) è (x2, y2) â ìåòðèêå Ïóàíêàðå.

ã) Âûðàçèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå D â ìåòðèêå Ïóàíêàðå
(ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè) ÷åðåç ñóììó åãî âíóò-
ðåííèõ óãëîâ.

4. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó

ds2 = 2dx2 + 2dy2 + 6dz2 + 6dxdz + 6dydz + 2dxdy

â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z.

à) Ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ 2-ìåðíûì.
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á) Îïðåäåëèòü äâå íîâûå êîîðäèíàòû u, v â ýòîì 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òà-
êèå, ÷òîáû ìåòðèêà ïðèíÿëà âèä ds2 = du2 + dv2.

5. Ïóñòü gµν � ìàòðèöà, çàäàþùàÿ íåâûðîæäåííóþ ìåòðèêó ñèãíàòóðû (+,−,−,−),
g = det gµν , g

µν � îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

à) Γµ
νµ =

∂ log
√
−g

∂xν

á) gµνΓα
µν = − 1√

−g

∂ (
√
−g gαν)

∂xν

6. Ìåòðèêà, äëÿ êîòîðîé gµν = ρ2δµν è ρ ìîæåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ
êîíôîðìíîé. Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ êîíôîðìíîé ìåòðèêè.
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