
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 8. Ïîëÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1, 2à, 2á, 3

1. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ðàçìåðíîñòè D ñ ìåòðèêîé gµν :

S =
1

2

∫ (
gµν∂µφ∂νφ−m2φ2

)√
|g| dDx

(çäåñü è äàëåå gµν � îáðàòíàÿ ìàòðèöà, g = det gµν).

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîëÿ φ.

á) Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ φ è ïðîâåðèòü åãî ñî-
õðàíåíèå íà óðàâíåíèè äâèæåíèÿ.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè âèäà gµν(x) → ρ2(x)gµν(x) ñ ïðîèçâîëüíîé (íå îáðà-
ùàþùåéñÿ â íóëü) ôóíêöèåé ρ íàçûâàåòñÿ âåéëåâñêèì (èëè êîíôîðìíûì).

à) Ïðîâåðèòü, ÷òî äåéñòâèå

S[X⃗, g] =
∫ √

|g| gµν∂µX⃗∂νX⃗ dDx

(çäåñü X⃗ � âåêòîðíîå ïîëå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â RN , à X⃗Y⃗ îçíà÷àåò
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â RN), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ôóíêöè-
îíàë îò ïîëÿ è ìåòðèêè, ïðè D = 2 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíûõ âåéëåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, à ïðè D ̸= 2 � íåò. (Âî èçáåæàíèå
íåäîðàçóìåíèé ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåéëåâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò
òîëüêî ìåòðèêó, íî íå ïîëå.)

á) Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ X⃗ è ïðîâåðèòü, ÷òî
åãî ñëåä ïðè D = 2 òîæäåñòâåííî ðàâåí 0.

â) Ïóñòü äàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà S[gµν , X], çàâè-
ñÿùèé îò ìåòðèêè è íàáîðà ïîëåé X, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îáùèõ
êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â D èçìåòðåíèÿõ. Äîêàçàòü, ÷òî èíâàðè-
àíòíîñòü äåéñòâèÿ S[gµν , X] îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ âåéëåâñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìåòðèêè (òàê ÷òî ïîëÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ) ýêâèâàëåíò-
íà òîæäåñòâåííîìó îáðàùåíèþ â íîëü ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:
T µ

µ = 0.

3. Â äâóìåðíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè
z = x + iy, z̄ = x − iy. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y.

à) Âûðàçèòü åâêëèäîâó ìåòðèêó íà ïëîñêîñòè â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ
z, z̄.

á) Ïåðåïèñàòü äåéñòâèå çàäà÷è 2à íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (D = 2) â êîì-
ïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ.
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â) Âûðàçèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tzz, Tz̄z̄, Tzz̄, Tz̄z â êîîð-
äèíàòàõ z, z̄ ÷åðåç åãî êîìïîíåíòû Txx, Tyy, Txy, Tyx â èñõîäíûõ êîîðäèíà-
òàõ.

ã) Êàê âûãëÿäèò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â êîìïëåêñ-
íûõ êîîðäèíàòàõ? ×òî îíî îçíà÷àåò â ñëó÷àå, åñëè ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ðàâåí 0?

4.∗ Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé gµν :

S =
1

2

∫ (
gµν∂µφ∂νφ+ qRφ

)√
|g| d2x

ãäåR � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, à q � ïàðàìåòð. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïîëÿ φ â òåîðèè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (gµν = δµν) è ïðîâåðèòü
åãî ñîõðàíåíèå íà óðàâíåíèè äâèæåíèÿ.
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