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11 Метрика и гравитация: кривизна

11.1 Принцип эквивалентности

Инертная и гравитационная массы: 2-й закон Ньютона и закон тяготения
Кеплера-Ньютона из лагранжиана LN = m

2
ẋ2 −mΦ(x) = m

(
ẋ2

2
− Φ(x)

)
d2xi

dt2
= − ∂Φ

∂xi
(11.1)

где масса m выпадает, а Φ(x) = κM
|x| . По аналогии с законом Кулона надо

бы более точно написать

min
d2xi

dt2
= −mgr

∂Φ

∂xi
(11.2)

но результат наблюдения min = mgr ≡ m с высокой точностью, по край-
ней мере |min−mgr|

m
< 10−8 (все тела движутся одинаково). Тот же эффект

наблюдается в неинерциальных системах отсчета, поэтому естественная
гипотеза - описывать гравитацию с помощью нетривиальной метрики

ds2 = gµν(x)dx
µdxν , gµν(x) ̸= ηµν (11.3)

Это утверждение локально - т.е. верно лишь в какой-то малой области
пространства(-времени), но нельзя утверждать, что глобально эффекты
гравитации могут быть “скомпенcированы” выбором системы отсчета.

Действительно - в нетривиальной внешней метрике движение части-
цы описывается уравнением геодезической (следующим из опять же про-
порциональном массе действии S[x; g] = −mc

∫ √
gµν(x)dxµdxν)

d2xν

ds2
= −Γν

µλ

dxµ

ds

dxλ

ds
(11.4)

где в правой части стоит (4-)сила гравитационного поля (действующая
на единичную массу). Но, выбором системы координат можно занулить
все компоненты связности Кристоффеля в любой заданной точке. Дей-
ствительно, пусть в точке с координатами x0 = 0 компоненты связности
Γν
µλ

∣∣
x=x0=0

= Γ̃ν
µλ. Введем новые координаты

x′µ = xµ + 1
2
Γ̃ν
µλx

νxλ (11.5)
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для которых
∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣
x=x0=0

= δµν ,
∂2x′µ

∂xν∂xλ
= Γ̃ν

µλ (11.6)

то есть ∂2x′ρ

∂xµ∂xν
∂xλ

∂x′ρ

∣∣∣
x=x0=0

= Γ̃ν
µλ, и из закона преобразования

Γλ′

µ′ν′(x
′)
∂x′µ′

∂xµ

∂x′ν′

∂xν

∂xλ

∂x′λ′ +
∂2x′ρ

∂xµ∂xν

∂xλ

∂x′ρ = Γλ
µν(x) =

x=x0=0
Γ̃ν
µλ

(11.7)

следует, что все компоненты Γλ′

µ′ν′(x
′)
∣∣
x′=x′

0=0
в координатах x′ равны ну-

лю. Физически это значает, что мы перешли в ускоренную систему коор-
динат, так что ускорение компенсирует гравитационное поле в заданной
точке.

11.2 Нерелятивистский предел

Выбирая криволинейные координаты в трехмерном евклидовом простран-
стве R3 ⊂ R4, вложенном в пространство Минковского, мы сохраняли
g00 = η00 = 1, в то время как gij ̸= ηij. Пусть наоборот gij = ηij, а
g00 = 1 + 2Φ

c2
, где Φ = Φ(x) зависит только от пространственных коорди-

нат.

Напишем действие релятивистской частицы S = −mc
∫ √

gµν(x)dxµdxν

в этой метрике

S = −mc

∫ √
g00(x)c2dt2 − dx2 =

= −mc2
∫

dt

√
1 +

2Φ

c2
− ẋ2

c2
= −mc2

∫
dt+

+m

∫
dt

(
1
2
ẋ2 − Φ(x)

)
+ . . .

(11.8)

что с точностью до константы и исчезающих в нерелятивистском пределе
c → ∞ членов совпадает с действием нерелятивистской частицы

∫
dtLN

в ньютоновском потенциале Φ(x), в которое min = mgr ≡ m входит лишь
общим множителем. Заметим, что данное рассуждение не меняется, ес-
ли пространственная и “смешанная” части метрики gij = ηij + O(1/c2),
g0i = O(1/c2) также приобретают поправки того же порядка к их нере-
лятивистским значениям.
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11.3 Тензор кривизны

Осталось отличить “настоящее” гравитационное поле, создаваемое мате-
рией, от эффекта выбора неинерциальной системы отсчета. Для этого
определим сначала характеристики, принципиально выделяющие мет-
рику плоского пространства Минковского, которые нельзя изменить вы-
бором системы координат.

Мы уже видели, что такими характеристиками не могут быть ком-
поненты связности или символы Кристоффеля, так как их можно все-
гда занулить выбором системы координат. Но сделать это можно лишь
локально, т.е. вообще говоря нельзя одновременно с самими {Γν

µλ

∣∣
x=x0

}
одновременно занулить и их производные {∂ρΓν

µλ

∣∣
x=x0

}.

• Интуитивное представление: в плоском пространстве параллель-
ный перенос вектора по замкнутому контуру всегда возвращает его
в себя. Вообще говоря это не так - например на поверхности Земли,
у которой есть кривизна.

• Аналогия с электромагнитным полем: {Γν
µλ} ↔ {Aµ}, где калибро-

вочное поле можно рассматривать как связность в U(1)-расслоении.
Ковариантные производные ∇µ = ∂µ − iAµ, коммутатор двух опе-
раторов

[∇µ,∇ν ] = [∂µ − iAµ, ∂ν − iAν ] = −i (∂µAν − ∂νAµ) =

= −iFµν

(11.9)

пропорционален кривизне связности, или напряженности электро-
магнитного поля. Другой вариант: формула Стокса∮

∂D

Aµdx
µ =

∫
D

Fµνdx
µ ∧ dxν (11.10)

т.е. если расслоение тривиально, т.е. Aµ = ∂µϵ, (ϵ(x) - хорошо опре-
деленная глобально функция), то

∮
∂D

Aµdx
µ, ∀D, и соответственно

Fµν = 0.

Вычислим коммутатор ковариантных производных в гравитации. Для
примера рассмотрим действие оператора ковариантного дифференциро-
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вания на 1-форму: Aµ;λ = ∇λAµ. Тогда

Aµ;λ = ∇λAµ =
∂Aµ

∂xλ
− Γν

µλAν

Aµ;λ;ρ = ∇ρ∇λAµ = ∂ρ (∇λAµ)− Γν
µρ∇λAν − Γν

λρ∇νAµ

(11.11)

и

Aµ;λ;ρ − Aµ;ρ;λ = ∂ρ (∇λAµ)− ∂λ (∇ρAµ) + Γν
µλ∇ρAν − Γν

µρ∇λAν (11.12)

т.е. последний член в правой части (11.11) сокращается при антисиммет-
ризации из-за симметричности символов Кристоффеля. Далее

Aµ;λ;ρ − Aµ;ρ;λ =

= ∂ρ
(
∂λAµ − Γν

µλAν

)
− ∂λ

(
∂ρAµ − Γν

µρAν

)
+

+Γν
µλ

(
∂ρAν − Γσ

νρAσ

)
− Γν

µρ (∂λAν − Γσ
νλAσ) =

= ∂λ
(
Γν
µρAν

)
− ∂ρ

(
Γν
µλAν

)
+ Γν

µλ∂ρAν − Γν
µρ∂λAν+

+
(
Γν
µρΓ

σ
νλ − Γν

µλΓ
σ
νρ

)
Aσ = Rσ

µλρAσ

(11.13)

где
Rσ

µλρ = ∂λΓ
σ
µρ − ∂ρΓ

σ
µλ + Γν

µρΓ
σ
νλ − Γν

µλΓ
σ
νρ (11.14)

называется тензором кривизны Римана(-Кристоффеля). Аналогию с фор-
мулой (11.9) можно усмотреть, если воспользоваться симметрией симво-
лов Кристоффеля по нижним индексам и, объединив их в матрицы Γµ с
матричными элементами (Γµ)

ν
λ = Γν

µλ, переписать (11.14) в виде

Rσ
µλρ = (Rλρ)

σ
µ =

= ∂λ (Γρ)
σ
µ − ∂ρ (Γλ)

σ
µ + (Γλ)

σ
ν (Γρ)

ν
µ − (Γρ)

σ
ν (Γλ)

ν
µ =

= (∂λΓρ − ∂ρΓλ + Γλ · Γρ − Γρ · Γλ)
σ
µ

(11.15)

матричных элементов матрицы Rλρ, являющейся уже полным аналогом
напряженности (11.9) в случае неабелевых (со значениями в матричной
алгебре Ли) калибровочных полей.

Отметим некоторые свойства тензора кривизны:

• Очевидно, что Rσ
µλρ = −Rσ

µρλ. Введем Rνµλρ = gνσR
σ
µλρ. Тогда

Rµνλρ = −Rνµλρ, Rµνλρ = −Rµνρλ

Rµνλρ = Rλρµν

(11.16)
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• Всегда выполняется тождество(а) Бианки

∇νR
σ
µλρ +∇ρR

σ
µνλ +∇λR

σ
µρν = 0 (11.17)

аналог уравнения(й) Максвелла ∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ = 0.

• Можно, конечно, рассмотреть действие коммутатора [∇µ,∇ν ] и в
других расслоениях - формулы будут аналогичны, например

V λ
;µ;ν − V λ

;ν;µ = −V σRλ
σµν

Bλρ;µ;ν −Bλρ;ν;µ = BσρR
σ
λµν +BλσR

σ
ρµν

(11.18)

и т.д. Первое из этих уравнений эквивалентно утверждению, что в
кривом пространстве параллельный перенос вектора, вообще гово-
ря, зависит от выбора пути.

• Удобно ввести симметричный тензор Риччи и скалярную кривизну

Rµν = Rσ
µσν = gλρRλµρν

R = gµνRµν

(11.19)

Заметим, что в плоском пространстве все компоненты тензора кри-
визны Rµνλρ = 0, что отнюдь не сводится к R = 0 (одно уравнение)
или Rµν = 0 (риччи-плоские пространства: 10 уравнений в 4-мерии,
а у тензора кривизны 20 независимых компонент).

Исключения составляют пространства малой размерности:

• Одномерное пространство всегда плоское: e(τ)dτ = ds всегда мож-
но сделать постоянной выбором координат;

• В двумерном пространстве существует единственная нетривиаль-
ная компонента у Rµνλρ, поэтому все выражается через саму мет-
рику и скалярную кривизну, например

Rµν = 1
2
gµνR, µ, ν = 1, 2 (11.20)

• В трехмерном пространстве Rµνλρ выражается через тензор Риччи
Rµν . В частности, любое трехмерное риччи-плоское пространство
является плоским.
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