
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû åñòåñòâîçíàíèÿ

Ëèñòîê 9. Äâèæåíèå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå è ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1à, 1á, 2à, 3à, 3á, 4à, 4á, 5à, 5á.

1. Äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ìåòðèêîé gµν
âåêòîð 4-èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè êàê
pµ = − ∂S/∂xµ, ãäå äåéñòâèå S = −m

∫ Pds ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò
òî÷êè P ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðè äâèæåíèè ïî ãåîäåçè÷åñêîé.

à) Èñõîäÿ èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûðàçèòü êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïî-
íåíòû 4-èìïóëüñà ÷àñòèöû ÷åðåç åå 4-ñêîðîñòü uµ = dxµ/ds.

á) Ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ äåéñòâèÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
äâóõ âèäàõ: êàê óðàâíåíèå íà êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû åå 4-èìïóëüñà
pµ è êàê óðàâíåíèå íà êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû pµ.

2. Ïîñòîÿííûì íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, â êîòîðîì ìîæíî âûáðàòü ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà òàê, ÷òîáû âñå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà íå çàâèñåëè îò
âðåìåííîé êîîðäèíàòû x0 = ct.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ãðàâèòàöè-
îííîì ïîëå åå ýíåðãèÿ p0 ïîñòîÿííà âäîëü ìèðîâîé ëèíèè.

á) Ïîñòîÿííîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, â êîòîðîì ñìåøàííûå êîìïîíåíòû g0i
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì. Â ñòàòè÷å-
ñêîì ïîëå gµνdx

µdxν = dτ 2 − dl2, ãäå dτ =
√
g00 dx

0 � èíôèíèòåçèìàëüíûé
èíòåðâàë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ â äàííîé òî÷-

êå, à dl =
√
(−gik)dxidxk � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàññòîÿíèÿ. Âû-

ðàçèòü ýíåðãèþ ÷àñòèöû ìàññû m â ñòàòè÷åñêîì ïîëå ÷åðåç àáñîëþòíóþ
âåëè÷èíó âåêòîðà åå ñêîðîñòè â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, èçìåðåí-
íóþ â ñîáñòâåííîì âðåìåíè íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â
ýòîé òî÷êå. (Óêàçàíèå: Óïîìÿíóòàÿ â óñëîâèè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà (3-
ìåðíîãî) âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû åñòü v = dl/dτ .)

3. Â ïëîñêîì 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñî ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòà-
ìè (t, x) ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû τ, ρ (ρ > 0) òàêèå, ÷òî

ds2 = dt2 − dx2 = ρ2dτ 2 − dρ2

(àíàëîã ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò). Òàêèå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè
Ðèíäëåðà.

à) Íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ îò êîîðäèíàò Ìèíêîâñêîãî ê êîîð-
äèíàòàì (ñèñòåìå îòñ÷åòà) Ðèíäëåðà è îáðàòíî. Êàêóþ îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà Ìèíêîâñêîãî ìîæíî îïèñàòü â êîîðäèíàòàõ Ðèíäëåðà? Íà ïëîñêîñòè
(x, t) íàðèñîâàòü ëèíèè óðîâíÿ ρ = const, τ = const (êîîðäèíàòíóþ ñåò-
êó). Êàê â êîîðäèíàòàõ Ðèíäëåðà âûãëÿäèò ñâåòîâîé êîíóñ äëÿ òî÷êè
(t, x) = (0, 0)?
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á) Êàêîâà ìèðîâàÿ ëèíèÿ ðèíäëåðîâñêîãî íàáëþäàòåëÿ, ïîêîÿùåãîñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå ρ0, â êîîðäèíàòàõ Ìèíêîâñêîãî? Êàê âûãëÿäèò ìèðîâàÿ ëè-
íèÿ ìèíêîâñêîãî íàáëþäàòåëÿ, ïîêîÿùåãîñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0, íàðè-
ñîâàííàÿ íà ïëîñêîñòè (ρ, τ) (â êîîðäèíàòàõ Ðèíäëåðà)?

â) Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî ñèñòåìó îòñ÷åòà Ðèíä-
ëåðà ìîæíî ðåàëèçîâàòü, ïîìåñòèâ íàáëþäàòåëåé âäîëü îñè x > 0 è çà-
ñòàâèâ èõ äâèãàòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è ñ
ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì, ðàâíûì 1/ρ, ãäå ρ � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå íà-
áëþäàòåëÿ íà îñè x.

ã) (�Ó÷åáíûé� ãîðèçîíò ñîáûòèé.) Ðèíäëåðîâñêèé íàáëþäàòåëü ñ êîîðäèíà-
òîé ρ0 â ìîìåíò âðåìåíè τ0 ðîíÿåò ÷àñû. Êàêîå âðåìÿ îíè ïîêàæóò, êîãäà
äîñòèãíóò íà÷àëà îòñ÷åòà (òî÷êè ρ = 0)? Äîëåòÿò ëè îíè äî íà÷àëà îòñ÷å-
òà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðèíäëåðîâñêîãî íàáëþäàòåëÿ?

4. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ìåòðèêó

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2dΩ2 , dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdφ2,

ãäå ν = ν(r, t), λ = λ(r, t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r è
âðåìåíè t, à θ, φ � ñòàíäàðòíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû íà äâóìåðíîé ñôåðå.

à) Âû÷èñëèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ýòîé ìåòðèêè.

á) Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è è â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé Ýéíøòåéíà â ïóñòîòå (Tµν = 0).

â) Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èç ïóíêòà á) è ïîëó÷èòü ðåøåíèå, êîòîðîå
îïèñûâàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íîé ìàññîéM â íà÷àëå
êîîðäèíàò (r = 0):

ds2 =
(
1− 2M

r

)
dt2 − dr2

1− 2M
r

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

Òàêàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà.

5. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà (çàäà÷à 4â).

à) Ïóñòü ÷àñòèöà ïàäàåò íà öåíòð ïî ðàäèóñó (θ = const, φ = const). Êàê
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé åå êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü dr/dt ïðè íåêîòîðîì çíà-
÷åíèè r, èçìåðÿåìàÿ íàáëþäàòåëåì íà áåñêîíå÷íîñòè, è ëîêàëüíî èçìåðÿ-
åìàÿ ñêîðîñòü ïî îòíîøåíèþ ê íåïîäâèæíîìó íàáëþäàòåëþ, íàõîäÿùå-
ìóñÿ â òî÷êå íà òðàåêòîðèè åå ïàäåíèÿ ñ òåì æå çíà÷åíèåì ðàäèàëüíîé
êîîðäèíàòû r?

á) Âûâåñòè è ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïàäàþùåé ïî ðà-
äèóñó ÷àñòèöû ìàññû m, åñëè îíà íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ
ïðè r = R â ìîìåíò t = 0. Íà ïëîñêîñòè (r, t) íàðèñîâàòü ìèðîâóþ ëèíèþ
ïàäàþùåé ÷àñòèöû.

â)∗ Íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû èç çàäà÷è á) äðóãèì ñïîñîáîì �
ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

gµν
∂S

∂xµ

∂S

∂xν
= m2

è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.
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ã) Ïóñòü ïàäàþùàÿ ÷àñòèöà â óñëîâèÿõ çàäà÷è á) � ýòî ÷àñû, ïîñòàâëåííûå
íà 0 â íà÷àëå äâèæåíèÿ. Íàéòè âðåìÿ, êîòîðîå îíè ïîêàæóò â ìîìåíò äî-
ñòèæåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà rG = 2M . Çà êàêîå âðåìÿ îíè äîñòèã-
íóò ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà ñ òî÷êè çðåíèÿ óäàëåííîãî íåïîäâèæíîãî
íàáëþäàòåëÿ, âûðîíèâøåãî ÷àñû?
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