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ÇÀÄÀ×È Ê ÇÀ×ÅÒÓ, ÌÎÄÓËÜ 3

1. à) Îïðåäåëèì ïîëå Aµν óñëîâèåì Aµν = δµν . ßâëÿåòñÿ ëè òàê îïðåäåëåííîå
Aµν êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà îòíîñèòåëüíî îáùåêîîðäèíàò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé? Îòâåò îáîñíîâàòü.

á) Ïóñòü Aµ, Bµ � äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ. Áóäåò ëè èõ ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå
AµBν òåíçîðíûì ïîëåì? Îòâåò îáîñíîâàòü.

2. Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ åäèíè÷íîé ñôåðû, ò.å. ïðîåêöèþ èç
ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû íà ïëîñêîñòü ýêâàòîðà ñ êîîðäèíàòàìè x, y.

à) Âûðàçèòü ìåòðèêó ñôåðû â êîîðäèíàòàõ x, y.

á) ×òî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ îáðàçû ãåîäåçè÷åñêèõ íà ñôåðå ïðè ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè?

3. Êîñèíóñ óãëà θ ìåæäó âåêòîðàìè A⃗, B⃗ (â îäíîé è òîé æå òî÷êå) ñ êîíòðàâà-
ðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè Aµ è Bµ â íåêîòîðûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gµν ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

cos θ =
AµB

µ

|A⃗| |B⃗|

Äîêàçàòü, ÷òî âåéëåâñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè (ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà
gµν → ρ2gµν ñ íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò è íå îáðàùà-
þùåéñÿ â íóëü ôóíêöèåé ρ) ñîõðàíÿþò óãëû.

4. Íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñî ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè x, y (y > 0) ââåäåì
ìåòðèêó

ds2 =
dx2 + dy2

y2

Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì H.

à) Âûâåñòè óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ è îïèñàòü âñå ãåîäåçè÷åñêèå â ïðîñòðàí-
ñòâå H.

á) Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà â êîîðäèíàòàõ x, y è ñêàëÿðíóþ êðè-
âèçíó ïðîñòðàíñòâà H.

5. Â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé gµν ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé xµ(τ)
ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì τ íà íåé (íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèì ñ äëèíîé
ãåîäåçè÷åñêîé).

6. Ñèìâîëîì ∇µ îáîçíà÷àåòñÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðíûõ ïîëåé.

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè φ � ñêàëÿðíîå ïîëå, òî ∇µ∇νφ = ∇ν∇µφ.

á) Äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãàBµν äîêàçàòü, ÷òî∇µ∇νB
µν = ∇ν∇µB

µν .



â) Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà Aµν ïîêàçàòü, ÷òî

∇νA
µν =

1√
|g|

∂ν
(√

|g|Aµν
)

7. Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ðàçìåðíîñòè D ñ ìåòðèêîé gαβ:

S =
1

4

∫
FµνF

µν
√
|g| dDx, ãäå Fµν = ∇µAν −∇νAµ.

à) Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

á) Íàéòè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ Aµ è ïðîâåðèòü åãî êîâàðèàíòíîå
ñîõðàíåíèå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

â) Ïðîâåðèòü, ÷òî äåéñòâèå òåîðèè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèé âèäà Aµ(x) → Aµ(x) +∇µ ε(x), ãäå ε(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïîëå ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé ÷åð-
íîé äûðû (â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà):

ds2 =
(
1− 2M

r

)
dt2 − dr2

1− 2M
r

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

à) Äîêàçàòü, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ êîìïîíåíòû 4-èìïóëüñà pt è pφ.

á) Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íóæíî ñîîáùèòü ÷àñòèöå, íà-
÷èíàþùåé äâèæåíèå èç òî÷êè ñ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòîé r = R, ÷òîáû
îíà îñâîáîäèëàñü îò ïîëÿ ÷åðíîé äûðû è óëåòåëà íà áåñêîíå÷íîñòü?

ÇÀÄÀ×È ÏÎÂÛØÅÍÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

(ïîäðîáíîå ïèñüìåííîå ðåøåíèå âñåõ çàäà÷ èç ýòîãî ñïèñêà äàåò ïðàâî íà çà÷åò-
àâòîìàò íåçàâèñèìî îò ñäà÷è çàäà÷ ëèñòêîâ 6-9)

1.∗ Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ φ â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñ íåòðèâèàëüíîé ìåòðèêîé gµν :

S =
1

2

∫ (
gµν∂µφ∂νφ+ qRφ

)√
|g| d2x

Çäåñü R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè, à q � ïàðàìåòð. Íàéòè òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïîëÿ φ è ïðîâåðèòü åãî êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå íà óðàâíåíèè äâè-
æåíèÿ.

2.∗ Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû â ïîëå ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé ÷åð-
íîé äûðû (â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà):

ds2 =
(
1− 2M

r

)
dt2 − dr2

1− 2M
r

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

2



à) Ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ýêâàòîðè-
àëüíûõ îðáèò (äëÿ r êàê ôóíêöèè φ).

á) Â íèçøåì ïîðÿäêå ïî M/r âû÷èñëèòü óãëîâîå ñìåùåíèå ïåðèãåëèÿ êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû, ïðåäñêàçûâàåìîå îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè.

3.∗ Ðàññìîòðèì òåîðèþ, â êîòîðîé äèíàìè÷åñêèì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà gαβ íà
çàìêíóòîì 4-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M4, è äåéñòâèå èìååò âèä

S =
1

2

∫
M4

(
R2 − 4RµνRµν +RµνρσR

µνρσ
)√

|g| d4x

ãäå Rµνρσ, Rµν , R � òåíçîð Ðèìàíà, òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà. Âû-
âåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
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