
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Ýëåìåíòû ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè

2.1 Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Ðàññìîòðèì îïÿòü äâå ñèñòåìû â òåïëîâîì êîíòàêòå, êàê ïðè âûâîäå íàèáîëåå âå-
ðîÿòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó íèìè, íî òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç
ýòèõ ñèñòåì çíà÷èòåëüíî áîëüøå äðóãîé, è, â ÷àñòíîñòè, èìååò çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ
ýíåðãèþ. Òàêóþ �áîëüøóþ� ñèñòåìó ÷àñòî íàçûâàþò ðåçåðâóàðîì, òåðìîñòàòîì èëè
òåïëîâîé áàíåé. Èòàê, ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà A ïðèâåäåíà â êîíòàêò ñ ðåçåðâóàðîì
R, è ìåæäó íèìè óñòàíîâèëîñü òåïëîâîå ðàâíîâåñèå. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ïðèíöèïó,
ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà A ∪R ìîæåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ
íàõîäèòüñÿ â ëþáîì èç ñâîèõ äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé.

Êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà A íàõîäèòñÿ â îïðåäåëåííîì ìèêðî-
ñîñòîÿíèè a ñ ýíåðãèåé Ea? Î÷åâèäíî, ÷òî êîãäà ìû ôèêñèðóåì ñîñòîÿíèå a, åãî
âåðîÿòíîñòü pa ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà:

pa ∝ ΩR(E0 − Ea)

ãäå E0 � (ôèêñèðîâàííàÿ) ýíåðãèÿ îáúåäèíåííîé ñèñòåìû. Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôè-
öèåíò íåèçâåñòåí, íî îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ a ê âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ
b õîðîøî îïðåäåëåíî:

pa
pb

=
ΩR(E0 − Ea)

ΩR(E0 − Eb)
= eSR(E0−Ea)−SR(E0−Eb)

ãäå SR � ýíòðîïèÿ ðåçåðâóàðà. Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî Ea, Eb ≪ E0 è ðàçëîæèì SR(E0−E)
â ðÿä Òåéëîðà:

SR(E0 − E) = SR(E0)−
∂SR

∂E
E + . . .

Ïîñêîëüêó ∂SR/∂E = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà ðåçåðâóàðà (è ñèñòåìû A), èìååì:

pa
pb

= e−(Ea−Eb)/T

Òåì ñàìûì pa ∝ e−Ea/T . Ìíîæèòåëü e−Ea/T íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Áîëüöìàíà. Ìîæ-
íî òàêæå çàïèñàòü

pa =
e−Ea/T

Z
(1)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Z =
∑
a

e−Ea/T (2)

(ñóììà ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû A) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé (èëè
ïðîñòî ñòàòñóììîé, ïî-àíãëèéñêè partition function). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóììèðîâàòü
íóæíî èìåííî ïî âñåì ìèêðîñîñòîÿíèÿì, à íå ïðîñòî ïî ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ýíåð-
ãèè; òàê, åñëè îäíó è òó æå ýíåðãèþ Ea èìåþò na = Ω(Ea) ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, èõ
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âêëàä â ñòàòñóììó áóäåò nae
−Ea/T . Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä pa ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíîñòü

èìåííî äàííîãî ñîñòîÿíèÿ a, à íå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ýíåðãèþ Ea.
(Ýòà ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà, î÷åâèäíî, p(Ea) = Ω(Ea)pa.)

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (T → 0) ñèñòåìà ñ çàìåòíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â ñîñòîÿíèÿõ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, à ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ (T → ∞) âñå ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.

Ðàñïðåäåëåíèå (1) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòî îäíà èç âàæ-
íåéøèõ ôîðìóë ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Àíñàìáëü èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â òåïëîâîì êîíòàêòå ñ ðåçåðâóàðîì (òåðìîñòàòîì) ïðè òåìïåðàòóðå T íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì àíñàìáëåì.

Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì íàáîðîì ñîñòîÿíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè/êîîðäèíàòàìè p, q ñóììèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ íà èíòå-
ãðèðîâàíèå, âåðîÿòíîñòè � íà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, è ôîðìóëû
(1), (2) ïðèíèìàþò âèä

dw(p,q) =
e−E(p,q)/Tdp dq

Z
, Z =

∫ ∫
e−E(p,q)/Tdp dq (3)

Äëÿ ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ýíåðãèÿ E(p,q) � ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèé: E(p,q) = K(p)+U(q), ïîýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ôàêòîðè-
çóåòñÿ íà ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îòäåëüíî îò èìïóëüñîâ è îò êîîðäèíàò, à èíòåãðàë
äëÿ ñòàòñóììû ðàçáèâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðàëîâ - ïî êîíôèãóðàöèîííî-
ìó è èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâàì:

Z =
∫

e−K(p)/Tdp
∫

e−U(q)/Tdq

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà âíîñèò äâå ïîïðàâêè � îáùèé îáåçðàçìåðèâàþùèé ìíîæèòåëü
h−M , ãäå M � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, è íîðìèðîâî÷íûé ôàêòîð N ! (äëÿ N îäèíà-
êîâûõ ÷àñòèö); ñ ó÷åòîì ýòîãî íàäî íàïèñàòü

Z =
1

hMN !

∫ ∫
e−E(p,q)/Tdp dq

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ÷èñëî ÷àñòèö íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü � òàê, äëÿ ãàçà â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå M = 3N .

Íàõîæäåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû êàê ôóíêöèè çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
� îñíîâíàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Çíàíèå ñòàòñóììû ïîçâîëÿåò íàéòè
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó è ñòàíäàðòíûå
îòêëîíåíèÿ îò íèõ. Òàê, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ëîãàðèôìà ñòàòñóììû ïî òåìïåðàòóðå:

⟨E⟩ = 1

Z

∑
a

Eae
−Ea/T = T 2 ∂ logZ

∂T
(4)

Äëÿ äèñïåðñèè ëåãêî ïîëó÷èòü

D(E) = T 2 ∂

∂T

(
T 2 ∂ logZ

∂T

)
= T 2 ∂ ⟨E⟩

∂ T
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Âåëè÷èíó ∂ ⟨E⟩ /∂T íàçûâàþò òåïëîåìêîñòüþ � ÷åì áîëüøå òåïëîåìêîñòü, òåì
áîëüøåå êîëè÷åñòâî òåïëà (ýíåðãèè) íàäî ñîîáùèòü ñèñòåìå, ÷òîáû åå òåìïåðàòó-
ðà ïîâûñèëàñü íà δT . Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü (â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó èëè íà
åäèíèöó îáúåìà) � âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà-
ïðÿìóþ ñâÿçûâàåò òåïëîåìêîñòü ñ äèñïåðñèåé ýíåðãèè.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïîäñè-
ñòåì ðàâíà, î÷åâèäíî, ïðîèçâåäåíèþ ñòàòñóìì äëÿ êàæäîé ïîäñèñòåìû. Îòìåòèì,
÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (1) è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (2) èìåþò ñìûñë íå
òîëüêî äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, íî è äëÿ ñèñòåì ñ ëþáûì, â
÷àñòíîñòè, ìàëûì èõ ÷èñëîì. Âàæíî ëèøü, ÷òîáû ñèñòåìà íàõîäèëàñü â êîíòàêòå ñ
òåðìîñòàòîì, êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ èìååò î÷åíü áîëüøîå (â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîå)
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà òåðìîñòàòà íå èãðàåò ðîëè.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F = −T logZ

èëè Z = exp(−F/T ), òàê ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

pa = e(F−Ea)/T

Ñâîáîäíûå ýíåðãèè íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ñêëàäûâàþòñÿ.

Ïðèìåðû. Äëÿ ñïèíîâîé ñèñòåìû

Z =
(
eH/T + e−H/T

)N
= 2N coshN(H/T )

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà â îáúåìå V (m � ìàññà ìîëåêóëû):

Z =
(V/h3)N

N !

 +∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
1

2mT
(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz

N

=
(2πmT )3N/2V N

h3N N !
(5)

Ñîãëàñíî (4), äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà íàõîäèì ⟨E⟩ = 3
2
NT � èçâåñò-

íûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ðàíåå èç ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðîñòîòà
âû÷èñëåíèé â ýòèõ ïðèìåðàõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà N íåçà-
âèñèìûõ î÷åíü ïðîñòûõ �ýëåìåíòàðíûõ� ïîäñèñòåì. Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè íàëè÷èè
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ïîäñèñòåìàìè) íàõîæäåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé
ñóììû � ñîâåðøåííî íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à.

Ðàñïðåäåëåíèå ìîëåêóë èäåàëüíîãî ãàçà ïî ñêîðîñòÿì (ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåë-
ëà) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê îòäåëüíîé ìîëåêóëå
ãàçà:

dwp = Ce−
1

2mT
(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz

(Íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà C = (2πmT )−3/2.) Ïåðåïèñàâ åãî äëÿ ñêîðîñòè (p = mv),
ïîëó÷èì

dwv =
(

m

2πT

)3/2

e−
m
2T

(v2x+v2y+v2z)dvxdvydvz

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

⟨
v2x
⟩
=

√
m

2πT

+∞∫
−∞

v2x e
−mv2x

2T dvx = T/m
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à ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû 3
m⟨v2x⟩

2
= 3T/2, â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ïî-

ëó÷åííûì ðàíåå ðåçóëüòàòîì äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè ãàçà.

2.2 Ýíòðîïèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Êàê îïðåäåëèòü ýíòðîïèþ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ? Áûëî áû åñòåñòâåí-
íî îïðåäåëèòü åå òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå δS/δE = 1/T èëè
dE = TdS, ãäå ïîä E è S òåïåðü íàäî ïîíèìàòü èõ ñðåäíèå ïî êàíîíè÷åñêèìó àí-
ñàìáëþ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè dE = TdS ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåíÿþòñÿ
òîëüêî ýíåðãèÿ è ýíòðîïèÿ ñèñòåìû (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû ðåçåðâóàðà ñ T äî T + dT ), à âñå äðóãèå ïàðàìåòðû (íàïðèìåð, îáúåì, ÷èñëî
÷àñòèö) ôèêñèðîâàíû.

Äàëåå ìû êàê ïðàâèëî íå áóäåì ÿâíî âûïèñûâàòü çíàê óñðåäíåíèÿ ó ýíåðãèè,
ïîíèìàÿ ïîä E åå ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Èòàê, äëÿ ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ ýíòðîïèè èìååì

dS =
dE

T

ãäå dE � ïðèðàùåíèå ñðåäíåé ýíåðãèè E =
∑

a Eapa, à ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííûõ
ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû óðîâíè ýíåðãèè íå ìåíÿþòñÿ, dE =

∑
a Eadpa, ò.å. âñå èçìåíå-

íèå ýíåðãèè ïðîèñõîäèò èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
(ñðåäíåé çàñåëåííîñòè óðîâíåé). Î òàêîì ñïîñîáå ïåðåäà÷è ýíåðãèè â ñèñòåìó ãîâî-
ðÿò êàê î òåïëîâîì îáìåíå. Èç êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ pa = e−Ea/T/Z ìîæíî
âûðàçèòü Ea = −T log(paZ) è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó äëÿ dE. Ïîëó÷èì:

dE = −T
∑
a

log(paZ)dpa

Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì:

dS =
dE

T
= −

∑
a

log padpa − logZ
∑
a

dpa = −d

(∑
a

pa log pa

)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó
∑

a pa = 1). Ñëåäîâàòåëüíî, dS = d
∑

a pa log pa,
îòêóäà

S = −
∑
a

pa log pa = −⟨log p⟩

Ýòî îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ïî Áîëüöìàíó.

Ïîäñòàâèâ â îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ïî Áîëüöìàíó êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé, ìîæíî âûðàçèòü ýíòðîïèþ ÷åðåç ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ:

S =
E − F

T

èëè ÷åðåç ñòàòñóììó:

S =
∂

∂T
(T logZ)
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2.3 Ïðîöåññû ñ èçìåíåíèåì îáúåìà

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñàìà ñèñòåìà â ïðîöåññå êîíòàêòà ñ ðåçåðâóàðîì
íå ìåíÿåòñÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ïàðàìåòðû ñèñòå-
ìû ìîãóò ìåíÿòüñÿ íåêîòîðûì çàäàííûì îáðàçîì. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èìååòñÿ îäèí òàêîé ïàðàìåòð. Åãî ïðèðîäà äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ íå
âàæíà, íî äëÿ êîíêðåòíîñòè áóäåì ãîâîðèòü îá îáúåìå, çàíèìàåìîì ñèñòåìîé (ýòî
õîðîøèé ïðèìåð, åñëè ñèñòåìà � ãàç, íå îáÿçàòåëüíî èäåàëüíûé, íî äîâîëüíî áåññî-
äåðæàòåëüíûé äëÿ íàøåé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ñïèíîâ).

Ýíåðãèÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû çàâèñèò îò îáúåìà V ÿùèêà, â êîòîðîì îíà
íàõîäèòñÿ. Äëÿ ìàëûõ èçìåíåíèé ìîæíî íàïèñàòü

Ea(V + δV ) = Ea(V ) +
∂Ea

∂V
δV + . . .

Ñòîÿùàÿ çäåñü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ñìûñë äàâëåíèÿ ãàçà íà ñòåíêè Pa (ñî
çíàêîì ìèíóñ), ò.å. ñèëû, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ðàçìåð èçìåíèëñÿ íà δx â íàïðàâëåíèè x, òîãäà ðàáîòà, ïðîèçâåäåííàÿ íàä ñèñòå-
ìîé äåéñòâóþùåé ïðè ýòîì ñèëîé Fa, ðàâíà −Faδx = −PaδV . Íà ñòîëüêî äîëæíà
èçìåíèòüñÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïîýòîìó −PaδV = δEa. Óñðåäíÿÿ ïî âñåì ñèñòåìàì â
àíñàìáëå, íàõîäèì îòñþäà

P = −∂E

∂V
ãäå ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå
èçìåíåíèÿ îáúåìà âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â êàæäîì èç ìèêðîñîñòîÿíèé
íå ìåíÿþòñÿ, à ìåíÿþòñÿ òîëüêî ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé.

Ýíòðîïèÿ çàâèñèò îò ýíåðãèè è îò îáúåìà: S = S(E, V ), è åå èçìåíåíèå èìååò
âèä

dS =

(
∂S

∂E

)
V

dE +

(
∂S

∂V

)
E

dV (6)

ãäå èíäåêñû ïðè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàïîìèíàþò î òîì, êàêèå ïåðåìåííûå äåð-
æàòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðè dS = 0 ìîæåì çàïèñàòü

0 =

(
∂S

∂E

)
V

(
∂E

∂V

)
S

+

(
∂S

∂V

)
E

îòêóäà

P = T

(
∂S

∂V

)
E

Ïîýòîìó èçìåíåíèå ýíòðîïèè (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå TdS = dE + PdV èëè

dE = TdS − PdV

Ýòî îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ìîæåò èç-
ìåíÿòüñÿ îáúåì. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû ðàâíî
ñóììå äâóõ âêëàäîâ: TdS � òåïëî, ïåðåäàííîå ñèñòåìå ïðè òåïëîâîì êîíòàêòå ñ ðå-
çåðâóàðîì, −PdV � ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ñèñòåìîé ïðè èçìåíåíèè åå îáúåìà:

dE = d
(∑

a

paEa

)
=
∑
a

Eadpa︸ ︷︷ ︸
TdS

+
∑
a

padEa︸ ︷︷ ︸
−PdV
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Âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè F = −T logZ = E − TS, îñíîâíîå
òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dF = −SdT − PdV

îòêóäà

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
∂

∂T
(T logZ) (7)

(ýòî ìû óæå ïîëó÷àëè íåìíîãî äðóãèì ñïîñîáîì) è

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= T
∂ logZ

∂ V
(8)

Ýòà ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà óäîáíà äëÿ íàõîæäåíèÿ äàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñòàò-
ñóììû.

Ïðèìåð: èäåàëüíûé ãàç. Èç âûðàæåíèÿ (5) äëÿ ñòàòñóììû èäåàëüíîãî ãàçà íà-
õîäèì, ïîëüçóÿñü òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé (8): P = NT/V èëè

PV = NT

Ýòî èçâåñòíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà (óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà).

Âñå ñêàçàííîå îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî îáúåìà ðàññìîòðåòü ëþáîé ïàðàìåòð
θ, îò êîòîðîãî çàâèñÿò óðîâíè ýíåðãèè ñèñòåìû (íàïðèìåð, âíåøíåå ïîëå). Òîãäà
ïðîèçâîäíàÿ ∂E/∂θ, âçÿòàÿ ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ñè-
ëîé (ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé), ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ïàðàìåòðó. Âîçìîæíî òàê-
æå îäíîâðåìåííîå ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêèõ òàêèõ ïàðàìåòðîâ.

2.4 Áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

2.4.1 Ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ î òåïëîâîì ðàâíîâåñèè äâóõ ñèñòåì ìû ìîë÷àëèâî
ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö (ñòåïåíåé ñâîáîäû) â êàæäîé èç íèõ ôèêñèðîâàíî.
Ìîæíî îáîáùèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìû ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ
÷àñòèöàìè, ò.å. íàõîäÿòñÿ íå òîëüêî â òåïëîâîì, íî è â äèôôóçèîííîì êîíòàêòå.

Ïóñòü îïÿòü ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà A0 = A1 ∪ A2 èçîëèðîâàíà. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
E0 = E1 + E2 è ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö N0 = N1 + N2 ïîñòîÿííû, íî òåïåðü N1 è
N2 ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé Ωi(Ei, Ni) çà-
âèñÿò íå òîëüêî îò ýíåðãèè, íî è îò ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå
ýíåðãèè è ÷èñëà ÷àñòèö ìåæäó ñèñòåìàìè â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ? Èç ïðèíöèïà
ðàâåíñòâà àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå
� ýòî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè êîòîðîì ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà èìååò ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé. Îíî ìàêñèìàëüíî, êîãäà

Ω1(E,N) Ω2(E0 − E,N0 −N)
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èìååò ìàêñèìóì ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì E,N . Âàðèàöèÿ ëîãàðèôìà ýòîãî âû-
ðàæåíèÿ ïî E äàåò óæå ïîëó÷åííîå ðàíåå óñëîâèå òîãî, ÷òî

∂ log Ω(E,N)

∂E
=

∂S(E,N)

∂E
=

1

T

îäèíàêîâû äëÿ îáåèõ ñèñòåì. Àíàëîãè÷íî, âàðèàöèÿ ïî N ïðèâîäèò ê óñëîâèþ, ÷òî

∂ log Ω(E,N)

∂N
=

∂S(E,N)

∂N
:= − µ

T

îäèíàêîâû äëÿ îáåèõ ñèñòåì. Ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì ââîäèòñÿ õèìè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë µ � âåëè÷èíà, ñòîëü æå âàæíàÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ñèñòåìû, êàê è òåìïåðàòóðà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñòàíîâëåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòîê ÷àñòèö áóäåò íàïðàâ-
ëåí èç ñèñòåìû ñ áîëüøèì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì â ñèñòåìó ñ ìåíüøèì åãî çíà-
÷åíèåì.

2.4.2 Áîëüøàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü pa(N) òîãî, ÷òî ñèñòåìà A c ÷èñëîì ÷àñòèö N íàõîäèòñÿ
â îïðåäåëåííîì ìèêðîñîñòîÿíèè a ñ ýíåðãèåé Ea? Îáîáùàÿ âûâîä êàíîíè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïèøåì

pa(N) ∝ ΩR(E0 − Ea, N0 −N)

è
pa(N1)

pb(N2)
=

ΩR(E0 − Ea, N0 −N1)

ΩR(E0 − Eb, N0 −N2)
= eSR(E0−Ea,N0−N1)−SR(E0−Eb,N0−N2)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî Ea, Eb ≪ E0, N1, N2 ≪ N0 è ðàçëîæèì SR â ðÿä Òåéëîðà:

SR(E0 − E,N0 −N) = SR(E0, N0)−
∂SR

∂E
E − ∂SR

∂N
N + . . .

Ïîñêîëüêó ∂SR/∂N = −µ/T � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðåçåðâóàðà (è ñèñòåìû A),
èìååì:

pa(N1)

pb(N2)
= e−(Ea−Eb)/T+µ(N1−N2)/T

Òåì ñàìûì pa(N) ∝ e(µN−Ea)/T . Ìíîæèòåëü e(µN−Ea)/T íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Ãèááñà.
Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü

pa(N) =
e(µN−Ea)/T

Z
(9)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Z =
∑
a

∑
N

e(µN−Ea)/T (10)

íàçûâàåòñÿ áîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé (ïî-àíãëèéñêè grand partition function).
Áîëüøóþ ñòàòñóììó ìîæíî çàïèñàòü åùå â âèäå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ñòàò-
ñóìì ZN ñèñòåì ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N :

Z =
∑
N≥0

eµN/TZN
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Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå äàåòñÿ ôîðìóëîé

⟨N⟩ = T
∂ logZ
∂µ

Ðàñïðåäåëåíèå (9) íàçûâàåòñÿ áîëüøèì êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Àíñàìáëü
èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â òåïëîâîì è äèôôóçèîííîì êîíòàêòå ñ ðåçåðâó-
àðîì ïðè òåìïåðàòóðå T è õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå µ íàçûâàåòñÿ áîëüøèì êàíîíè-

÷åñêèì àíñàìáëåì.

2.4.3 Îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåí-

íûì ÷èñëîì ÷àñòèö

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ýíòðîïèè äëÿ ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö:

dS =

(
∂S

∂E

)
V,N

dE +

(
∂S

∂V

)
E,N

dV +

(
∂S

∂N

)
E,V

dN

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èì îñíîâ-
íîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â âèäå

dE = TdS − PdV + µdN

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû ðàâíî ñóììå òðåõ âêëà-
äîâ: TdS � òåïëî, ïåðåäàííîå ñèñòåìå ïðè òåïëîâîì êîíòàêòå ñ ðåçåðâóàðîì, −PdV
� ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ñèñòåìîé ïðè èçìåíåíèè åå îáúåìà, µdN � âêëàä, îáó-
ñëîâëåííûé ïåðåõîäîì ÷àñòèö èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó èëè íàîáîðîò.

2.4.4 Ïðèìåð: èäåàëüíûé ãàç ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö

Ìû óæå íàøëè ñòàòñóììó èäåàëüíîãî ãàçà â îáúåìå V ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N :

ZN =
(2πm0T )

3N/2V N

N !h3N
=

1

N !

(
(2πm0T )

3/2V

h3

)N

Áîëüøàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà:

Z =
∑
N≥0

eµN/TZN = exp

(
eµ/T

(2πm0T )
3/2V

h3

)
= e⟨N⟩

ãäå ⟨N⟩ � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ãàçå:

⟨N⟩ = T
∂ logZ
∂µ

= eµ/T
(2πm0T )

3/2V

h3

Äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ãàç ñîäåðæèò ðîâíî N ÷àñòèö, èìååì

P (N) =
eµN/TZN

Z
=

1

N !
⟨N⟩N e−⟨N⟩

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãàçå âîîáùå íå
áóäåò ÷àñòèö, ðàâíà e−⟨N⟩.
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2.5 Ïðèìåðû è ïðèëîæåíèÿ

Êðîìå èäåàëüíîãî ãàçà åñòü è äðóãèå âàæíûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ñòàòñóììà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ àáñîëþòíî ýëåìåíòàðíî, è êîòîðûå èìåëè ïðè ýòîì îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå
äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

2.5.1 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êëàññè÷åñêèé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2
(p2 + ω2q2)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ q̈ + ω2q = 0, ω � ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà:

Z
êëàññ

(ω) =
1

h

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dpdqe−(p2+ω2q2)/(2T ) =
2πT

hω

Âìåñòî êîíñòàíòû h ÷àñòî èñïîëüçóþò h̄ = h/(2π), òîãäà

Z
êëàññ

(ω) =
T

h̄ω

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà:

ε
êëàññ

(ω) = T 2∂T logZ
êëàññ

(ω) = T

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé, íóìåðóåìûõ
äèñêðåòíûì èíäåêñîì n = 0, 1, 2, . . ., ïðè÷åì n-å ñîñòîÿíèå èìååò ýíåðãèþ nh̄ω. Ýòî
êâàíòîâûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (ìû âûáèðàåì íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåðãèè òàê,
÷òîáû íèçøåå ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèå èìåëî íóëåâóþ ýíåðãèþ). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà:

Z
êâàíò

(ω) =
∞∑
n=0

e−nh̄ω/T =
1

1− e−h̄ω/T

Â ïðåäåëå h̄ → 0 Z
êâàíò

(ω) ñòðåìèòñÿ ê Z
êëàññ

(ω). Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà

ε
êâàíò

(ω) = T 2∂T logZ
êâàíò

(ω) =
h̄ω

eh̄ω/T − 1

òîæå ñòðåìèòñÿ â ýòîì ïðåäåëå ê ñâîåìó êëàññè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ε
êëàññ

(ω).

Â äàëüíåéøèõ ïðèìåðàõ ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû êàê î÷åíü
áîëüøîé íàáîð íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè.
Âîçìîæíûé íàáîð ÷àñòîò îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèìè óñëîâèÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, çàêîíû
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ïðèìåíåííûå ê òàêèì ïðîñòûì ìîäåëÿì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ïîçâîëÿþò âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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2.5.2 Èçëó÷åíèå àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà

Àáñîëþòíî ÷åðíûì òåëîì â ôèçèêå íàçûâàåòñÿ èäåàëèçèðîâàííûé îáúåêò, êîòîðûé
ïîëíîñòüþ ïîãëîùàåò (áåç îòðàæåíèÿ) ïàäàþùåå íà íåãî èçëó÷åíèå. Ìîäåëü òàêîãî
òåëà � çàìêíóòàÿ ïîëîñòü ñ î÷åíü ìàëåíüêèì îòâåðñòèåì (�ïå÷ü�). Èçëó÷åíèå, ïî-
ïàâøåå â ïîëîñòü ÷åðåç îòâåðñòèå, èìååò î÷åíü ìàëî øàíñîâ ñðàçó æå îòðàçèòüñÿ
è âûéòè ÷åðåç íåãî îáðàòíî. Ïðåæäå ÷åì ýòî ïðîèçîéäåò, ýëåêòðîìàãíèòíûå âîë-
íû â ïîëîñòè ïðèäóò â òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñ åå ñòåíêàìè, áóäó÷è ìíîãî
ðàç ïîãëîùåíû è ïåðåèçëó÷åíû èìè. Ïîä ÷åðíûì èçëó÷åíèåì ïîíèìàþò èçëó÷åíèå,
íàõîäÿùååñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Ñòåíêè ïîëîñòè èãðàþò ðîëü òåðìîñòàòà.

Íàõîæäåíèå ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðà-
òóðû � âîïðîñ, êîòîðûé ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñîâàë ôèçèêîâ â êîíöå 19 âåêà. ×òîáû
ïîäîéòè ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû, íóæíî ñäåëàòü äâà ïîäãîòîâèòåëüíûõ øàãà.

Ðàçëîæåíèå ïîëÿ íà îñöèëëÿòîðû. Ïðåæäå âñåãî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèò-

íîå ïîëå â ïîëîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê áåñêîíå÷íûé íàáîð íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ

îñöèëëÿòîðîâ. Â êàëèáðîâêå φ = 0, divA = 0 óðàâíåíèå ïîëÿ â âàêóóìå äëÿ âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà A = (Ax, Ay, Az) çàïèøåòñÿ â âèäå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2
tA = c2(∂2

x + ∂2
y + ∂2

z )A

(c � ñêîðîñòü ñâåòà); íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé E = −Ȧ/c, H =
rotA óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå óðàâíåíèþ. Åñëè ïîëå íàõîäèòñÿ â ÿùèêå ñî ñòîðîíàìè

Lx, Ly, Lz, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå

A =
∑
k

(
ake

ikr + ak
∗e−ikr

)
Ñóììà èäåò ïî âñåì âîçìîæíûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì âîëíîâîãî âåêòîðà k = (kx, ky, kz):

kx =
2πnx

Lx
, ky =

2πny

Ly
, kz =

2πnz

Lz
,

ãäå nx, ny, nz � öåëûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå ïîëÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ äëÿ

êàæäîé êîìïîíåíòû Ôóðüå:

äk + c2k2ak = 0, k :=
√
k2x + k2y + k2z

Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ïîëÿ

E =
1

8π

∫
(E2 +H2)dV =

V

2π

∑
k

k2akak
∗ =

1

2

∑
k

(P2
k + ω2

kQ
2
k)

ãäå ωk = ck, è ìû ââåëè ïåðåìåííûå

Qk =

√
V

4πc2
(ak + ak

∗), Pk = Q̇k = −iωk

√
V

4πc2
(ak − ak

∗)

Â ñèëó ïîïåðå÷íîñòè (kak = 0) 3-ìåðíûå âåêòîðû Pk, Qk èìåþò äëÿ êàæäîãî k òîëüêî

ïî äâå íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû (äâå ïîëÿðèçàöèè). Âèäèì, ÷òî âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòàìè

ωk = ck. Ðàçëîæåíèå íà îñöèëëÿòîðû � ñòàíäàðòíûé ïðèåì â òåîðèè ïîëÿ.
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Ïîäñ÷åò ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ â èíòåðâàëå ÷àñòîò. Ñêîëüêî îñöèëëÿòîðîâ ïðèõîäèòñÿ

íà ýëåìåíò îáúåìà ∆kx∆ky∆kz â k-ïðîñòðàíñòâå? Íàéäåì ñíà÷àëà ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà k â ýòîì ýëåìåíòå îáúåìà. Î÷åâèäíî, ýòî ÷èñëî (îáîçíà÷èì åãî

∆n) ðàâíî ∆nx∆ny∆nz, ãäå

∆kx =
2π∆nx

Lx
, ∆ky =

2π∆ny

Ly
, ∆kz =

2π∆nz

Lz
,

ò.å.

∆n = ∆nx∆ny∆nz =
V

(2π)3
∆kx∆ky∆kz , V = LxLyLz

Ïåðåïèøåì ýëåìåíò îáúåìà â k-ïðîñòðàíñòâå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: ∆kx∆ky∆kz =
k2∆k∆ϕ (∆ϕ � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà). Îòñþäà ëåãêî íàéòè ïîëíîå ÷èñëî çíà÷åíèé k ñ

àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé â èíòåðâàëå îò k äî k +∆k è ëþáûìè íàïðàâëåíèÿìè:

∆n(k) = 4π
V

(2π)3
k2∆k =

V k2∆k

2π2

Óäîáíî ïåðåéòè ê ÷àñòîòíîìó èíòåðâàëó ∆ω, òîãäà

∆n(ω) =
V ω2∆ω

2π2c3

åñòü ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà k â èíòåðâàëå ÷àñòîò ∆ω. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè

çíà÷åíèÿ k ðàñïðåäåëåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî, ñóììó
∑

k f(ωk) ìîæíî çàìåíÿòü íà èíòåãðàë

ïî ïðàâèëó ∑
k

f(ωk) →
V

2π2c3

∫ ∞

0
f(ω)ω2dω (11)

Â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàæäîìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ k îòâå÷àþò 2 îñ-

öèëëÿòîðà (äâå ïîëÿðèçàöèè), ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ ÷èñëà íàéäåííîå ∆n(ω) íàäî

óìíîæèòü íà 2.

Ïîñëå ýòîé ïîäãîòîâêè çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ÷àñòî-
òàì äëÿ ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì ïðîñòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε(ω)
� ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω, òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàé-
òè ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà èíòåðâàë ÷àñòîò ∆ω, ìû äîëæíû óìíîæèòü ε(ω) íà
÷èñëî îñöèëëÿòîðîâ, ÷àñòîòû êîòîðûõ ïîïàäàþò â ýòîò èíòåðâàë, ò.å. íà 2∆n(ω):

∆E(ω) = 2ε(ω)∆n(ω)

èëè

dE(ω) =
V

π2c3
ε(ω)ω2dω

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îñöèëëÿòîðû êëàññè÷åñêèå, ò.å. ïîäñòàâèâ ñþäà ε
êëàññ

(ω) = T ,
ïîëó÷èì ôîðìóëó Ðýëåÿ-Äæèíñà

dE(ω) =
V Tω2dω

π2c3

âûâåäåííóþ åå àâòîðàìè èìåííî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé. Îíà õîðîøî
ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì ïðè áîëüøèõ T , íî î÷åíü ïëîõî ïðè T → 0. Ê òîìó æå îíà ñòðà-
äàåò áîëåå ñåðüåçíûì ïîðîêîì � èíòåãðàë îò íåå ïî âñåì ÷àñòîòàì ðàñõîäèòñÿ, ò.å.
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîé (óëüòðàôèîëåòîâàÿ êàòàñòðîôà).
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Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñöèëëÿòîðû êâàíòîâûå, äàåò çíàìå-
íèòóþ ôîðìóëó Ïëàíêà

dE(ω) =
V h̄

π2c3
ω3 dω

eh̄ω/T − 1

êîòîðàÿ î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì âî âñåì èíòåðâàëå ÷àñòîò. Èç íåå, â ÷àñò-
íîñòè, âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èìååò ìàêñèìóì
ïðè ÷àñòîòå ω = ω∗ òàêîé, ÷òî

h̄ω∗

T
= 2, 822 . . .

(êîðåíü òðàíñöåíòåíòíîãî óðàâíåíèÿ 3− x = 3e−x).

Íàéäåì òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ. Ñòàòñóììà:

logZ = 2
∑
k

logZ
êâàíò

(ωk) = −2
∑
k

log
(
1− e−h̄ωk/T

)

(ìíîæèòåëü 2 ó÷èòûâàåò äâå íåçàâèñèìûå ïîëÿðèçàöèè). Â âûðàæåíèè äëÿ ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè ìîæíî çàìåíèòü ñóììó íà èíòåãðàë ïî ïðàâèëó (11):

F = −T logZ =
V T

π2c3

∫ ∞

0
ω2 log

(
1− e−h̄ω/T

)
dω

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

F = − V T 4

3π2h̄3c3

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1︸ ︷︷ ︸
π4/15

= − 4σ

3c
V T 4

ãäå ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà

σ =
π2

60h̄3c3

Ýíòðîïèÿ:

S = −∂F

∂T
=

16σ

3c
V T 3

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ:

E = F + TS =
4σ

c
V T 4

(ðàçóìååòñÿ, òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì dE(ω) ïî âñåì ÷àñòî-
òàì). Òåïëîåìêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà êóáó òåìïåðàòóðû:

C =
∂E

∂T
=

16σ

c
V T 3
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2.5.3 Òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ òåë

Àòîìû, îáðàçóþùèå êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó òâåðäîãî òåëà, ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ
âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäîáíî øàðèêàì, êîòîðûå ñâÿçàíû ïðóæèíêàìè. Òà-
êèå êîëåáàíèÿ îïðåäåëÿþò òåïëîâûå ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë.

Ýéíøòåéí â 1907 ãîäó ïðåäëîæèë ïðîñòóþ ìîäåëü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âñå àòîìû
ðåøåòêè íåçàâèñèìî êîëåáëþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé ω. Ïóñòü ðåøåòêà ñîñòîèò èç
N àòîìîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé àòîì ìîæåò êîëåáàòüñÿ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ, ìîäåëü
ýêâèâàëåíòíà íàáîðó 3N îäèíàêîâûõ è íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.
Ñðàçó ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îñöèëëÿòîðû êâàíòîâûå, íàõîäèì ñòàòñóììó

Z = (1− e−h̄ω/T )−3N

è òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå

C =
3Nh̄2ω2

T 2

eh̄ω/T

(eh̄ω/T − 1)2

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ C = 3N , ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì (çàêîí Äþëîíãà è
Ïòè). Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü îñöèëëÿòîðû êëàññè÷åñêèìè. Ïðè
T → 0 ïîëó÷åííàÿ òåïëîåìêîñòü ñòðåìèòñÿ ê 0 êàê T−2e−h̄ω/T , â òî âðåìÿ êàê íà
îïûòå íàáëþäàåòñÿ çàâèñèìîñòü T 3. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ýéíøòåéíà êà÷åñòâåííî
îáúÿñíÿåò îáðàùåíèå òåïëîåìêîñòè â íîëü ïðè T → 0 (÷òî áûëî íåâîçìîæíî â ðàì-
êàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè), íî êîëè÷åñòâåííî íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè.

Ìîäåëü Ýéíøòåéíà áûëà óëó÷øåíà Äåáàåì (1912). Â òåîðèè Äåáàÿ íå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ îäèíàêîâû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ,
âîçìîæíûå â óïðóãîì òâåðäîì òåëå. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè òàêèå êîëåáà-
íèÿ ìîæíî îïèñàòü íåïðåðûâíûì ïîëåì äåôîðìàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèì âîëíîâîìó
óðàâíåíèþ. Â èçîòðîïíîì òâåðäîì òåëå âîçìîæíû ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå çâó-
êîâûå âîëíû, ïðè÷åì ó ïîïåðå÷íûõ âîëí âîçìîæíû äâà íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèÿ
ïîëÿðèçàöèè. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà v äëÿ âñåõ òðåõ òèïîâ âîëí
îäèíàêîâà. Òîãäà ÷àñòîòà âîëí ëþáîãî òèïà ñâÿçàíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì ëèíåéíûì
ñîîòíîøåíèåì ω = vk.

Ïîëå äåôîðìàöèé ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �ðàçëîæèòü íà îñ-
öèëëÿòîðû�, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ïîõîæåé íà ìîäåëü ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ, è
ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ïî÷òè äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ìîäåëü Äåáàÿ, åñëè çà-
ìåíèòü â íèõ ñêîðîñòü ñâåòà c íà ñêîðîñòü çâóêà v. Åñòü, îäíàêî, îòëè÷èÿ:

1. Ðåçóëüòàò äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè íàäî óìíîæèòü íà 3/2, ïîñêîëüêó òåïåðü
êàæäîìó âîëíîâîìó âåêòîðó îòâå÷àåò òðè òèïà âîëí, à íå äâà;

2. Èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòîòàì íàäî íå äî ∞, à äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ÷à-
ñòîòû ωm, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî îñöèëëÿòîðîâ
äîëæíî áûòü ðàâíî 3N � ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû:

3V

2π2v3

ωm∫
0

ω2dω =
V ω3

m

2π2v3
= 3N
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Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî �îáðåçàíèÿ� íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ
âîëí ñ î÷åíü ìàëîé äëèíîé âîëíû êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî â òåîðèè ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîð-
ìóëó äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè:

F =
9NT

ω3
m

ωm∫
0

ω2 log
(
1− e−h̄ω/T

)
dω

Çäåñü ñêîðîñòü çâóêà âûðàæåíà ÷åðåç ωm:

v = ωm

(
6π2N

V

)−1/3

Ââåäÿ òåìïåðàòóðó Äåáàÿ TD = h̄ωm, ìîæíî çàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â âèäå

F = 9NT (T/TD)
3

TD/T∫
0

x2 log
(
1− e−x

)
dx

Ñîãëàñíî îáùèì ôîðìóëàì ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè, ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ êàê
E = F − T∂F/∂T , à òåïëîåìêîñòü (ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå)

C =
∂E

∂T
= −T 2 ∂

2F

∂T 2

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå Äåáàÿ äàþò C = 3N ïðè T ≫ TD,

C =
12Nπ4

5
(T/TD)

3 ïðè T ≪ TD,

÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì.
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