
áÌÇÅÂÒÁ. 1 ËÕÒÓ. ìÉÓÔÏË 1.
úÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÁ×ÁÔØ ËÁË ÐÏ ÐÕÎËÔÁÍ (× ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ), ÔÁË É ÃÅÌÉËÏÍ.

åÓÌÉ ÷Ù ÚÁÑ×ÌÑÅÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔÅ ÒÅÛÉÔØ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÚÁÄÁÞÕ ÃÅÌÉËÏÍ, ÔÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ
ÚÁÞÅÓÔØ ÷ÁÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÏÐÒÏÓÉ× ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏ (ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ) ÔÏÌØËÏ
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÕÎËÔÙ. úÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÄÁ×ÁÔØ ÂÌÏËÁÍÉ: ÷Ù ÚÁÑ×ÌÑÅÔÅ, ÞÔÏ
ÕÍÅÅÔÅ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÔÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏ ÔÁËÕÀ-ÔÏ, É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÚÁÞÅÓÔØ ÷ÁÍ ×ÓÅ ÜÔÉ
ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÐÒÏÓÉ× ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏ (ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ) ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÌ ÚÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÉ ÓÄÁÞÅ ÷óåè ÚÁÄÁÞ
ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ: 1.2×, 1.4, 1.7×, 1.11, 1.13, 1.14, 1.17Ç, 1.19 (ÂÅÚ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ).

¦ 1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïë(a; b)îïä(a; b) = |ab|.
¦ 1.2. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÌØÚÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1, ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ
× ×ÉÄÅ ax+ by x; y ∈ Z, ÒÁ×ÎÏ 1.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1, É bc ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, ÔÏ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a.
×) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÉ.

¦ 1.3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax + by = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ
(x0; y0), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ |x0| ≤ |b=2|.
Â) ïÂÏÂÝÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax + by = 1 ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó
n > 2 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

¦ 1.4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+ by = 1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ
ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

¦ 1.5. Á) ðÕÓÔØ �a ∈ Zn, ÇÄÅ a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ n−1. õËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÓÔÁÔËÁ,
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë �a (Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ �x, ÞÔÏ �a+ �x = �0).
Â) îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË x ∈ Zn Ó ÓÏÂÏÊ, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÔØ �0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÏÓÔÁÔËÁ �a ∈ Zn. (ëÒÏÍÅ ÚÎÁËÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ,
ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ îïë É îïä.)
×) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ? ëÁË ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
�a ∈ Zn ÄÅÌÉÔÅÌÅ ÎÕÌÑ?

¦ 1.6. Á) îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÔÁÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ ÄÁÀÔ ÎÕÌØ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ?
Â) ëÁË ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �a ∈ Zn ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ? ëÁË ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÄÁÎÎÏÍ Zn?
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ.

¦ 1.7. éÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ �0 É �1 ÏÓÔÁÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (Ô.Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = x).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ Zn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ �1− x ÔÏÖÅ.
×) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ? ëÁË ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ
×ÓÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÄÁÎÎÏÍ Zn?

¦ 1.8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p × Zp ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ �x+ � = �0
ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ � ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.



Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �x + � = �0 ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ �
ÍÏÖÅÔ ËÁË ÎÅ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÁË É ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÁË ÐÏ � = �a, � = �b É n
ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ?
¦ 1.9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = �1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ × Zp.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p 6= 2 ÒÏ×ÎÏ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × Zp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.
¦ 1.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2k, k > 2, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = �1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
× Zn.
¦ 1.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
x2 = �1 ÉÍÅÅÔ × Zn ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÒÅÛÅÎÉÊ.
¦ 1.12. íÏÖÅÔ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 = �a × Zn ÉÍÅÔØ ÒÏ×ÎÏ Á) 1 ÒÅÛÅÎÉÅ?
Â) 2 ÒÅÛÅÎÉÑ? ×) 3 ÒÅÛÅÎÉÑ? Ç) 4 ÒÅÛÅÎÉÑ? Ä) ÂÏÌÅÅ 4 ÒÅÛÅÎÉÊ?
¦ 1.13. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p ÏÓÔÁÔÏË −�1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Zp?
¦ 1.14. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ xk + a1xk−1 + : : : ak−1x + ak = 0 ÎÁÉ-
ÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Zn, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ × Zn ÒÏ×ÎÏ n
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ,
Á) ÄÌÑ n = 101; Â) ÄÌÑ n = 111; ×) ÄÌÑ n = 121.
¦ 1.15. Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ
ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?
Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13?
×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÕÂÏ× ÔÒÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ
ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?
¦ 1.16. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × × Zp ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p.
Â)* ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × Zn.
¦ 1.17. æÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

'(n) = ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n:
Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(n) ÄÌÑ n = 2; 3; 4; : : : ; 10. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(2m).
×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(pm), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ k É m ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ '(km) = '(k)'(m).
¦ 1.18. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÂÒÁÔÉÍ × Zn, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÁÅÔ
ÅÄÉÎÉÃÕ.
Â) îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÓÔÁÔÏË
ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ
ÏÓÔÁÔÏË × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.
¦ 1.19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ (p− 1)! ≡ −1 (mod p):
Â) äÏËÁÖÉÔÅ íÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É (a; p) = 1, ap−1 ≡ 1 (mod p).
×) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ: ÅÓÌÉ (a; n) = 1, ÔÏ a'(n) ≡ 1 (mod n).
¦ 1.20. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 22010 + 32010 ÎÁ 13.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2100 + 3100 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 97.
×) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 201120122013 ÎÁ 11.


