
Ëèñòîê 3: Íåòåðîâû êîëüöà

Çàäà÷è ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå - ìàòôàê ÂØÝ

íàäî ñäàòü äî 12.10.2012 âêëþ÷èòåëüíî

1 Äîêàæèòå, ÷òî â íåòåðîâîì êîëüöå íèëüðàäèêàë íèëüïîòåíòåí (òî
åñòü Nil(A)k = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k), à ëþáîé èäåàë ñîäåðæèò íåêîòîðóþ
ñòåïåíü ñâîåãî ðàäèêàëà.

2 Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî êîëüöà A, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî Spec(A) íåòåðîâî, à êîëüöî A íåò.

3 Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíò-
íîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (à) X íåòåðîâî; (á) ëþáîå îòêðûòîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â X êâàçèêîìïàêòíî; (â) ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî X êâàçèêîì-
ïàêòíî.

4 Äîêàæèòå òåîðåìó Ãèëüáåðòà î áàçèñå: åñëè A � íåòåðîâî êîëüöî,
òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ A[X] òîæå íåòåðîâî.

(Óêàçàíèå: ñíà÷àëà äîêàæèòå ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü I ⊂ A[X]
� èäåàë, à K ⊂ A � èäåàë, ïîðîæäåííûé ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç I. Ïóñòü a1, . . . , ak ïîðîæäàþò K, Fi � ìíîãî÷ëåí
ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ai è I ′ � èäåàë, ïîðîæäåííûé F1, . . . , Fk.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ I âåðíî, ÷òî F ≡ F ′ (mod I ′), ãäå
deg(F ′) < max(deg(Fi)).)

5 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A íåòåðîâî, òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ A[[X]] òîæå íåòåðîâî (ìîæíî ðàññóæäàòü êàê â ïðåäûäóùåé çàäà-
÷å, èñïîëüçóÿ �ìëàäøèå� êîýôôèöèåíòû ñòåïåííûõ ðÿäîâ âìåñòî ñòàð-
øèõ).

6 ßâëÿåòñÿ ëè íåòåðîâûì ïîäêîëüöî R ⊂ C[[z]], ñîñòîÿùåå èç ðÿäîâ
ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè?

7 Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäêîëüöà â C[x, y], íå ÿâëÿþùåãîñÿ íåòåðîâûì.

8 Ïóñòü M íåòåðîâ A-ìîäóëü, à u : M → M ãîìîìîðôèçì. Äîêàæè-
òå, ÷òî åñëè u ñþðúåêòèâåí, òî u èçîìîðôèçì. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ker(ui)).

9 Ïóñòü M � A-ìîäóëü. Ïðîñòîé èäåàë p íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàí-
íûì ñ M , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ M , ÷òî p = Ann(x) (Ann(x) �
ýòî {f ∈ A|fx = 0}, àííóëÿòîð x). ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîäìîäóëå M ,
ïîðîæäåííîì x? Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A íåòåðîâî, òî ëþáîé íåíóëåâîé
A-ìîäóëü èìååò àññîöèèðîâàííûå ïðîñòûå èäåàëû. (Óêàçàíèå: ðàññìîò-
ðåòü ñåìåéñòâî èäåàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àííóëÿòîðàìè ýëåìåíòîâ M .)

10 Ïóñòü M � íåíóëåâîé íåòåðîâ ìîäóëü íàä íåòåðîâûì êîëüöîì.
Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìîäóëåé M = M0 ⊃
M1 ⊃ . . . ⊃ Mk = 0, òàêàÿ, ÷òî ôàêòîðìîäóëè Mi/Mi+1 èçîìîðôíû A/pi
äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ pi.
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