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1. a) Ïîêàæèòå, ÷òî Γ(z) - âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ò.å., Γ̄(z) = Γ(z̄) ∀z ∈ C;
á) Ïîêàæèòå, ÷òî Γ(z) áûñòðî óáûâàåò íà ìíèìîé îñè, à èìåííî: äëÿ âñÿêîãî ÷èñòî

ìíèìîãî ÷èñëà z = iy, y ∈ R,

|Γ(iy)| =
√

π

y sh πy

2. Ïóñòü a1, . . . , ak, b1 . . . , bl 6∈ Z≤0. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=0

(a1 + n) · · · (ak + n)

(b1 + n) · · · (bl + n)

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óðàâíîâåøåííî, ò.å., k = l è a1 + · · · + ak =

b1 + · · ·+ bl, è ðàâíî â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèþ
Γ(b1) · · ·Γ(bl)

Γ(a1) · · ·Γ(ak)
.

3. Ïóñòü f(x), ãäå x ≥ 0 -íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ∀A > 0 èíòåãðàë
∫ +∞
A

f(x)dx
x

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b > 0 èíòåãðàë Ôðóëëàíè∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è ðàâåí f(0) log

b

a
.

4. Ïîëüçóÿñü èíòåãðàëîì Ôðóëëàíè, ïîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
n=0

(a1 + n) · · · (ak + n)

(b1 + n) · · · (bk + n)
= exp

∫ ∞
0

∑k
i=1

(
e−bit − e−ait

)
1− e−t

dt

t
.

5.∗ Íàéäèòå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè è èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äâîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∞∏

n,m=0

(a1 + n+mh) · · · (ak + n+mh)

(b1 + n+mh) · · · (bk + n+mh)
, h 6∈ Z

6. a) Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ π ctg πt

á)* Ïðîâåðüòå, ÷òî ðÿä Ýéçåíøòåéíà
+∞∑

n=−∞

1

z + n
:= lim

N→∞

N∑
n=−N

1

z + n

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
â)* Äîêàæèòå òàêèì îáðàçîì ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ Ýéëåðà: Γ(z)Γ(1− z) = π

sinπz
.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè Re z > 0

d2 log Γ(z)

Γ(z)
=

∫ ∞
0

tetz

1− et
dt.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1
(
e−t − 1 + t− t2

2
+ . . .+ (−1)k+1 t

k

k!

)
dt,

ãäå k - íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî Re z > −k − 1.

9. ∗ Ïîñòðîéòå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðàì α, β ýéëåðîâñêîãî èíòåãðàëà∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt ìåòîäîì Õàíêåëÿ. Óêàçàíèå: ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ

- òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíàÿ äâîéíàÿ ïåòëÿ âîêðóã òî÷åê 0 è 1 ñ íóëåâûì èçìåíåíèåì
àðãóìåíòà âîêðóã êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê.


