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éÓÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ 3.6Ä.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÌÌÁ ÚÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ÌÀÂÙÅ 10 ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ.

¦ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ Zpn ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÌÅÃ.

¦ 3.2. óËÏÌØËÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÚÄÅÓØ ×ÙÐÉÓÁÎÏ:
Z24, Z12 × Z2, Z8 × Z3, Z6 × Z4, Z6 × Z2 × Z2, Z4 × Z3 × Z2, Z3 × Z2 × Z2 × Z2?

¦ 3.3. * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ×ÉÄÁ Zn1 × Zn2 × : : :× Znk ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÌØÃÕ ×ÉÄÁ
Zm1 × Zm2 × : : :× Zml, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ m1;m2; : : : ;ml ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, Ô.Å. mi+1 | mi, i = 1; 2; : : : ; l − 1, É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ.

¦ 3.4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ.
Â) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ËÏÌØÃÏ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R \ {0} × R × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ.

¦ 3.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {an} ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ
ÐÒÅÄÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÐÉÛÉÔÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ∼= Rm × S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m.

¦ 3.6. Á) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : Z4 → Z4, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.
*Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Zn ÐÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍ n.
×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z4[t] ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
*Ç) ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ ËÏÌØÃÁ R[t] ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.
*Ä) ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ ËÏÌØÃÁ R[t] ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

¦ 3.7. Á)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+b
√

2, a; b ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ
× R, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ b

√
2, a; b ∈ Q, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ.

Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+b 3√2, a; b ∈ Z, ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ × R? ëÁË ÏÐÉÓÁÔØ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ?
×)ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.
Ç) ïÐÉÛÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ

√
2 É

√
3, É ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

*Ä) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ÐÏÌÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

¦ 3.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E
ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÎÕÌÑ É ×ÓÅÈ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÉÍ ÞÉÓÅÌ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ E, x > 0, ÔÏ √x ∈ E.
*×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E 6= R.

¦ 3.9. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏÌÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ charK = 0, ÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Q, Á ÅÓÌÉ charK = p, ÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Fp.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0, ÔÏ (a+ b)p = ap + bp.

¦ 3.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:
Á)C0

n + C1
n + C2

n + : : :+ Cn
n = 2n.

Â)C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + : : :+ (−1)nCn
n = 0.

×)C0
n + C2

n + C4
n + : : :+ C2[n2 ]

n = 2n−1.
Ç)C1

n + 2C2
n + 3C3

n + : : :+ nCn
n = n2n−1.



Ä)C0
n + C1

n+1 + C2
n+2 + : : :+ Ck

n+k = Ck
n+k+1.

Å) C0
n + C1

n−1 + C2
n−2 + : : :+ C [n2 ]

n−[n2 ] = fn | n-ÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÉ. ([x] ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x.)
*Ö) (C0

n)2 + (C1
n)2 + (C2

n)2 + : : :+ (Cn
n)2 = Cn

2n.
¦ 3.11. * ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÞÉÓÌÏ Ck

n ÎÅÞÅÔÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k (0 ≤ k ≤ n)?
¦ 3.12. Á) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x1 + x2 + : : :+ xm = n?
(m, n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.)
Â) á ÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?
×) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?

äÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒËÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ É ÚÁÐÁÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏ-
ÇÏ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ
ÂÕÍÁÇÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÀÇÏ-ÚÁÐÁÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅ×ÅÒÏ-
×ÏÓÔÏÞÎÏÊ.

üÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ 5 ÓÔÒÏË É 7 ÓÔÏÌÂÃÏ×.
¦ 3.13. Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÒÏË É ÎÅ
ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m ÓÔÏÌÂÃÏ×?
Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ n ÓÔÒÏË É ÒÏ×ÎÏ m ÓÔÏÌÂÃÏ×?
¦ 3.14. 1) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ "ÔÒÉÎÏÍÁ": (a + b + c)n = ∑

k+l+m=n

(k+l+m)!
k!l!m! akblcm. (óËÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

ÓÔÏÉÔ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ?)
*2) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ (ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.
¦ 3.15. * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xn + xn−1 + xn−2 + : : :+ x+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
xk + xk−1 + xk−2 + : : :+ x+ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ k + 1.
¦ 3.16. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x11111 + x321 + 1
Á) ÎÁ x2 − 1; Â) ÎÁ x2 + 1; ×) ÎÁ x2 − x+ 1.

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.17 - 3.21 ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÔ×ÅÔ × ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× R[x], Ô.Å. ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ × ×ÉÄÅ a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn + : : : É ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÎÁÊÔÉ an.
¦ 3.17. Á) 1

10x+1 ; Â) 1
2+x ; ×) 1

2x2−3x+1 .
¦ 3.18. 1

1−x−x2 . ëÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ?
¦ 3.19. Á) (1 + x+ x2 + x3 + x4 : : :)(1− x+ x2 − x3 + x4 : : :);
Â) (1 + x+ x2 + x3 + x4 : : :)2; ×) (1 + x+ x2 + x3 + x4 : : :)n;
Ç) (1 + x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! : : :)2; Ä) (1 + x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! : : :)n;

Å) 1
1 + x+ x2

2! + x3
3! + x4

4! : : :
:

¦ 3.20. 2(1 + x2

2! + x4

4! + x6

6! + : : :)(x+ x3

3! + x5

5! + x7

7! + : : :).

¦ 3.21. *
[
1− 2x− ( 1

2!22x2 + 1·3
3! 23x3 + 1·3·5

4! 24x4 + 1·3·5·7
5! 25x5 + : : :

)]2.

¦ 3.22. * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 + x + x2

2! + x3

3! + x4

3! : : : ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
¦ 3.23. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÑÄ ÉÚ F2[[x]], ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÉÚ F2[x].


