
Ëèñòîê 6: Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Çàäà÷è ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå - ìàòôàê ÂØÝ

íàäî ñäàòü äî 23.11.2012 âêëþ÷èòåëüíî

1 Ñðàâíèòå Z[[T ]] ⊗Z Q è Q[[T ]], à òàêæå
∏

n∈N((Z/2
nZ) ⊗Z Q) è

(
∏

n∈N Z/2nZ)⊗Z Q.

2 Ïóñòü I, J � èäåàëû â êîëüöå A. Ïîêàæèòå, ÷òî A/I ⊗A A/J =
A/(I + J).

3 Ïóñòü M , N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ìîäóëè íàä ëîêàëüíûì êîëü-
öîì A. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè M ⊗AN = 0, òî M = 0 èëè N = 0 (óêàçàíèå:
èñïîëüçóéòå ëåììó Íàêàÿìû).

4 Ïóñòü A � öåëîñòíîå ëîêàëüíîå êîëüöî, m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë,
K = Frac(A) è k = A/m. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé A-ìîäóëü.
Ïîêàæèòå, ÷òî dimk(M ⊗A k) ≥ dimK(M ⊗A K), ïðè÷åì ðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ñâîáîäåí. Óêàçàíèå: ñíà÷àëà
âûâåäèòå èç ëåììû Íàêàÿìû, ÷òî åñëè (e1, . . . , er) � áàçèñ M/mM , à xi -
íåêîòîðûå ïðîîáðàçû ei â M , òî xi, 1 ≤ i ≤ r, ïîðîæäàþò M .

5 Ïóñòü A � êîëüöî, φ : Am → An � ñþðúåêöèÿ A-ìîäóëåé. Èñïîëüçóÿ
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîêàæèòå, ÷òî m ≥ n.

6 Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîêàæèòå, ÷òî åñëè m = n, òî φ
èçîìîðôèçì. Óêàçàíèå: ïî çàäà÷å 5 èç ëèñòêà 4, äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü
ñëó÷àé ëîêàëüíîãî êîëüöà.

7 Ïóñòü S - íåêîòîðîå ìóëüòèïëèêàòèâíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
êîëüöà A. Ïîêàæèòå, ÷òî S−1A⊗A M ∼= S−1M .
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8 A-ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà íåãî
ñîõðàíÿåò òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéA-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî S−1A
� ïëîñêèé A-ìîäóëü.

9 Îïèøèòå äåëèòåëè íóëÿ â àëãåáðàõ C ⊗R C è Q(
√
2) ⊗Q Q(

√
3).

Ðàçëîæèòå ýòè êîíå÷íûå àëãåáðû íàä ïîëåì â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïî-
ëåé (ñð. ñ çàäà÷àìè ëèñòêà 2 î ñòðóêòóðå êîíå÷íûõ àëãåáð íàä ïîëåì).
Íàïîìíèì, ÷òî ñòðóêòóðà êîëüöà íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè êîëåö ââî-
äèòñÿ ôîðìóëîé (a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.

10 Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü Fp(X)⊗Fp(Xp)Fp(X) â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ïîëåé? Çäåñü Fp(X) îáîçíà÷àåò ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé íàä ïîëåì èç p ýëåìåíòîâ, à Fp(X

p) � åãî ïîäïîëå, ñîñòîÿùåå
èç ôóíêöèé îò Xp.
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