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1. Ãðóïïà Ëîðåíöà ñîäåðæèò ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèí-

êîâñêîãî, ìàòðèöû Λ = ‖Λµν‖ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

ΛTgΛ = g, g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
Ïîëüçóÿñü ýòèì îïðåäåëåíèåì, äîêàæèòå:

à) Äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ëèáî Λ0
0 ≥ 1, ëèáî Λ0

0 ≤ −1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ

Λ0
0 ≥ 1 íàçûâàþòñÿ îðòîõðîííûìè è èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷åòñÿ L↑.

á) Ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ñ det Λ = 1 è Λ0
0 ≥ 1 îáðàçóåò ïîäãðóïïó. Ýòà

ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà è îáîçíà÷àåòñÿ L↑+.

2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç îãðàíè÷åííîé ãðóïïû Ëîðåíöà ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Λ(ε) = exp

−1
2

3∑
α,β=0

εαβΩαβ

 , εαβ = −εβα, Ωαβ = −Ωβα,

ãäå 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò âåùåñòâåííîé àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ‖εαβ‖ ÿâëÿþòñÿ
ïàðàìåòðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à 6 ìàòðèö Ωαβ (α < β) ðàçìåðà 4 × 4 ÿâëÿþòñÿ

ãåíåðàòîðàìè ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÿâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ãåíåðàòîðîâ ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå

(Ωαβ)µν = δµαgβν − δ
µ
βgαν .

á) Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì ìàòðèö Ωαβ íàéäèòå ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ëîðåíöà,

òî åñòü, âû÷èñëèòå êîììóòàòîð

[Ωαβ,Ωγσ].

â) Âûÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ εαβ , òî åñòü, ñâÿæèòå èõ ñ ïàðàìåòðàìè

áóñòîâ è ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé.

3. Ðàññìîòðèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî

M4 è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ýðìèòîâûõ 2× 2 ìàòðèö:

M4 3 (x0, x1, x2, x3) 7→ x̂ =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
, det x̂ = xµxµ.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,C) íà ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö ôîðìóëîé

x̂ 7→ x̂′ = L x̂L†,

ãäå êîìïëåêñíàÿ 2×2 ìàòðèöà L ∈ SL(2,C) ïàðàìåòðèçóåòñÿ 6 âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè
{ak}1≤k≤3 è {bk}1≤k≤3:

L = exp

(
−1

2

3∑
k=1

σk(ak − ibk)
)
.



Ìàòðèöû Ïàóëè σk èìåþò âèä:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,C) èíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëîðåíöà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

x̂ 7→ x̂′ = L(a, b) x̂ L†(a, b) ⇒ x′µ = Λ(ε)µν x
ν .

á) Íàéäèòå ñâÿçü ïàðàìåòðîâ {ai, bj} ìàòðèöû èç ãðóïïû SL(2,C) è ïàðàìåòðîâ εαβ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

â) Ïðèâåäåò ëè ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,C), çàäàííîå ôîðìó-
ëîé

x̂ 7→ x̂′ = L x̂L?

4. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ

L =
1
2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2.

Ðàçëîæèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà íà ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî ÷àñòîò-

íûå êîìïîíåíòû

φ(x) = φ+(x) + φ−(x), φ±(x) =
∫

R3

d3p

(2π)4
a±(~p)

e±ipx

2p0
|p0=ω(~p)

, ω(~p) =
√
~p 2 +m2.

Âûðàçèòå 4-âåêòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ Pµ â òåðìèíàõ ôóíêöèé a±(~p). Âåêòîð Pµ ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì ïî òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîòíîñòè

Pµ =
∫

R3
d3xT 0µ,

ãäå Tµν � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ.

5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 2 ñâîáîäíûõ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φ1(x) è φ2(x) ñ ëàãðàí-
æåâîé ïëîòíîñòüþ

L =
2∑
i=1

∂µφ
∗
i ∂

µφi.

Íàéäèòå âñå ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè (â ñìûñëå òåîðåìû Íåòåð) ýòîé ñèñòåìû.

6
∗
. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè x0 è x1 è ìåòðèêîé g =

diag(1,−1) ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå ñî ñëåäóþùåé ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ

L =
1
2
∂µφ∂

µφ− m2

β2
(1− cos(β φ)).

à) Íàéäèòå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíè äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ φ â âèäå φ(x) = f(x1 − vx0)
òàêîå, ÷òî limx1→+∞(f(x1)− f(−x1)) = 2π/β.

á) Âû÷èñëèòå ýíåðãèþ è èìïóëüñ íàéäåííîãî â ïóíêòå à) ðåøåíèÿ.


