
Ëèñòîê 7: Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè. Ïðèìàðíîå

ðàçëîæåíèå.

Çàäà÷è ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå - ìàòôàê ÂØÝ

íàäî ñäàòü äî 30.11.2012 âêëþ÷èòåëüíî

Íàïîìèíàíèå: ëèñòêè 1-4 ó÷èòûâàþòñÿ äëÿ îöåíêè çà ïåðâûé ìîäóëü,
à îñòàëüíûå - çà âòîðîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàëëû çà ëèñòîê çà÷ëèñü, íàäî
ðåøèòü â íåì ïÿòü çàäà÷ (òàê ÷òî òåì, êòî ñäàë ÷åòûðå, èìååò ñìûñë
äîñäàòü ïÿòóþ, åñëè äàæå ýòî ïðîèñõîäèò ñîâñåì íå â ñðîê!).

1 Ïóñòü A (êîììóòàòèâíîå) êîëüöî, M,N � A-ìîäóëè. Êàêîâû ñâîé-
ñòâà òî÷íîñòè ôóíêòîðà HomA(M, ∗) èç êàòåãîðèè A-ìîäóëåé â ñåáÿ?
Ôóíêòîðà HomA(∗, N)?

2 Ãîâîðÿò, ÷òî A-ìîäóëü P ïðîåêòèâåí, åñëè äëÿ ñþðúåêòèâíîãî ãîìî-
ìîðôèçìàM → N èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåHomA(P,M)→ HomA(P,N)
òîæå ñþðúåêòèâíî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îí èçîìîðôåí ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

3 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ïëîñêèé.

4 Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä ëî-
êàëüíûì êîëüöîì ñâîáîäåí.

5 Ïóñòü A = C[T ]. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ A-àëãåáð ïëîñêèå íàä A
(ò.å. ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè A-ìîäóëÿìè): A[X]/(X2 − T ); A[X]/(TX − 1);
A[X]/(TX − T )?

Íàðèñóéòå ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðîâ.

6 Íàéäèòå äâà ðàçíûõ ìèíèìàëüíûõ ïðèìàðíûõ ðàçëîæåíèÿ èäåàëà
(x2, xy) â C[x, y].
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7 Ïóñòü M ìîäóëü íàä íåòåðîâûì êîëüöîì A. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò
m ∈ M íóëåâîé, åñëè åãî îáðàç íóëåâîé â MP äëÿ âñåõ P ∈ Ass(M).
Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì f : M → N èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå fP : MP → NP èíúåêòèâíî
äëÿ âñåõ P ∈ Ass(M) (çàìå÷àíèå: ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèÿìè èç ëèñòêà
4 ýòî íåêîòîðûé ïðîãðåññ, òàê êàê Ass(M) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî).

8 Ïîêàæèòå, ÷òî Ass(M) ⊂ Supp(M), è ÷òî ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû â
Ass(M) è Supp(M) ñîâïàäàþò (ñì. îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ M â ëèñòêå 4.
Òåì, êòî íå ðåøàë ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó, íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ
âñå æå ïîïðîáîâàòü ýòî ñäåëàòü!)

9 Äîêàæèòå, ÷òî íåòåðîâî êîëüöî ôàêòîðèàëüíî, åñëè åãî íåïðèâî-
äèìûå ýëåìåíòû ïðîñòû, ò.å. ïîðîæäàþò ïðîñòûå èäåàëû. Ïóñòü A �
ïðîèçâîëüíîå íåòåðîâî êîëüöî è a = upe11 . . . pekk , ãäå a ∈ A, u îáðàòèì, à
pi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ýëåìåíòû. Ïîêàæèòå, ÷òî (a) = ∩ki=1(p

ei
i )

� ìèíèìàëüíîå ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå.

10 Äîêàæèòå, ÷òî íåòåðîâî êîëüöî ôàêòîðèàëüíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà êîëüöà âñå ìèíèìàëüíûå ñî-
äåðæàùèå åãî ïðîñòûå èäåàëû ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè.
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