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íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÌ ÚÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ×ÙÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÌÀÂÙÈ óåíé ÚÁÄÁÞ, Ó
ÕÞÅÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÚÎÁËÁ & , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÐÒÏÛÌÏÍ ÌÉÓÔËÅ.

ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 5.1, 5.2 É 5.3 ÓÄÁÅÔÓÑ, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ïäîá úáäáþá
ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÓÔÕÄÅÎÔÁ ðéóøíåîîïçï ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ×ÓÅÈ ÅÅ ÐÕÎËÔÏ×; ÐÒÉ ÐÒÉÅÍÅ
ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÅ
ÐÕÎËÔÏ×.

¦ 5.1. & ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ? Á) A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ; Â) A ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÁÑ; ×) A2 = E; Ç) A2 = −E.

¦ 5.2. & ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Am (m ∈ N) É A−1 (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ (ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n× n):
Á) ai;j =

{
1 ÅÓÌÉ j = i+ 1
0 ÅÓÌÉ j 6= i+ 1 ; Â) ai;j =

{
1 ÅÓÌÉ j − i ≡ 1 (mod n)
0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ; ×) A =

(
cos' − sin'
sin' cos'

)
.

¦ 5.3. & ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Am (m ∈ N) É A−1 (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ (ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n× n):

Á) ai;j =





x ÅÓÌÉ j = i
1 ÅÓÌÉ j = i+ 1
0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

Â) ai;j =
{

xj−i
(j−i)! ÅÓÌÉ j ≥ i

0 ÅÓÌÉ j < i ; ×)




1 x z
0 1 y
0 0 1


.

¦ 5.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ 1 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÅÊ ÓÁÍÏÊ. (òÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ
ÓÌÕÞÁÊ 2× 2 ÍÁÔÒÉÃÙ.)

¦ 5.5. & äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ 2×2 ÍÁÔÒÉÃÁ A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ÉÄÁ A2+�A+�E =
0. (E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÁÑ.) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ � É � ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

¦ 5.6. ðÕÓÔØ N | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ E +N ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

¦ 5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ trAB = trBA É trCAC−1 = trA, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

¦ 5.8. ðÕÓÔØ K | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ
(
x y
0 x

)
,

x; y ∈ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ K = Fp ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÉËÁËÏÍÕ ËÏÌØÃÕ Zn.

¦ 5.9. ðÕÓÔØ K | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ, A | 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ xE + yA, x; y ∈ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ K × K, ÌÉÂÏ ËÏÌØÃÕ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ,
ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ÓÌÕÞÁÅ× K = R, K = Q É K = F2.

¦ 5.10. & Á) W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, U É V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × W , e1; : : : ; ek | ÂÁÚÉÓ × U , g1; : : : ; gl | ÂÁÚÉÓ × V , ÐÒÉÞÅÍ dimW = k + l É
U ∩ V = {0}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gl ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ W .
Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U , V É T | ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U ∩ V = U ∩ T = V ∩ T = {0} É dimU + dimV + dimT = dimW , ÔÏ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V É T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ W?

¦ 5.11. & U É V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W .
äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U ∩ V É U + V É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).


