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Óñëîâèÿ ýêçàìåíà. Ýêçàìåí óñòíûé. Êàæäûé ïîëó÷àåò ïðåäâàðèòåëüíî íà äîì 3 òåî-
ðåòè÷åñêèõ âîïðîñà è çàäà÷ó è îòâå÷àåò ïî íèì è ïî äîïîëíèòåëüíûì âîïðîñàì ïî âñåìó
êóðñó. Ðåøèâøèì çà íåäåëþ äî íà÷àëà ñåññèè ïî 2 çàäà÷è èç êàæäîãî èç 5 ëèñòêîâ àâòî-
ìàòè÷åñêè âûñòàâëÿåòñÿ 10 çà ýêçàìåí; ðåøèâøèì ïî 1 èç êàæäîãî ëèñòêà - 6.

1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ýéëåðà:

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z).

2. Äîêàæèòå, ÷òî

F (a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

F (a, b; a+ b+ 1− c; 1− z)+

Γ(c)Γ(a+ b− c)
Γ(a)Γ(b)

(1− z)c−a−bF (c− a, c− b; 1 + c− a− b; 1− z).

3. Ïóñòü Re c > Re d > 0, |z| < 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a) F3,2(a, b, d; c, f ; z) =
Γ(c)

Γ(d)Γ(c− d)

∫ 1

0

td−1(1− t)c−d−1F2,1(a, b; f ; zt)dt,

á) F2,1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(d)Γ(c− d)

∫ 1

0

td−1(1− t)c−d−1F2,1(a, b; d; zt)dt

4. Ïóñòü y1(z), y2(z) - ðåøåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a, b, c è
àñèìïòîòèêàìè y1(z) ∼ 1, y2 ∼ z1−c ïðè z → 0; y3(z) è y4(z) ðåøåíèÿ òîãî æå ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ àñèìïòîòèêàìè y3 ∼ (−z)−a, y4 ∼ (−z)−b ïðè z → ∞. Íàéäèòå
ìàòðèöó ïåðåõîäà îò y1, y2 ê y3 è y4.

5. a) Íàéäèòå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà ñìåæ-
íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè F (a, b, c; z), F (a, b, c+ 1; z), F (a, b, c− 1; z).

á) Íàéäèòå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ñ ïîñòîÿííûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà ñìåæíûå ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè F (a, b, c; z), F (a− 1, b+ 1, c; z), F (a− 1, b, c+ 1; z).

6. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïî-
ëèíîì ×åáûøåâà Tn(x) = cosn arccosx. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Âûðàçèòå
ïîëèíîì ×åáûøåâà ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû.

7. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(x) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ íà îòðåçêå [−1, 1] c ðàâíîìåðíîé ìåðîé:∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = δm,n
2

2n+ 1
.

Âûâåäèòå, èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà
Pn(x), óáåäèòåñü, ÷òî îíî èìååò òîëüêî ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè; âûðàçèòå Pn(x) ÷åðåç
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû è âûïèøèòå äëÿ íèõ ôîðìóëó Ðîäðèãà.

8. Ïóñòü Re z < 0, Re b > Re a > 0 è C - äâîéíàÿ ïåòëÿ âîêðóã òî÷åê 0 è 1, íå îõâàòûâàþùàÿ
òî÷êó z. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó èíòåãðàëàìè∫ 1

0

tb−1(1− t)b−c−1(1− tz)−adt è

∫
C

tb−1(1− t)b−c−1(1− tz)−adt.

Êàêîìó èç ðåøåíèé yi èç çàäà÷è 4 ïðîïîðöèîíàëüíû ýòè èíòåãðàëû?


