
ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÏÌÌÏË×ÉÕÍÁ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÄÕÂÌÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏ×.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÕ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÉÎÏÒÁ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á, ÒÁÎÇÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉÃÙ, ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ,
×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÂÁÚÉÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ,
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÕ, ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×
ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ,
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

1) ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

2) ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

3) ôÅÏÒÅÍÁ: Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ X(t); Y (t) ∈ K[t], ÞÔÏ A(t)X(t) + B(t)Y (t) = 1. (K |
ÐÏÌÅ)

4) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

5) ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÁÍÅÒÁ. æÏÒÍÕÌÙ ëÒÁÍÅÒÁ.

6) îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Õ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

7) îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÀ.

8) ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ (ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ) Ë ×ÅÒÈÎÅÓÔÕ-
ÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ.

9) íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ó×ÏÂÏÄÎÙÅ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ.

10) òÁÎÇ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ.

11) ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ-ëÁÐÅÌÌÉ.

12) æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

13) ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃ.

14) ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ.

15) íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

16) óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉ-
ÑÈ.



17) ôÅÏÒÅÍÁ: × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅË-
ÔÏÒÏ×. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

18) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÅÏÒÅÍÁ: × n-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÌÀÂÙÅ n+ 1 ×ÅËÔÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

19) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÅÏÒÅÍÁ: ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÐÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÓÁÍÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

20) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
æóò.

21) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

22) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. (åÓÌÉ u1 É u2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍ Ax = b1
Ax = b2, ÔÏ �1u1 + �2u2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = �1b1 + �2b2.)

23) íÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÅÒÅÓÞÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

24) íÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÅÒÅÓÞÅÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

25) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂÒÁÚÁ ÄÁÎÎÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ É ÍÁÔÒÉÃÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

26) ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ) ÎÁÄ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

27) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÒÉÍÅÒÙ. ÷ÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ÂÁÚÉÓÅ, ÐÅÒ×ÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

28) ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ.

29) ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ f : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ
dim Im f + dim Ker f = dimV .

30) ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

31) òÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

32) ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×.

33) U É W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ôÏÇÄÁ dimU + dimW =
dim(U ∩W ) + dim(U +W ).

34) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ôÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏÂÙ W = U ⊕ V , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: W = U + V ,
U ∩ V = {0} É dimU + dimV = dimW .

35) èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. åÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.



36) èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. óÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

37) ôÅÏÒÅÍÁ: ÐÕÓÔØ f : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, V = U ⊕W , ÐÒÉÞÅÍ U É W ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ. ôÏÇÄÁ
ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ Ä×Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÈ ÂÌÏËÁ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É W .

38) ôÅÏÒÅÍÁ: ìÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

39) ôÅÏÒÅÍÁ: ìÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

40) ôÅÏÒÅÍÁ: óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÙ.

41) ôÅÏÒÅÍÁ: åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ,
ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌØÎÁ.

42) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ e1; : : : ; ek | ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V . ôÏÇÄÁ ÓÍÅÖ-
ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ek+1 +U; : : : ; en+U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V=U ,
ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; ek; ek+1; : : : ; en Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .

43) ðÕÓÔØ f : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, U ⊂ V | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÆÁËÔÏÒ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �f : V=U → V=U , ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. âÌÏÞÎÏ-×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ; ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
f ÎÁ U É ÍÁÔÒÉÃÁ ÆÁËÔÏÒ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �f .

44) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ f : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V=Ker f ' Im f .

45) ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f : V → V × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ
〈v; f(v); f 2(v); : : :〉. íÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅ-
ÎÉÕÓÁ). åÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

46) ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f : V → V × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ
〈v; f(v); f 2(v); : : :〉. íÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅ-
ÎÉÕÓÁ). åÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

47) ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ.

48) ìÅÍÍÁ: ÐÕÓÔØ Q(t) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f : V → V .
ôÏÇÄÁ KerQ(f) | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó V . íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Q(t).

49) ìÅÍÍÁ: ÐÕÓÔØ Q(t) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f : V → V .
ôÏÇÄÁ × V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Q(t).

50) ôÅÏÒÅÍÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, × ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÊ ÂÌÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ.

51) ôÅÏÒÅÍÁ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.



52) éÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ: ÅÇÏ ÑÄÒÏ, ÏÂÒÁÚ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

53) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×
ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ.

54) ìÅÍÍÁ: ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f É g ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ, ÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker g É Im g ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f .

55) åÓÌÉ f : V → V | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ fdimV = 0.

56) ìÅÍÍÁ: ÐÕÓÔØ f : V → V ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É Im fm = Im fm+1. ôÏÇÄÁ V = Im fm ⊕Ker fm.

57) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.

58) ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.


