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1.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏ-
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K, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ.

þÉÓÌÏ k = k
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ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ. óÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÍÏÎÏÍÏ×.
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. å£

ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x
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; : : : ; x
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ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ: �(x
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) = x
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, É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ �Ï ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-

ÔÉ×ÎÏÓÔÉ: �(ax
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, É ÄÁÌÅÅ ÎÁ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

�Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

çÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ

Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 1.3 (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ îØÀÔÏÎÁ). s
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= x
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k ≥ 1.

÷Ù ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÅ ÜÔÉ ÚÁ�ÉÓËÉ ÎÁ Ó×ÏÊ ÓÔÒÁÈ É ÒÉÓË. îÉËÔÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,

ÞÔÏ ÉÈ ÔÅËÓÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÌÅË�ÉÊ. �ÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÇÁ-

ÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ × ÜÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÏÛÉÂÏË. ÷�ÒÏÞÅÍ, Ï ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÏÛÉÂ-

ËÁÈ ÌÕÞÛÅ ÓÏÏÂÝÁÔØ Á×ÔÏÒÕ.

1



2 å. à. óíéòîï÷

ðÒÉÍÅÒ 1.4 (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). �
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. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ, ÚÄÅÓØ k ÕÖÅ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÆÏÒÍÕ-

ÌÁÈ ÷ÉÅÔÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÅÇÏ ËÏÒÎÉ:

�ÅÏÒÅÍÁ 1.5 (÷ÉÅÔ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = a
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

ÓÎÏ×Á ÂÕÄÕÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × K[x
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℄. ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ-

ÒÅÚ K[x
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. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ:

ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄ-

ÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ | ÓÎÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ.
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) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ, Á f
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× F , ÓÎÏ×Á

ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ: ËÁË ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ

×ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÙÒÁÖÁÌÓÑ ÂÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÕ ÒÏÌØ �ÏÄÈÏÄÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
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1.2. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.6 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ).

÷ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄ-
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íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
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�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÙ: i

1

= j

1

, i

2

= j
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; : : : , i

k−1 = j

k−1.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:
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1

1
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1

1

: : : x
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n

n

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÏÎÏÍÁ, Ô.Å. ÜÔÏ �ÏÌÎÙÊ

�ÏÒÑÄÏË. �ÅÒÍÉÎ \ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ" ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ

ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ (i

1

; : : : ; i

n

) É (j

1

; : : : ; j

n

) ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÓÌÏ×Á

× ÓÌÏ×ÁÒÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÉÈ �ÅÒ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �ÏÔÏÍ, ×

ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ×ÔÏÒÙÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ

Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. (1) åÓÌÉ u ≻ v É v ≻ w, ÔÏ u ≻ w;

(2) ÅÓÌÉ u ≻ v, ÔÏ uw ≻ vw ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w;

(3) ÅÓÌÉ u

1

≻ v

1

É u

2

≻ v

2

, ÔÏ u

1

v

1

≻ u

2

v

2

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.10. ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ ÓÏ ÓÔÅ-

�ÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ: ÔÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x

2

1

x

2

≻ x

1

x

3

2

, ÈÏÔÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÍÏÎÏÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÍ, Á �ÅÒ×ÏÇÏ | ÔÒÅÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. óÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x
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; : : : ; x

n

)

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: htP ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÁÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ �ÒÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-

ÆÉÞÅÓËÏÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ ÉÚ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÍÏÎÏÍÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 1.12. ht(2x
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− 4x
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.

ìÅÍÍÁ 1.13. óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÅÎ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï-

ÒÑÄËÁ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8). �

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÁÍ.

ìÅÍÍÁ 1.14. ðÕÓÔØ f | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ

ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ht f = u = ax

k
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n
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k
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≥ · · · ≥ k
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.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ k

i

< k

i+1

ÄÌÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ i. �ÏÇÄÁ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, f

ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÍÏÎÏÍ ax

k

1

1

: : : x

k

i+1

i

x

k

i
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k

n
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. îÏ ÜÔÏÔ ÍÏÎÏÍ

ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÅ, ÞÅÍ u. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �

ìÅÍÍÁ 1.15. ðÕÓÔØ u = x

k
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: : : x
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. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ `
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; dots; `
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ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó u.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �
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ÒÁ×ÅÎ x
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. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �
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: : : �
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ÒÁ×ÅÎ
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`

1

+···+`
n

1

x

`

2

+···+`
n

2

x

`

n

n

:

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ `

i

:

`

1

+ `

2

+ · · ·+ `

n

= k

1

;

`

2

+ · · ·+ `

n

= k

2

;

: : :

`

n

= k

n

:

ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: `

i

= k

i

− k

i+1

. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ f(x

1

; : : : ; x

n

) | ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ F (X

1

; : : : ; X

n

), ÞÔÏ f = F (�

1

; : : : ; �

n

). ðÕÓÔØ ht f = u =

ax

k

1

1

: : : x

k

n

n

. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ F

1

(X

1

; : : : ; X

n

), ÞÔÏ htF (�

1

; : : : ; �

n

) = u. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ-

ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

f

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = f − F (�

1

; : : : ; �

n

):

åÓÌÉ f

1

= 0, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ �ÕÓÔØ u

2

= ht f

1

. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ u

2

≺ u

1

. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë u

2

ÔÕ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ: ÎÁÊÄ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ �

1

; : : : ; �

n

ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ u

2

É ×ÙÞÔÅÍ ÅÇÏ ÉÚ f

1

, �ÏÌÕÞÉÍ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ u

3

, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÂÙ-

×ÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÍÏ×

u

1

≻ u

2

≻ u

3

≻ : : :

÷ÓÅ ÜÔÉ ÍÏÎÏÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ×, Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ 1.14. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ

�ÏËÁÚÁÔÅÌÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ x

i

×Ï ×ÓÅÈ u

j

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ �ÒÉ

x

1

× ÍÏÎÏÍÅ u

1

, Ô.Å. k

1

. �ÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÏÒ×£ÔÓÑ: ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ u

N

= 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ

ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÅ.

äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏ-

ÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ F (X

1

; : : : ; X

n

) ÉG(X

1

; : : : ; X

n

),

ÞÔÏ F (�

1

; : : : ; �

n

) = G(�

1

; : : : ; �

n

). ðÏÌÏÖÉÍ H(X

1

; : : : ; X

n

) = F−G;

�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H(�

1

; : : : ; �

n

) = 0.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏH = 0. ðÕÓÔØH

1

(X

1

; : : : ; X

n

); : : : ; H

s

(X

1

; : : : ; X

n

) |

×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×H. ðÕÓÔØ w

i

(x

1

; : : : ; x

n

) = htH

i

(�

1

; �

n

) |

ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ

�

k

× H

i

. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1.15, ÓÒÅÄÉ w

i

ÎÅÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ. ÷Ù-

ÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ w

1

. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅ-

ÎÉÀ, w

1

ÓÔÁÒÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×H

1

(�

1

; : : : ; �

n

),



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 5

É ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × H

i

(�

1

; : : : ; �

n

). ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×Å-

ÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓÕÍÍÅ

H(�

1

; : : : ; �

n

) = H

1

(�

1

; : : : ; �

n

) + · · ·+H

n

(�

1

; : : : ; �

n

)

ÞÌÅÎ w

1

ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, Ô.Ë. ÅÍÕ ÎÅ Ó ËÅÍ ÂÕÄÅÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ. ðÒÏÔÉ-

×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, �

1

; : : : ; �

n

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �

�



6 å. à. óíéòîï÷

2. ÷ÔÏÒÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 11 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

2.1. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. îÁÚÏ×£Í ×ÅÓÏÍ ÍÏÎÏÍÁ u = aX

k

1

1

X

k

2

2

: : :X

k

n

n

ÞÉÓÌÏ

wt u = k

1

+ 2k

2

+ 3k

3

+ · · ·+ nk

n

:

÷ÅÓ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (X

1

; : : : ; X

n

) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ

×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅÇÏ ÍÏÎÏÍÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (X

1

; : : : ; X

n

) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ F (�

1

; : : : ; �

n

) ∈ K[x

1

; : : : ; x

n

℄, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ ÉÚ F �ÏÄÓÔÁÎÏ×-

ËÏÊ �

k

× ËÁÞÅÓÔ×Å X

k

.

�Å�ÅÒØ ÕÔÏÞÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ).

÷ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �

1

; : : : ; �

n

. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x

1

; : : : ; x

n

) ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (X

1

; : : : ; X

n

), ×ÅÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ f(x

1

; : : : ; x

n

) = F (�

1

; : : : ; �

n

).

÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �Ï ÉÎ-

ÄÕË�ÉÉ �Ï n. ðÒÉ n = 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n− 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ x

n

= 0 × k-Ê ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �

k

(x

1

; : : : ; x

n

) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ k-Ê ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n − 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ

ÞÅÒÅÚ ~�

k

(x

1

; : : : ; x

n−1), ÅÓÌÉ k < n, É 0, ÅÓÌÉ k = n.

âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï d = deg f . âÁÚÁ (deg f = 0) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.

ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ d.

÷ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x

1

; : : : ; x

n

) É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÇÏ 0 × ËÁÞÅÓÔ×Å

�ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ x

1

; : : : ; x

n−1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ deg f(x

1

; : : : ; x

n−1; 0) ≤ deg f = d. ðÏ

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎG(X

1

; : : : ; X

n−1)

×ÅÓÁ ÎÅ ×ÙÛÅ d, ÞÔÏ

f(x

1

; : : : ; x

n−1; 0) = G(~�

1

; : : : ; ~�

n−1):

�Å�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ G ÎÅ ~�

k

, Á �

k

. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ G(�

1

; : : : ; �

n−1) ÂÕÄÅÔ ÓÎÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÎÏ

ÕÖÅ ÏÔ x

1

; : : : ; x

n

. ÷ÙÞÔÅÍ ÅÇÏ ÉÚ f(x

1

; : : : ; x

n

):

f

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; : : : ; x

n

)−G(�

1

; : : : ; �

n−1):

üÔÏ ÔÏÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-

ÈÏÄÉÔ d (Ô.Ë. ÏÂÁ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ×ÙÛÅ d). ðÒÉ

ÜÔÏÍ f

1

(x

1

; : : : ; x

n−1; 0) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ f

1

ÄÅÌÉÔÑ ÎÁ x

n

. îÏ
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f

1

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x

1

: : : x

n

,

Ô.Å. ÎÁ �

n

.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f

1

= �

n

· f
2

(x

1

; : : : ; x

n

), ÇÄÅ f

2

ÓÎÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ deg f

2

= deg f

1

− n ≤ d − n < d. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ

ÎÅÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ: ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ F

2

(X

1

; : : : ; X

n

) ×ÅÓÁ ÎÅ ×ÙÛÅ d − n, ÞÔÏ f

2

(x

1

; : : : ; x

n

) =

F

2

(�

1

; : : : ; �

n

).

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f :

f = G(�

1

; : : : ; �

n−1) + �

n

F

2

(�

1

; : : : ; �

n

) =

= [G(X

1

; : : : ; X

n−1) +X

n

F

2

(X

1

; : : : ; X

n

)℄

X

i

=�

i

:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ

1

ÔÁ-

ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (X

1

; : : : ; X

n

). óÎÏ×Á ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï

n. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ F (X

1

; : : : ; X

n

), ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ

ÎÕÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (�

1

; : : : ; �

n

) = 0.

úÁ�ÉÛÅÍ F ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ X

n

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å

K[X

1

; : : : ; X

n−1℄:

F (X

1

; : : : ; X

n

) = F

0

(X

1

; : : : ; X

n−1) + · · ·+ F

d

(X

1

; : : : ; X

n−1)X
d

n

:

�ÏÇÄÁ F

0

6= 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ F ÄÅÌÉÌÓÑ ÂÙ ÎÁ X

n

, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÏ-

×ÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ F (X

1

; : : : ; X

n

) = X

n

�(X

1

; : : : ; X

n

), �ÒÉÞ£Í �

n

�(�

1

; : : : ; �

n

) =

0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F .

�Å�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �

i

×ÍÅÓÔÏ X

i

. ðÏÌÕ-

ÞÉÍ, ÞÔÏ

F (�

1

; : : : ; �

n

) = F

0

(�

1

; : : : ; �

n−1) + · · ·+ F

d

(�

1

; : : : ; �

n−1)�
d

n

:

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ × ËÏÌØ�Å K[x

1

; : : : ; x

n

℄. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ

× ÎÅÇÏ x

n

= 0, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

F

0

(~�

1

; : : : ; ~�

n−1) = 0:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ �

k

ÏÔ n − 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÒÏÔÉ-

×ÏÒÅÞÉÅ. �

2.2. òÅÚÕÌØÔÁÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ K), ÓÔÅ�ÅÎÉ n É m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

f(x) = a

n

x

n

+ · · ·+ a

1

x + a

0

;

g(x) = b

m

x

m

+ · · ·+ b

1

x + b

0

:

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÉÍÅÀÔ ÌÉ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

ÏÂÝÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ \ÍÁÌÏÉÎÆÏÒÍÁÔÉ×ÎÙÊ" ÏÔ×ÅÔ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Õ f É g ÅÓÔØ: f = f

1

h, g = g

1

h,

1

îÁ ÌÅË�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ.



8 å. à. óíéòîï÷

ÇÄÅ deg h > 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍm+n. üÔÏ ËÒÁÔÎÏÅ ÅÓÔØ f

1

g

1

h. ðÒÉ ÜÔÏÍ

\ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ", ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ f É g

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÒÁ×ÎÙ g

1

É f

1

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÉÈ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ m− 1 É n− 1. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ Õ f É g ÎÅÔ

ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ-

�ÅÎØ m+n, É ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p É q, ÇÄÅ deg p < m,

deg q < n, ÞÔÏ fp+ gq = 0.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) É g(x), ÇÄÅ deg f = n, deg g =

n, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊ-

ÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) É q(x), ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ,

ÇÄÅ deg p(x) ≤ m− 1, deg q(x) ≤ n− 1, ÞÔÏ f(x)p(x) + g(x)q(x) = 0.

ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÁË-ÔÏ ÅÝ£. ÷Ù�ÉÛÅÍ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) É q(x):

p(x) = p

m−1x
m−1

+ · · ·+ p

1

x + p

0

;

q(x) = q

n−1x
n−1

+ · · ·+ q

1

x + q

0

:

úÁ�ÉÛÅÍ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.2:

f(x)p(x) + g(x)q(x) =

= (a

n

p

m−1 + b

m

q

n−1)x
m+n−1

+

+ (a

n−1pm−1 + a

n

p

m−2 + b

m−1qn−1 + b

m

q

n−2)x
m+n−2

+

+ : : :+ a

0

p

0

+ b

0

q

0

= 0:

õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ m + n − 1 ÎÕÌÀ | ÜÔÏ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ ÉÚ m + n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ

p

m−1; : : : ; p0; qn−1; q0. éÓËÏÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) É q(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(x) É g(x) É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Res(f; g). ÷Ù�ÉÛÅÍ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ:

Res(f; g) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a

n

b

m

a

n−1 a

n

b

m−1 b

m

.

.

. a

n−1
.

.

.

.

.

. b

m−1
.

.

.

a

0

.

.

.

.

.

.

a

n

b

0

.

.

.

.

.

.

b

m

a

0

a

n−1 b

0

b

m−1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

0

b

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) É g(x) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ Res(f; g) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) É g(x) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏ-

ÒÅÎØ. �ÏÇÄÁ Res(f; g) = 0.

2.3. äÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÙ f(x) É g(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

f(x) = a

n

(x− t

1

) : : : (x− t

n

);

g(x) = b

m

(x− u

1

) : : : (x− u

m

):

ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a

k

É b

k

×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

(∗)a
k

= a

n

(−1)n−k�
n−k(t1; : : : ; tn); b

k

= b

m

(−1)m−k
~�

m−k(u1; : : : ; um);

ÇÄÅ � É ~� | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ n É m

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÖÅ �ÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Res(f; g)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ a

i

ÓÔÅ�ÅÎÉ m É ÏÔ b

j

ÓÔÅ�ÅÎÉ

n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. Res(f; g) = a

m

n

b

n

m

∏

n

i=1

∏

m

j=1

(t

i

−u
j

) = a

m

n

∏

n

i=1

g(t

i

) =

(−1)mn

b

n

m

∏

m

j=1

f(u

j

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ

×ÉÄÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f(x) É g(x) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÏËÁÖÅÍ

�ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (∗) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Res(f; g) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ a

n

; b

m

; t

i

; u

j

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

m

n

b

n

m

. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Res(f; g) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ

× ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ, Ô.Å. ÅÓÌÉ

t

i

= u

j

�ÒÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ i; j. ðÏÜÔÏÍÕ Res(f; g) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚ

ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ t

i

− u

j

, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ,

ÞÔÏ Res(f; g) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

m

n

b

n

m

∏

n

i=1

∏

m

j=1

(t

i

− u

j

).

äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ m ËÁË

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a

0

; : : : ; a

n

: �ÒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÜÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ

×ÙÛÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÇÏ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, Á �ÒÏ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ

× ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ (−1)mn

b

n

m

∏

m

j=1

f(u

j

), Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏ-

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f(u

j

) ÌÉÎÅÅÎ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a

i

. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑÍ ÏÎÉ ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ n ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ b

0

; : : : ; b

m

.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÄÏÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ K.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅ-

ÎÉÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a

i

É b

j

ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎ a

m

n

b

n

m

Ó ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÏÍ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ. �

2.4. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x), ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀ-

ÝÉÊÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

f(x) = a

n

(x− t

1

) : : : (x− t

n

):
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

D(f) = a

2n−2
n

∏

i<j

(t

i

− t

j

)

2

=

[

a

n−1
n

∏

i<j

(t

i

− t

j

)

]

2

:

éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÅÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁ-

ÀÝÉÅ.

äÁÌÅÅ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ

t

1

; : : : ; t

n

, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a

0

; : : : ; a

n−1; an É a

−1
n

. (ëÏÎ-

ÔÒÏÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÚÁÞÅÍ ÚÄÅÓØ a

−1
n

?) îÁÊÄ£Í ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ f(x) = a

n

x

n

+ · · · + a

1

x + a

0

∈ K[x℄ |

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

′
(x) = na

n

x

n−1
+

(n− 1)a

n−1x
n−2

+ · · ·+ 2a

2

x + a

1

∈ K[x℄.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ×ÁÌÏÓØ × ËÕÒÓÅ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÅ-

ÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁË-

ÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ

ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ÂÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÕÌÅ-

×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x

p

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÍÁÔ-

ÁÎÁÌÉÚÁ: (f + g)

′
= f

′
+ g

′
É (fg)

′
= f

′
g + fg

′
.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ

ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÕ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:

D(f) = (−1)n(n−1)=2a−1
n

Res(f; f

′
):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉ�Á:

f

′
(x) =

(

a

n

n

∏

i=1

(x− t

i

)

)′

= a

n

n

∑

i=1

∏

j 6=i

(x− t

j

):

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f

′
× ËÏÒÎÅ

t

i

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f : ÔÁÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ, ËÒÏÍÅ i-ÇÏ,

ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ:

f

′
(t

i

) = a

n

∏

j 6=i

(t

i

− t

j

):



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 11

÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.5, �ÏÌÕÞÉÍ:

Res(f; f

′
) = a

2n−1
n

n

∏

i=1

∏

j 6=i

(t

i

− t

j

) =

= a

n

(−1)n(n−1)=2a2n−2
n

∏

i<j

(t

i

− t

j

)

2

= a

n

(−1)n(n−1)=2D(f);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

�
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3. �ÒÅÔØÑ ÌÅË�ÉÑ, 18 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅË�ÉÊ ÂÕÄÕÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÀ-

ÖÅÔÁÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��.

3.1. ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÑ-

ÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕ��.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÒÕ��Á G ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� G

1

; : : : ; G

k

, ÅÓÌÉ:

(1) ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ g = g

1

: : : g

k

, ÇÄÅ g

i

∈ G

i

;

(2) g

i

g

j

= g

j

g

i

�ÒÉ g

i

∈ G

i

, g

j

∈ G

j

, i 6= j.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: G = G

1

× · · · ×G

k

.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ G

i

∩ G

j

= {e}. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1)

×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ

ÇÒÕ�� G

i

. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ G

1

É G

2

| ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × G, �ÒÉÞÅÍ

G

1

∩G

2

= {e}. �ÏÇÄÁ g
1

g

2

= g

2

g

1

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g

1

∈ G

1

, g

2

∈ G

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g

1

g

2

g

−1
1

g

−1
2

= e. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

g

1

g

2

g

−1
1

g

−1
2

= (g

1

g

2

g

−1
1

)g

−1
2

∈ G

2

, Ô.Ë. × ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù

G

2

ÉÍÅÅÍ g

1

g

2

g

−1
1

∈ G

2

. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ g

1

g

2

g

−1
1

g

−1
2

= g

1

(g

2

g

−1
1

g

−1
2

) ∈
G

1

. úÎÁÞÉÔ, g

1

g

2

g

−1
1

g

−1
2

∈ G

1

∩G

2

, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�Å. �

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÔÄÅÌØÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. çÒÕ��Á G ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� G

1

É G

2

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

(1) G

1

É G

2

| ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù;

(2) G

1

∩G

2

= {e};
(3) G

1

G

2

= G, Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×

×ÉÄÅ g = g

1

g

2

, ÇÄÅ g

1

∈ G

1

, g

2

∈ G

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ \ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ" ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ. ðÕÓÔØ ÔÅ-

�ÅÒØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1){3). �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ g

1

g

2

=

g

2

g

1

�ÒÉ g

1

∈ G

1

, g

2

∈ G

2

. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ g

1

g

2

= ~g

1

~g

2

. �ÏÇÄÁ ~g

−1
1

g

1

= g

2

~g

−1
2

∈ G

1

∩G
2

= {e}.
ðÏÜÔÏÍÕ g

1

= ~g

1

, g

2

= ~g

2

. �

÷ÙÛÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù G

i

| �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÏÄÎÏÊ

É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕ��Å G. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ×ÎÕÔÒÅÎ-

ÎÅÍ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ. íÏÖÎÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ-

ÂÏÒÁ ÇÒÕ�� G

i

(×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ × ËÁËÕÀ-ÔÏ Â�ÏÌØÛÕÀ

ÇÒÕ��Õ) �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÇÒÕ��ÕG, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ

× �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ��, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ G

i

.
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� G

1

; : : : ; G

k

ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (g

1

; : : : ; g

k

), ÇÄÅ g

i

∈ G

i

,

Ó �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: G

1

× · · · ×G

k

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ G

1

× · · · × G

k

ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

ÇÒÕ��Ù, ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (e; : : : ; e). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕ�� G

i

×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × G

1

× · · · × G

k

ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Á:

g

i

7→ (e; : : : ; e; g

i

; e; : : : ; e), ÇÄÅ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í

ÍÅÓÔÅ. �ÏÇÄÁ G

1

× · · · × G

k

ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÄ-

ÇÒÕ�� G

i

× ÓÍÙÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 3.5. çÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C∗
ÒÁÓËÌÁÄÙ-

×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ�� R
+

×U(1), ÇÄÅ U(1) | ÇÒÕ��Á

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. üÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ: z =

re

i'

(ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ).

ðÒÉÍÅÒ 3.6. ëÁÖÄÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÓÏÈÒÁÎÑÀ-

ÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,

Ô.Ë., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄÇÒÕ��Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ × ÇÒÕ��Å ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ (ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÒ-

ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ

�ÅÒÅÎÏÓÁÍÉ). úÁÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ×

ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ �ÏÊÄ£Ô

ÄÁÌØÛÅ.

3.2. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù | ÜÔÏ Å£ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÎÁ ÓÅÂÑ.

ðÒÉÍÅÒ 3.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A 7→ (A

T

)

−1
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

ÇÒÕ��Ù ÍÁÔÒÉ�.

÷ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��Ù G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ

ÞÅÒÅÚ AutG.

ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÚÁÄÁ£Ô Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ a(g) ∈ AutG �ÒÉ

�ÏÍÏÝÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ: a(g)x = gxg

−1
. �ÁËÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ IntG.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ IntG| �ÏÄÇÒÕ��Á × AutG. üÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁ:

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ∈ AutG ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ 'a(g)'

−1
= a('(g)).

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G → AutG (ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù g ∈ G ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ

a(g) ∈ AutG). îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:

a(gh)x = ghx(gh)

−1
= ghxh

−1
g

−1
= a(g)a(h)x:
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åÇÏ ÑÄÒÏ| ÜÔÏ �ÅÎÔÒ Z(G) ÇÒÕ��ÙG. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ

IntG

∼
=

G=Z(G).

ðÒÉÍÅÒ 3.9. ðÒÉ n ≥ 3 �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù S

n

ÔÒÉ-

×ÉÁÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ IntS

n

∼
=

S

n

. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n 6= 6

ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Õ S

n

ÎÅÔ, Á �ÒÉ n = 6 �ÏÄÇÒÕ��Á

IntG ⊂ AutG ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 2.

ðÒÉÍÅÒ 3.10. îÁÊÄ£Í ÇÒÕ��Õ AutZ
n

. ðÕÓÔØ ' ∈ AutZ
n

, '(1) = k.

�ÏÇÄÁ

'(`) = k` = k · `;

ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ËÏÌØ�Á Z
n

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù Z
n

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ '

k

: ` → k`. ïÂÒÁÔÎÏ,

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` 7→ k` Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��Ù

Z
n

× ÓÅÂÑ. úÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ '

k

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k ÏÂÒÁÔÉÍÏ × ËÏÌØ�Å Z
n

. ðÏÜÔÏÍÕ AutZ
n

∼
=

Z
∗
n

.

3.3. ðÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Ù: �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

ðÕÓÔØ N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × G, H | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ NH = {nh : n ∈ N; h ∈ H} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(n

1

h

1

)(n

2

h

2

) = n

1

(h

1

n

2

h

−1
1

)h

1

h

2

;

(nh)

−1
= h

−1
n

−1
= (h

−1
n

−1
h)h

−1
:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, NH = HN .

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÏÌÕ-

�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� N É H, ÅÓÌÉ

(1) N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á;

(2) N ∩H = {e};
(3) NH = G.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: G = N ⋉ H (ÉÎÏÇÄÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÚÎÁÞÏË:

G = N ⋋H).

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Ó×ÏÊÓÔ×Á 2) É 3) ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ N É H.

ðÒÉÍÅÒ 3.12. S

n

= A

n

⋉ 〈(12)〉.

ðÒÉÍÅÒ 3.13. S

4

= V

4

〈S
3

, ÇÄÅ V

4

| ÞÅÔ×ÅÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á ëÌÅÊÎÁ, Á

S

3

×ÌÏÖÅÎÁ × S

4

ËÁË ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ

ÓÉÍ×ÏÌ 4.

ðÒÉÍÅÒ 3.14. GL

n

(K) = SL

n

(K)⋉ {diag(�; 1; : : : ; 1) | � ∈ K

∗}.



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 15

4. þÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 24 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

4.1. óÎÏ×Á �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ��. îÁ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË-

�ÉÉ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù × �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� (ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ).

íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÉÎÁÞÅ: ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� N É H ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

ÉÈ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Ô.Å. �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÕ��Õ G =

N ⋉ H ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÑ. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ

ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ

H ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �(h) ÇÒÕ��Ù N , ËÏÔÏÒÙÍ h ÂÕÄÅÔ

ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ N . üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏÍ ÇÒÕ�� H → AutN .

éÔÁË, �ÕÓÔØ N × H | �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ N É H ËÁË ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (n; h). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ � : H → AutN . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ×H ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(n

1

; h

1

)(n

2

; h

2

) = (n

1

�(h

1

)n

2

; h

1

h

2

):

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë (n; h) ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÔÁË:

(n; h)

−1
= (�(h

−1
)n

−1
; h

−1
):

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ N ×H ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ N É H É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N⋉
�

H. ðÒÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÒÁÚÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ

� ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕ��Ù!

�ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ H × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù N , ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� N É H.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ��: G = N ⋉H, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��

N⋉
�

H → G. (ëÁË �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ N Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ

�(h)?)

ðÒÉÍÅÒ 4.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù: 〈a〉
n

= Z
n

É

〈b〉
m

= Z
m

. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 〈b〉
m

→ AutZ
n

�ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÔÅÍ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ b. ëÁË ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ÎÁ �ÒÏÛÌÏÊ

ÌÅË�ÉÉ, AutZ
n

= Z∗
n

, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Z
n

ÅÓÔØ ×ÏÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÔØ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 〈b〉
m

→ Z
n

ÚÎÁÞÉÔ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ k

m ≡ 1 mod n.

�ÁËÏÅ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 〈a〉
n

⋉
k

〈b〉
m

.

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÙÍÉ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ('(n); m) = 1, ÔÏ k = 1, É ×ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ � ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, Ô.Å. × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Z
n

É Z
m

, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
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ðÒÉÍÅÒ 4.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ 〈a〉
n

⋉−1 〈b〉2. ïÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ a

n

= b

2

= 1 É bab

−1
= a

−1
. ðÏÜÔÏÍÕ

ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

4.2. ëÏÍÍÕÔÁÎÔ. ðÕÓÔØ x; y ∈ G | Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù. éÈ

ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ (x; y) = xyx

−1
y

−1
. ïÞÅ×ÉÄÎÙ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ:

(1) (x; y) = e ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x É y ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

(2) (x; y)

−1
= (y; x) (ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÎÏ×Á

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ).

îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ËÏÍ-

ÍÕÔÁÔÏÒÏÍ.

÷ÓÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ × G, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù G (ÉÌÉ, ÒÅÖÅ, Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ)

É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ G

′
:

G

′
:= 〈(x; y) | x; y ∈ G〉:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ G

′
= {e} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÁÂÅÌÅ×Á.

ðÕÓÔØ ' : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��. ðÏÓËÏÌØËÕ '((x; y)) =

('(x); '(y)), ÔÏ '(G

′
) ⊂ H

′
. åÓÌÉ ' Ë ÔÏÍÕ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏÍ, ÔÏ '(G

′
) = H

′
.

�Å�ÅÒØ ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å H ÓÁÍÕ G, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ' | ËÁËÏÊ-

ÎÉÂÕÄØ Å£ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ '(G

′
) = G

′
.

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ G

′
| �ÏÄÇÒÕ��Á, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.3. ÷ÓÑËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ G

′
, ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á G=H ÁÂÅÌÅ×Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

G=G

′
ÔÏÖÅ ÁÂÅÌÅ×Á). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ H | ÔÁËÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Á × G, ÞÔÏ G=H ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ G

′
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × H. äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, G

′
| ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × G, ÆÁËÔÏÒ-

ÇÒÕ��Á �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÅÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H ⊃ G

′
. ðÕÓÔØ h ∈ H, g ∈ G. �ÏÇÄÁ

ghg

−1
= ghg

−1
h

−1
= (g; h) · h ∈ G

′ ·H ⊂ H;

�ÏÜÔÏÍÕ H ⊳ G.

äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × G, É g

1

; g

2

∈ G. äÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ g

1

H É g

2

H ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Ô.Å. G=H ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G

′ ⊂ H.

(g

1

H; g

2

H) = g

1

Hg

2

Hg

−1
1

Hg

−1
2

H = g

1

g

2

g

−1
1

g

−1
2

H = (g

1

; g

2

)H:

åÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á G=H ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ (g

1

; g

2

)H = eH, Ô.Å. (g

1

; g

2

) ∈
H. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ (g

1

; g

2

) ∈ H, ÔÏ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Ù g

1

H É g

2

H ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. �ÅÏ-

ÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 17

4.3. ëÏÍÍÕÔÁÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÕ��. éÚ ËÕÒÓÁ �ÒÏÛÌÏÇÏ ÓÅÍÅ-

ÓÔÒÁ ×ÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. çÒÕ��Á Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË A

n

�ÏÒÏÖÄÁ-

ÅÔÓÑ ÔÒÏÊÎÙÍÉ �ÉËÌÁÍÉ (ijk). ðÒÉ n ≥ 5 ÇÒÕ��Á A

n

�ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ

�ÁÒÁÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ (ij)(kl).

ðÒÉÍÅÒ 4.5. S

′
n

= A

n

�ÒÉ n ≥ 3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, S

′
n

⊂ A

n

, Ô.Ë.

ÇÒÕ��Á S

3

=A

3

= Z
2

ÁÂÅÌÅ×Á. äÁÌÅÅ, ÎÁÊÄ£Í S

′
3

. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ × A

3

. îÏ × A

3

ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ËÒÏÍÅ

ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ S

′
3

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ A

3

(ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ {e},
Ô.Ë. S

3

ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ). A

3

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÁ 3-�ÉËÌÁ (123) É (132).

ðÏÜÔÏÍÕ S

′
n

ÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ 3-�ÉËÌÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ �ÒÅÄÌÏ-

ÖÅÎÉÑ 4.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S

′
n

= A

n

.

ðÒÉÍÅÒ 4.6. A

′
4

= V

4

, ÇÄÅ V

4

= 〈(ij)(kl)〉 | ÞÅÔ×ÅÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á

ëÌÅÊÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, A

4

=V

4

∼
=

Z
3

ÁÂÅÌÅ×Á, Ô.Å. A

′
4

⊂ V

4

. îÏ V

4

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ × A

4

(É ×ÏÏÂÝÅ V

4

| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × A

4

, ÏÔÌÉÞÎÁÑ

ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ É Å£ ÓÁÍÏÊ), �ÏÜÔÏÍÕ A

′
4

= V

4

.

ðÒÉÍÅÒ 4.7. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n ≥ 5

ËÏÍÍÕÔÁÎÔ A

′
n

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÇÒÕ��ÏÊ A

n

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.8. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n ≥ 5 ÇÒÕ��Á A

n

�ÒÏ-

ÓÔÁ, Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� (ÜÔÏÔ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ü×ÁÒÉÓÔÕ çÁÌÕÁ). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ

ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ù G ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ G

′
= G.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÙ ÇÒÕ�� GL

n

(K) É SL

n

(K). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ

�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.9. çÒÕ��Á SL

n

(K) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ

E+E

ij

�ÒÉ i 6= j, Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

�ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÚÄÅÓØ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, E

ij

| ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ

ÅÄÉÎÉ�Á, Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Á, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ

(i; j)-ÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ 1).

úÁÄÁÞÁ 4.10. äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.9.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ GL

n

(K)

′
= SL

n

(K)

′
= SL

n

(K), × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ,

ÞÔÏ �ÏÌÅK ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, GL

n

(K)= SL

n

(K)

ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ, Ô.Å.

GL

n

(K)

′ ⊂ SL

n

(K). äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ñ×ÎÏ, ÞÔÏ

((

� 0

0 �

−1

)

;

(

1 

0 1

))

=

(

1 (�

2 − 1)

0 1

)

:

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ × K ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ 0 É ±1, ÔÏ
ÇÒÕ��Á GL

n

(K)

′
ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó SL

n

(K) × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.
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4.4. òÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÇÒÕ��Ù. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÓÛÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÙ G

(i)

ÇÒÕ��Ù G �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: G

(1)

= G

′
, G

(i)

= (G

(i−1)
)

′
. ðÏ-

ÌÕÞÉÍ ÒÑÄ �ÏÄÇÒÕ��, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ:

G = G

(0)

⊲ G

(1)

⊲ · · · ⊲ G

(k)

⊲ : : :

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.11. çÒÕ��Á G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ G

(k)

= {e} ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k.

ðÒÉÍÅÒ 4.12. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ S

4

ÒÁÚÒÅ-

ÛÉÍÁ (ÄÌÑ ÎÅ£ S

(3)

4

= {e}, Ô.Ë. S

(2)

4

= V

4

ÁÂÅÌÅ×Á), Á �ÒÉ n ≥ 5

ÇÒÕ��Á S

n

ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.

ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ

�ÅÏÒÅÍÁ 4.13. ðÕÓÔØ H ⊳ G | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á. çÒÕ��Á

G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H É G=H ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 4.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.
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5. ðÑÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 9 ÏËÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

5.1. äÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ�� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÊ ÉÚ �ÒÏÛÌÏÇÏÄÎÅÇÏ ËÕÒÓÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å X (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: G y X, ÒÁÎØÛÅ ÅÝ£ ÞÁÓÔÏ �ÉÓÁÌÉ G : X),

ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G×X → X, (g; x) 7→ y = g◦x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ: g ◦ (g′ ◦ x) = (gg

′
) ◦ x, É e ◦ x = x

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g

′ ∈ G É x ∈ X.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï Gx = {y ∈ X | y = g ◦ x} ⊂ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÂÉ-

ÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ x

ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Stab

G

x ÉÌÉ G

x

:

Stab

G

x = G

x

= {g ∈ G|g ◦ x = x} ⊂ G:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á × G.

�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ

|G| = |Gx| · | Stab
G

x| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X.

åÓÌÉ X = Gx, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ X ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ,

ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ.

÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ×ÁÖÎÏÇÏ ÎÅÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 5.2. çÒÕ��Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ: G y G,

g ◦ h = ghg

−1
. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, Ô.Ë. Ge = {e}. ïÒ-

ÂÉÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÓÏ-

�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ C(h), Á ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ | �ÅÎ-

ÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z(h). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

Z(h) = {g ∈ G|gh = hg}.
ïÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÕÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

�ÅÎÔÒÁ Z(G) (ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍÉ).

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ |Z(h)| ·
|C(h)| = |G|. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |C(h)| ÄÅÌÉÔ |G|. üÔÏ ÎÁÍ ÅÝ£ ÎÅÏÄÎÏ-

ËÒÁÔÎÏ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ.

5.2. p-ÇÒÕ��Ù. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á. å£ �ÏÒÑÄÏË, ËÁË ÉÚ-

×ÅÓÔÎÏ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × G. íÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ

ÏÂÒÁÔÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ |G| ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Á
H ∈ G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ? îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ

ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ: ÔÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��Á A

5

ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË

60, Á �ÏÄÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ 30 × ÎÅÊ ÎÅÔ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á

ÂÙÌÁ, ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, Á ÇÒÕ��Á A

5

, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÒÏÓÔÁ.

ïÄÎÁËÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ

|G|, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ pk | �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÉÚÕÞÉÍ ÇÒÕ��Ù

�ÏÒÑÄËÁ p

k

.
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. çÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÇÒÕ��ÏÊ, ÇÄÅ p | �ÒÏ-

ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ |G| = p

k

.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.4. îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ p-ÇÒÕ��Á ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÅÎÔÒ:

ÅÓÌÉ |G| = p

k

, ÔÏ Z = Z(G) 6= {e}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. G\Z ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ, ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (×ÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÌÅ-

ÖÁÔ × �ÅÎÔÒÅ). ðÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ |C(x)| ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË

ÇÒÕ��Ù, ÚÎÁÞÉÔ, |C(x)|
.

.

.p. îÏ |G|
.

.

.p. ðÏÜÔÏÍÕ É �ÏÒÑÄÏË �ÅÎÔÒÁ

ËÒÁÔÅÎ p. á ÚÎÁÞÉÔ, Z ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5. ÷ÓÑËÁÑ p-ÇÒÕ��Á ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï log

p

|G|. âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ |G| =
p, ÔÏ G = Z=pZ. ðÅÒÅÈÏÄ: �ÅÎÔÒ Z ⊂ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ

ÁÂÅÌÅ×ÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ×G, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÒÁÚÒÅÛÉÍ. îÏG=Z|ÜÔÏ

p-ÇÒÕ��Á, ÎÏ ÕÖÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ!).

éÚ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Z É G=Z ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ G. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.6. ÷ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p

2

ÁÂÅÌÅ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |G| = p

2

É Z 6= G. �ÏÇÄÁ

|Z| = p É |G=Z| = p, ÔÏ ÅÓÔØ G=Z | �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á. ðÕÓÔØ

aZ | Å£ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ G �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×�ÉÍ × ×ÉÄÅ a

k

z, ÇÄÅ z ∈ Z. îÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÍ-

ÍÕÔÉÒÕÀÔ | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �

5.3. óÉÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. ðÕÓÔØ |G| = p

n

m, �ÒÉÞ£Í (p;m) =

1.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. óÉÌÏ×ÓËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G| ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ

Å£ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p

n

.

�ÅÏÒÅÍÁ 5.8 (�ÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÉÌÏ×Á). óÉÌÏ×ÓËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��: Å£ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Á | ÜÔÏ Tors

p

G. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ

�Ï |G|.
ðÕÓÔØ |G| > 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ G ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: G =

⋃

C(x

i

).

óÌÕÞÁÊ 1: ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ C(x), ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ× × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. �ÏÇÄÁ Z(x)

.

.

.p

n

, É × Z(x) �Ï

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p

n

| ÏÎÁ-ÔÏ É

ÂÕÄÅÔ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G.

óÌÕÞÁÊ 2: ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅÔ. �ÏÇÄÁ C(x

i

)

.

.

.p, É �ÏÜÔÏÍÕ |Z|
.

.

.p (ÒÁÓ-

ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ
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�ÅÎÔÒÁ p-ÇÒÕ��Ù). ðÕÓËÁÊ |Z| = p

n

0

m

0

. ÷ÙÂÅÒÅÍ × Z ÓÉÌÏ×ÓËÕÀ

�ÏÄÇÒÕ��Õ Z

1

: �ÏÒÑÄÏË Z

1

ÒÁ×ÅÎ p

n

0

. ÷ G=Z

1

�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ

ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p

n−n
0

. å£ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ-

ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ G → G=Z

1

É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ

ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ p-�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ. �

�ÅÏÒÅÍÁ 5.9 (×ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÉÌÏ×Á). ÷ÓÑËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ p-�ÏÄÇÒÕ��Å. ÷ÓÅ ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ p-

�ÏÄÇÒÕ��Ù ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ S ⊂ G | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ p-

�ÏÄÇÒÕ��Á, S

1

⊂ G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ S

1

y G=S ÎÁ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ �Ï

S. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ S

1

-ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

p, Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × G=S ÒÁ×ÎÏ m É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.

úÎÁÞÉÔ, S

1

ÉÍÅÅÔ × G=S ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ gS | ÔÁËÁÑ

ÔÏÞËÁ. �ÏÇÄÁ S

1

⊂ gSg

−1
, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ. åÓÌÉ S

1

ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, ÔÏ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÏ×

ÇÒÕ�� ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ S

1

= gSg

−1
. �

�ÅÏÒÅÍÁ 5.10 (ÔÒÅÔØÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÉÌÏ×Á). þÉÓÌÏ ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄ-

ÇÒÕ�� ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ S | ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, C(S) | ËÌÁÓÓ

�ÏÄÇÒÕ��, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ S. ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÔÏ É ÅÓÔØ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ��. ðÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ G ÎÁ C(S) ÓÏ-

�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù S

′ ∈ C(S) ÓÌÕÖÉÔ

Å£ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ N(S

′
). ïÇÒÁÎÉÞÉÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ S. �ÏÇÄÁ C(S)

ËÁË-ÔÏ ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ S-ÏÒÂÉÔÙ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×

ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÔÎÏ p, É ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ | ÓÁÍÁ �ÏÄÇÒÕ��Á S.

ïÔÓÀÄÁ É ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ S

′ ∈ C(S) | ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ S ⊂
N(S

′
). �ÏÇÄÁ S É S

′
| ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × N(S

′
), Á ÚÎÁÞÉÔ,

ÞÔÏ ÏÎÉ × ÎÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. îÏ S

′
| ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × N(S

′
).

ðÏÜÔÏÍÕ S = S

′
. �

5.4. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍ óÉÌÏ×Á.

ðÒÉÍÅÒ 5.11. ðÕÓÔØ |G| = n, É p|ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

ÞÉÓÌÁ n. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H ÉÎÄÅËÓÁ p ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H ÎÁ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ

G=H. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÌÉÔ |H|, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ÌÉÂÏ
ÒÁ×ÎÏ 1, ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ p. îÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ |G=H| = p É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ eH, ÔÏ ÏÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5.12. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á G �ÏÒÑÄËÁ pq, ÇÄÅ p

É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ p É q. ðÕÓÔØ p > q. �ÏÇÄÁ ÓÉ-

ÌÏ×ÓËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á G

p

ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ.
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åÓÌÉ G

q

| ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ q-�ÏÄÇÒÕ��Á, ÔÏ G

p

∩ G

q

= {e}, Á �ÏÜÔÏÍÕ

|G
p

G

q

| = pq = |G|. úÎÁÞÉÔ, G = G

p

⋉G

q

.

ðÒÉÍÅÒ 5.13. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 45 ÁÂÅÌÅ×Á.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ n

3

É n

5

| ÞÉÓÌÏ Å£ ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ 3-�ÏÄÇÒÕ�� É 5-

�ÏÄÇÒÕ�� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ n

3

≡ 1 mod 3 É n

3

|5, ÏÔËÕÄÁ n
3

=

1. úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ 3-�ÏÄÇÒÕ��Á, ËÏÔÏÒÁÑ

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ n

5

≡ 1 mod 5 É

n

5

|9 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ 5-�ÏÄÇÒÕ��Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É �ÏÜÔÏÍÕ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑ ÇÒÕ��Á ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÏÄÇÒÕ��, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5.14. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� �Ï-

ÒÑÄËÁ 30. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å G �ÏÒÑÄËÁ 30

ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ 5-�ÏÄÇÒÕ��Ù

× G. ïÎÉ ×ÓÅ ÓÕÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÁ 5. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

�ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØËÏ �Ï ÅÄÉÎÉ�Å. éÈ ÞÉÓÌÏ, �Ï ÔÒÅÔØÅÊ

ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏ×Á, ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ 1. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÛÅÓÔÉ, ÞÔÏ

ÄÁÓÔ ÎÁÍ 24 ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÒÑÄËÁ 5 × G. �Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÉÌÏ×-

ÓËÉÅ 3-�ÏÄÇÒÕ��Ù. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÒÑÄËÁ 3. åÓÌÉ

ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÅ ÏÄÎÁ, ÔÏ ÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 4, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÅÝ£ 8 ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ× �ÏÒÑÄËÁ 2. îÏ × ÇÒÕ��Å ×ÓÅÇÏ 30 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ,

ÞÅÍ 24+8. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, × G ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á.
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6. ûÅÓÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 16 ÏËÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

6.1. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j; k}. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× ÅÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓ-

ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Ù:

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j
j j −k −1 i

k k j −i −1

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ

×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ: i

2

= j

2

= k

2

= ijk = −1.

íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ H. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ

Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, Á Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ 1, i, j,

k ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ. áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ H ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÏ ÍÙ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÉÎÁÞÅ:

ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÅÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉ� Mat

2

(C).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H → Mat

2

(C):

1 7→

(

1 0

0 1

)

; i 7→

(

0 −1
1 0

)

; j 7→

(

0 −i
−i 0

)

; k 7→

(

i 0

0 −i

)

:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ R. ðÒÉ Î£Í Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ a + bi + j + dk ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Å

(

a + di −b− i

b− i a− di

)

=

(

z w

−w z

)

, ÇÄÅ z; w ∈ C.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ:

det

(

z w

−w z

)

= zz + ww = |z|2 + |w|2 = a

2

+ b

2

+ 

2

+ d

2

: (∗)

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. îÏÒÍÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ |z| = (a

2

+ b

2

+ 

2

+ d

2

)

1=2

. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ

z = a− bi− j − dk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë z.

îÏÒÍÁ ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ

H, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ H ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ëÁË É ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, zz = |z|2.
ïÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ C, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ × H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ Á×ÔÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ, Á ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: zw = w · z.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |zw| = |z||w|. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(∗) É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÉÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |zw|2 =
zwzw = zww z = |z|2|w|2.
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ðÏÎÑÔÉÅ ÎÏÒÍÙ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ Ë×ÁÔÅÒ-

ÎÉÏÎÁ z ÏÂÒÁÔÎÙÊ: ÔÁËÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ z

−1
, ÞÔÏ zz

−1
= z

−1
z = 1. ïÎ

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ z

−1
= z=|z|2. ðÏÜÔÏÍÕ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ

Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÔÅÌÏÍ (Ô.Å. \ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ").

6.2. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ Ë×Á-

ÔÅÒÎÉÏÎÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ

ÇÒÕ��Õ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SU(2). çÅÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉ SU(2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S

3

, Ô.Ë. ÏÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ a

2

+b

2

+

2

+d

2

= 1. óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ

ÜÔÏ, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÓÔÒÁÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4. ðÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅH → Mat

2

(C)

Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍ ÉÚ SU(2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ

ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù 2× 2 (Ô.Å. ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉ-

ÔÅÌÅÍ 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÎÏÒÍÙ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉ-

ÔÁÒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A =

(

z w

x y

)

, �ÒÉÞ£Í detA = 1. �ÏÇÄÁ A

−1
=

(

y −w
−x z

)

. õÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ A

−1
= A

∗
ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

(

y −w
−x z

)

=

(

z x

w y

)

;

Ô.Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ x = −w, y = z. üÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÕ. �

ëÓÔÁÔÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z ∈ SU(2), ÔÏ z

−1
= z.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× I =

{bi + j + dk} = {z ∈ H | z + z = 0}. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÍ Å×-

ËÌÉÄÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (v; w) ÓÔÒÏÉÔÓÑ

�Ï ÎÏÒÍÅ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÅÓÔØ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [v; w℄.

I ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉ-

ÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ. îÏ

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ \ÚÎÁÅÔ" É �ÒÏ ÓËÁÌÑÒ-

ÎÏÅ, É �ÒÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ I. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ v; w ∈ I,

ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × H ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ

v · w = −(v; w) + [v; w℄;

ÇÄÅ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ×ÅË-

ÔÏÒ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ I.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ v ∈ I, ÔÏ [v; v℄ = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, v

2

= −|v|2. ðÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÅÓÔØ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒ-

ÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ −1.

6.3. äÅÊÓÔ×ÉÅ SU(2) ÎÁ I.
2

îÁÛÁ �ÅÌØ | ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ

Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÕ z ∈ SU(2) ×ÒÁÝÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á R

z

: I → I.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z ∈
SU(2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H → H, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ q 7→ zq É q 7→
qz

−1
ÓÕÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ô.Ë. ÏÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÎÏÒÍÕ.

ïÄÎÁËÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

I. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ I �ÅÒÅÈÏÄÉÌÏ ÂÙ × ÓÅÂÑ, ÎÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï-

×ÁÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, Ô.Å. ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ z ∈ SU(2). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q 7→ zqz

−1
�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ

ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ × ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ q ∈ I. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q + q = 0. äÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ zqz

−1
+ (zqz

−1
) = 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

zqz

−1
+ (zqz

−1
) = zqz

−1
+ z

−1
qz = zqz

−1
+ zqz

−1
= z(q + q)z

−1
= 0:

�

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R

z

: q 7→ zqz

−1
ÅÓÔØ ÏÒ-

ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3

= I.

ìÅÍÍÁ 6.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7→ R

z

ÚÁÄÁ£Ô ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��

SU(2) → O(3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R

z

ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌØÎÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÌÉÛØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ R

z

R

w

= R

zw

. üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ:

R

z

(R

w

(q)) = R

z

(wqw

−1
) = zwqw

−1
z

−1
= zwq(zw)

−1
= R

zw

(q):

�

äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÅÓÔØ × ÔÏÞ-

ÎÏÓÔÉ ÇÒÕ�� Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� SO(3). ðÏ ÔÅÏ-

ÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ, ËÁÖÄÏÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

R
3

ÅÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÅ. ÷ÒÁÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ÎÁ-

�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ É ÕÇÌÏÍ ×ÒÁÝÅÎÉÑ. íÙ Õ×ÉÄÉÍ, ËÁË ÕÚÎÁÔØ ÜÔÉ

�ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R

z

, ÚÎÁÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ z ∈ SU(2).

ðÕÓÔØ z = a + bi + j + dk = a + v

′ ∈ SU(2), ÇÄÅ a É v

′
| ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z. �ÏÇÄÁ |z|2 = a

2

+ |v′|2 = 1.

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÕÇÏÌ ' ∈ [0; �℄, ÞÔÏ a = os', |v| = sin'.

2

ðÏÒÑÄÏË ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅË�ÉÉ
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ðÏ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÕÔ �ÏÎÑÔÎÙ �ÏÚÖÅ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ �Å-

ÒÅÍÅÎÎÏÊ: �ÏÌÏÖÉÍ ' = �=2, ÇÄÅ � ∈ [0; 2�℄. �ÏÇÄÁ

z = os

�

2

+ sin

�

2

· v;

ÇÄÅ v = v

′
= sin(�=2) | ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ z = os(�=2)+sin(�=2) ·v ∈ SU(2). ðÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R

z

: I → I, q 7→ zqz

−1
ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÓÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v, ÎÁ ÕÇÏÌ �.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.9. �Å�ÅÒØ �ÏÎÑÔÎÏ, ÚÁÞÅÍ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ �ÏÌÁÇÁÔØ ' = �=2!

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó�ÅÒ×Á ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R

z

ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅËÔÏÒ v ÎÁ

ÍÅÓÔÅ. üÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ z = os(�=2)+

sin(�=2) · v, ÔÏ z−1 = z = os(�=2)− sin(�=2) · v. �ÏÇÄÁ

zvz

−1
= (os(�=2) + sin(�=2) · v)v(os(�=2)− sin(�=2) · v) =

= (os(�=2)v − sin(�=2)(v; v))(os(�=2)− sin(�=2) · v) =

= os

2

(�=2) · v + sin

2

(�=2) · v = v:

(ÍÙ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ (v; v) = 1 É [v; v℄ = 0).

úÎÁÞÉÔ, v ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ R

z

.

äÁÌÅÅ, �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ R

z

ÚÁÄÁ£Ô �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ � × �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ v. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ: �ÕÓÔØ w | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌØÎÙÊ v, Á u = [v; w℄. ðÒÉÍÅÎÉÍ R

z

Ë w.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ R

z

(w) = os �w + sin �u.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÌÏÓËÏÓÔÉ 〈w; u〉 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R
z

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ

�Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÏÌ �. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÑ. �

úÎÁÞÉÔ, R

z

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÒÁÝÅÎÉÀ, É ×ÓÑËÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕ-

ÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.11. éÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��

SU(2) → SO(3).

÷ÙÑÓÎÉÍ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ

z = os(�=2) + sin(�=2) · v ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÀ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌ � ÒÁ×ÅÎ 2�n, Ô.Å. �=2 ∈ {0; �}. úÎÁÞÉÔ, sin(�=2) = 0,

Á os(�=2) = ±1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, z = ±1.
ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.12. éÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� SU(2)=±1 → SO(3).

ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ä×Õ-

ÌÉÓÔÎÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ S

3 → RP
3

ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ.


