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7. óÅÄØÍÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 30 ÏËÔÑÂÒÑ 2012 Ç.

7.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ �ÒÉ-

ÍÅÒÏ×. òÁÎÅÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ�� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. ðÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕ��Á, V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : G → GL(V ). ðÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

dimV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ

ÇÒÕ��Ù ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �(g) ÎÁ V , �ÒÉÞ£Í �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏ-

ÒÏ×, Á ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��.

ðÒÉÍÅÒ 7.2. ðÕÓÔØ G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á, V | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G| ÜÔÏ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : G → GL(V ), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ×

ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Id

V

.

ðÒÉÍÅÒ 7.3. ðÕÓÔØ M ⊂ V = Rn

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ�� ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ SymM É ×ÒÁÝÅÎÉÊ

Sym

+

M × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V : ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÍÏÖÎÏ

�ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� A

4

, S

4

É A

5

ËÁË ÇÒÕ��

×ÒÁÝÅÎÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 7.4 (�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å: G y X, ÇÄÅ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V

X

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

n = |X| Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e

x

1

; : : : ; e

x

n

, ÇÄÅ x

1

; : : : ; x

n

| ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ÉÚ X. �ÏÇÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V

X

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

ÇÒÕ��Ù G �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

�(g)e

x

= e

g(x)

:

ðÒÉÍÅÒ 7.5 (ÌÅ×ÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞ-

ÎÁÑ ÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅKG = 〈e
g

1

; : : : ; e

g

m

〉.
ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R ÔÁË:

R(g)e

h

= e

gh

:

üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÇÄÅ X = G,

Á ÇÒÕ��Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÓÅÂÅ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 7.6 (�ÒÁ×ÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ). ïÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË

ÖÅ, ËÁË É ÌÅ×ÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ



28 å. à. óíéòîï÷

�ÒÁ×ÙÅ: R

′
(g)e

h

= e

hg

−1
. ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÚÁÞÅÍ ÔÁÍ ÍÉÎÕÓ

�ÅÒ×ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.7. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� ×

ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-

ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ (ÏÂÙÞÎÏ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ) ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÔØ, ÎÏ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ

ÓËÏÒÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ

É ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ (ÉÌÉ ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ K = C). �ÅÏÒÉÑ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ É

�ÏÌÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ×ÁÖÎÙÊ ÓÀÖÅÔ, ÎÏ

ÔÁÍ ÖÉÚÎØ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁÄ C.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.8 (ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ). íÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÄÏ�ÕÓËÁÔØ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÏÌØÎÏÓÔÉ × ÓÌÏ×ÏÕ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÉ. �ÁË, ÓÌÏ×ÏÍ \�ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ" ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÓÁÍÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ �(g), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ g

V

, Á ÉÎÏÇÄÁ | ÄÁÖÅ �ÒÏ-

ÓÔÏ g (ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÄ£Ô ÒÅÞØ).

7.2. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒ-

ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÍÅÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

Õ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÙ×ÁÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ

ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÆÁËÔÏÒ. �Å ÖÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ É ÎÁ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, �Ï ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÁÍÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (Ô.Å. Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ �

1

: G → GL(V ) É �

2

: G → GL(W ) | Ä×Á

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G (ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ!). ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �

1

⊕�

2

: G → GL(V ⊕W ) | ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊕W , ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

(�

1

⊕ �

2

)(g)(v; w) = (�

1

(g)v; �

2

(g)w):

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V É W ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ × ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊕ W ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

(�

1

⊕ �

2

)(g) ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

(

�

1

(g) 0

0 �

2

(g)

)

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �

1

⊗
�

2

: G → GL(V ⊗W ) | ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

V ⊗W , ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ

ÉÚ V ⊗W �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

(�

1

⊕ �

2

)(g)(v ⊗ w) = (�

1

(g)v)⊗ (�

2

(g)w);

É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÏ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ.
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.11. óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÀ � : G → GL(V ) | ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �

′
ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× V

∗
, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

�

′
(g)(�(v)) = �(�(g)

−1
v); � ∈ V

∗
:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ

V × V

∗ → K, (v; �) 7→ 〈�; v〉 = �(v) ÏËÁÖÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ:

〈�; v〉 = 〈�′(g)�; �(g)v〉 ∀g ∈ G:

7.3. íÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÎÅ�ÒÉ-

×ÏÄÉÍÏÓÔØ É ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.12. ðÕÓÔØ V ÉW |�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ

ÇÒÕ��Ù G. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ' : V →
W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÉÌÉ Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÍ Ï�Å-

ÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ V É

W , Ô.Å. ÅÓÌÉ

g

W

('(v)) = '(g

V

(v)) ∀v ∈ V:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.13. ñÄÒÏ Ker' ⊂ V É ÏÂÒÁÚ Im' ⊂ W | ÜÔÏ ÑÄÒÏ

É ÏÂÒÁÚ ' ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.14. ðÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ U ⊂ V | ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ

G (Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(g)u ∈ U ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g ∈ G, u ∈ U).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.15. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ' : V → W | ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × V É W ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ.

õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ Ä×Á ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ÜÔÏ 0 É ÏÎÏ ÓÁÍÏ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.17. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ

Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.18. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ-

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ: ÅÓÌÉ Õ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×Ï×ÓÅ ÎÅÔ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÔÏ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × �ÒÑ-

ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÒÅÞÉ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ-

×ÅÒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 7.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ

ÇÒÕ��Ù Z → GL

2

(K), n 7→

(

1 n

0 1

)

. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÅÒ×ÏÇÏ

ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ
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ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ.

ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÒÕ�� �ÏÎÑÔÉÑ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ëÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁ-

ÖÅÍ, Ë ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù (Á × ÌÅË�ÉÉ

11 ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ÜÔÏ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ, �ÒÉÞ£Í

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ).

7.4. ðÏÌÎÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ É ÔÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.20. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÇÒÕ��ÙG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ W ⊂ V ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (Ô.Å. ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ U ⊂ V , ÞÔÏ V = U ⊕W ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.21 (ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ). ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��

×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ ÎÅ ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË

ÇÒÕ��Ù ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÓÌÕÞÁÅ,

ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ | ÜÔÏ R ÉÌÉ C. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.22. óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ (gv; gw) = (v; w)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g ∈ G É v; w ∈ V .

ìÅÍÍÁ 7.23. îÁ ËÁÖÄÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÏÅ (ÓÏÏÔ×. ÜÒÍÉÔÏ×Ï) G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ( ; ) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÎÅÍÕ

G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÕÓÒÅÄÎÉ× ÅÇÏ �Ï ÇÒÕ��Å.

á ÉÍÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ( ; )

G

�Ï ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ

(v; w)

G

=

1

|G|

∑

g∈G

(gu; gw):

(ÂÅÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 1=|G| �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ É ÏÂÏÊÔÉÓØ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

(gu; gv)

G

= (u; v)

G

, ÔÁË ËÁË ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÇÒÕ��Å �ÒÏÓÔÏ ÂÕÄÅÔ

�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. �

�ÅÏÒÅÍÁ 7.24 (íÁÛËÅ). ðÕÓÔØ V | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G, W | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×

V . �ÏÇÄÁ × V ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ U , Ô.Å.

ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U ⊕W = V .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å U ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ U = W

⊥
= {u ∈ V |

(u; w)

G

= 0 ∀w ∈ W}, ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ (ÓÏÏÔ×.

ÜÒÍÉÔÏ×Á) ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ V = W ⊕ U ËÁË ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ: �ÕÓÔØ u ∈ U , ÕÂÅÄÉÍÓÑ,

ÞÔÏ gu ∈ U . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (gu; w)

G

= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

w ∈ W . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(gu; w) = (g

−1
(gu); g

−1
(w))

G

= (u; g

−1
w)

G

= 0;

�ÏÓËÏÌØËÕ g

−1
w ∈ W (ÔÁË ËÁË W | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ), Á u ∈ W

⊥
.

ðÏÜÔÏÍÕ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë W . �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.25. ÷ÓÑËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ R

ÉÌÉ C ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.
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8. ÷ÏÓØÍÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 6 ÎÏÑÂÒÑ 2012 Ç.

8.1. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏ-

ÒÅÍÕ íÁÛËÅ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ: ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÎÅ ÏÂÑ-

ÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ R ÉÌÉ C.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.1 (íÁÛËÅ). ðÕÓÔØ V | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù

G ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, �ÒÉÞ£Í |G| 6
.

.

. 
harK. ðÕÓÔØ W | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ × V . �ÏÇÄÁ × V ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

U , Ô.Å. ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U ⊕W = V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ

É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ: ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë W

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á �ÏÔÏÍ \�ÏÄ�ÒÁ×ÉÔØ" ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � : V → V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W , ÅÓÌÉ �|
W

= Id

W

É Im � = W . éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V = W ⊕ Ker �. �Ï ÅÓÔØ

Ker � | ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë W �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÔÏÌØËÏ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. éÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÜÔÏ

ÍÏÖÎÏ Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ �Ï ÇÒÕ��Å G.

÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÒÏÅËÔÏÒ � ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW . ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �

G

�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

�

G

(v) =

1

|G|

∑

g∈G

g

V

v):

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �

G

ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï W . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ W Ï�ÅÒÁ-

ÔÏÒ �

G

ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ: �

G

(w) = w, É ÞÔÏ Im�

G

⊂ W . üÔÁ

�ÒÏ×ÅÒËÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ì£ÇËÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �

G

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ

ÜÔÏ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V

h

V

(�

G

(v)) = h

V

(

1

|G|

∑

g∈G

g

V

v

)

=

1

|G|

∑

g∈G

h

V

g

V

v =

=

1

|G|

∑

g∈G

(h

V

g

V

h

−1
V

)h

V

v =

1

|G|

∑

g∈G

g

V

h

V

v = �

G

(h

V

v):

(× �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ | ÜÔÏ ÂÉÅË�ÉÑ).

íÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ �ÏÄ-

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ Ker �

G

É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë

W �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �

8.2. ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ. üÔÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ËÒÁÊÎÅ

�ÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ.
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�ÅÏÒÅÍÁ 8.2 (ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ). ðÕÓÔØ V , W | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G, ' : V → W | ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. �Ï-

ÇÄÁ:

(1) ÌÉÂÏ ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (Ô.Å. V

∼
=

W ), ÌÉÂÏ ' = 0;

(2) ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ' = �Id

(Ô.Å. ×ÓÑËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÏ-

�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÏÓËÏÌØËÕ ' | ÍÏÒÆÉÚÍ, Ker' | �ÏÄ�ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × V . îÏ V ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ Ker' = V (ÏÔËÕÄÁ

' = 0), ÌÉÂÏ Ker' = 0, É ' | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Im' | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × W , ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ' | Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ' ÌÉÂÏ ÎÕÌØ, ÌÉÂÏ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ.

2) ðÕÓÔØ ' : V → V | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

�Id : V → V | ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ

'−�Id Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

�.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ Õ ÌÀÂÏÇÏ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ!). �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ '−�Id ×Ù-

ÒÏÖÄÅÎ, Ô.Å. Ker('−�Id) 6= 0. îÏ ÑÄÒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V , �ÏÜÔÏÍÕ Ker('− �Id) = V .

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ' = �Id, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �

8.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. ðÕÓÔØ � : G → GL(V ) |

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G. ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ g

V

: V → V . üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ �ÒÉÞÉÎÙ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G. éÎÁÞÅ

ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ G ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ

ÔÁË, ÞÔÏ h

V

g

V

6= g

V

h

V

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ×Ù-

�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ g ∈ Z(G). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ Z(G)

�ÅÎÔÒÁ ÇÒÕ��Ù G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g

V

ÂÕÄÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏÅ, ÎÏ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ: ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g =∈
Z(G) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g

V

: V → V

ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÕÓËÁÊ ÔÅ�ÅÒØ Õ ÎÁÓ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ, É �ÕÓÔØ

G | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ Z(G) = G. ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G Ï�ÅÒÁÔÏÒ

g

V

: V → V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ, ÏÎ ÓËÁ-

ÌÑÒÅÎ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ
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�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G. îÏ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

dimV = 1.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.4. ÷ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁÍÉ G → K

∗
.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(G;K

∗
) ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ (ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ). üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë

G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G

∨
.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G

∨ ∼
=

G. (üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ, ÏÎ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ).
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9. äÅ×ÑÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 13 ÎÏÑÂÒÑ 2012 Ç.

9.1. ä×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.1 (ÏÂ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ/ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ � : G → GL(V ) | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ (ÓÏÏÔ×. ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G. �ÏÇÄÁ ÎÁ V ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á (ÓÏÏÔ×. �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ) ÆÏÒÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ

�(g) ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ (ÓÏÏÔ×. ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ/ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

�(g) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:

(�(g)v; �(g)w) = (v; w) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ V:

üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ (ÓÏÏÔ×.

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ) ÆÏÒÍÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ

× �ÅÒ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ � : G → GL(V ) | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �(g) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ-

ÚÕÅÍ (Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×),

�ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �(g)

ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (Ô.Å. × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ): ÜÔÏ

ÚÎÁÞÉÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏ-

ÍÅÒÎÙÈ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ.

9.2. èÁÒÁËÔÅÒÙ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ C. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ

ÇÒÕ�� ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ É ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ � : G → GL(V ) | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù

G. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞ-

ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅ g ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ

ÓÌÅÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ g

V

:

�

V

: G → C; �

V

(g) = tr g

V

:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.5. üÌÅÍÅÎÔ e ∈ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÅÄÉ-

ÎÉÞÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÓÌÅÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ �

V

(e) = dimV .

ðÒÉÍÅÒ 9.6. èÁÒÁËÔÅÒ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ | ÆÕÎË�ÉÑ,

ÒÁ×ÎÁÑ 1 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÇÒÕ��Ù G.
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ðÒÉÍÅÒ 9.7. ðÕÓÔØ G → GL(V ) | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

X. �ÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ �

V

(g) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ g ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Õ ÔÏÞÅËÉÚ X, ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ G:

�

V

(g) = #{x ∈ X : g ◦ x = x}:

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ g

V

× ÂÁÚÉÓÅ

{e
x

} | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, É ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Ù

ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ.

ðÒÉÍÅÒ 9.8. ðÕÓÔØR|ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù

G (Ô.Å. �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ G

ÎÁ ÓÅÂÅ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ). �ÏÇÄÁ

�

R

(g) =

{

|G|; g = e;

0 ÉÎÁÞÅ:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ G: ÏÎÉ ÏÔ×ÅÞÁÌÉ ÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

gx = x, Á ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ g 6= e ÒÅÛÅÎÉÊ × G ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

èÁÒÁËÔÅÒÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ \ÈÏÒÏÛÏ ÓÅÂÑ ×ÅÄÕÔ" �ÒÉ

×ÚÑÔÉÉ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ V É W | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ

ÇÒÕ��Ù G. �ÏÇÄÁ:

(1) �

V⊕W (g) = �

V

(g) + �

W

(g);

(2) �

V⊗W (g) = �

V

(g)�

W

(g);

(3) �

V

∗
(g) = �

V

(g).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g ∈ G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 9.2, ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ

v

1

; : : : ; v

n

É w

1

; : : : ; w

m

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É W ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

g

V

v

i

= �

i

v

i

; g

W

w

j

= �

j

w

j

:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,

�

V

(g) =

∑

�

i

É �

W

(g) =

∑

�

j

.

îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× v

1

; : : : ; v

n

; w

1

; : : : ; w

m

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á V ⊕W , ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ g

V⊕W . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄ ÄÁÎ-

ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ

∑

�

i

+

∑

�

j

, Ô.Å. �

V

(g) + �

W

(g).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: v

i

⊗ w

j

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊗W , ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ g

V⊗W ,

�ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ

∑

i;j

�

i

�

j

= �

V

(g)�

W

(g).

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕ-

ÅÍÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �

1

; : : : ; �

n

ÎÁ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÔÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A

∗
ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

V

∗
ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �

−1
1

; : : : ; �

−1
n

. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g

V

�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙ 1, ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
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�

−1
i

= �

i

. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ g

V

∗
ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ �

−1
1

+ · · ·+ �

−1
n

=

�

1

+ · · ·+ �

n

= �

V

(g). �

9.3. ðÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÏÅË�ÉÉ. ðÕÓÔØ V |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G

ÎÁÚÏ×£Í �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

V

G

= {v ∈ V | g
V

v = v ∀g ∈ G} ⊂ V:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ×ÓÅÈ ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × V . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ

�ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.10. ðÏÌÏÖÉÍ

�

V

=

1

|G|

∑

g∈G

g

V

∈ End(V ):

�ÏÇÄÁ �

V

ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ

ÎÁ V

G

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó�ÅÒ×Á �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �

V

| ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �

V

h

V

= h

V

�

V

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

h ∈ G.

�

V

h

v

=

(

1

|G|

∑

g∈G

g

V

)

h

V

=

1

|G|

∑

g∈G

h

V

h

−1
V

g

V

h

V

=

=

1

|G|
h

V

∑

g∈G

h

−1
V

g

V

h

V

= h

V

(

1

|G|

∑

g∈G

g

V

)

= h

V

�

V

:

(× �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌØ-

ÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ÇÒÕ��Ù × ÓÅÂÑ).

äÁÌÅÅ, �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �

V

ÅÓÔØ �ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ V

G

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ: ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ V

G

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ �

V

× ÓÅÂÑ (Ô.Å. �

V

�ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ V

G

ÄÁ£Ô ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ) É ÞÔÏ Im�

V

⊂ V

G

.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ �ÅÒ×ÏÅ. ðÕÓÔØ w ∈ V

G

. �ÏÇÄÁ g

V

w = w ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g,

É

�

V

w =

1

|G|

∑

g∈G

g

V

w =

1

|G|

∑

g∈G

w =

|G|

|G|
w = w:

îÁËÏÎÅ�, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Im�

V

⊂ V

G

, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ

×ÅËÔÏÒ ÉÚ Im�

V

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ G:

h

V

(�

V

v) = h

V

(

1

|G|

∑

g∈G

g

V

v

)

=

1

|G|

∑

g∈G

h

V

g

V

v =

1

|G|

∑

g∈G

g

V

v = �

V

v:

(ÓÎÏ×Á ÍÅÎÑÅÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÎÅ

ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, Á ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ). �
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄ �ÒÏÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.11. dimV

G

= tr�

V

.

9.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×. éÚ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.12. ðÕÓÔØ V;W | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G. �ÏÇÄÁ

1

|G|

∑

g∈G

�

V

(g)�

W

(g) =

{

1; V

∼
=

W ;

0; V 6∼
=

W:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ × �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ

ÉÚ V × W ÓÕÔØ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ Hom(V;W ). éÈ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ V É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ÎÕÌØÍÅÒÎÏ ×

�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÏ Hom(V;W )

∼
=

V

∗ ⊗W . ðÏÜÔÏÍÕ

dimHom

G

(V;W ) = dim(Hom(V;W ))

G

= dim(V

∗⊗W )

G

=

{

1; V

∼
=

W ;

0; V 6∼
=

W:

÷ÙÞÉÓÌÉÍ dim(V

∗ ⊗W )

G

�Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ËÁË ÓÌÅÄ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÅËÔÏÒÁ:

dim(V

∗ ⊗W )

G

= tr�

V

∗⊗W =

1

|G|

∑

g∈G

tr g

V

∗⊗W =

=

1

|G|

∑

g∈G

�

V

∗⊗W (g) =
1

|G|

∑

g∈G

�

V

∗
(g)�

W

(g) =

1

|G|

∑

g∈G

�

V

(g)�

W

(g);

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�

9.5. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÏÞÅ-

×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, Ô.Å.

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á trA = trC

−1
AC:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.13. �

V

(g) = �

V

(h

−1
gh).

ðÏÜÔÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÈ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å G.

íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.14. æÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å � : G → C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ×, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h ∈ G

�(g) = �(h

−1
gh):
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ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

ËÁË C
lass

G. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ×

ÇÒÕ��Å G. èÁÒÁËÔÅÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

÷×ÅÄ£Í ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C
lass

G ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:

〈�; �〉 =
1

|G|

∑

g∈G

�(g)�(g):

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÜÒÍÉÔÏ×Ï

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 9.12:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.16. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C

lass

G:

〈�
V

; �

W

〉 =

{

1; V

∼
=

W ;

0; V 6∼
=

W:
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10. äÅÓÑÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 20 ÎÏÑÂÒÑ 2012 Ç.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.12 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÁÓÓÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×

Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÇÒÕ��Ù G.

10.1. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.1. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ C
lass

G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.2. þÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ Å£ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C
lass

G, Ô.Å.

ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.3. äÁÌÅÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 〈�
V

; �

V

〉 = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ V = V

1

⊕· · ·⊕V

k

, ÇÄÅ V

i

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. �Ï-

ÇÄÁ �

V

= �

V

1

+ · · ·+�
V

n

, ÏÔËÕÄÁ �Ï �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

〈�
V

; �

V

〉 =
∑

i;j

〈�
V

i

; �

V

j

〉 =
∑

i

〈�
V

i

; �

V

i

〉 = n:

�

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.5. ðÕÓÔØ V | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, W |

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G. �ÏÇÄÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÈÏ-

ÖÄÅÎÉÑ W × V ÒÁ×ÎÁ 〈�
W

; �

V

〉.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÉ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.6. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ

ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ (Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÚÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,

ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ

W × ÄÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï �

V

. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.7. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ R ÒÁ×ÎÁ dimV .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ 〈�
V

; �

R

〉:

〈�
V

; �

R

〉 =
1

|G|

∑

g∈G

�

V

(g)�

R

(g) =

1

|G|
�

V

(e)�

R

(e) =

|G|

|G|
�

V

(e) = dimV:
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(ÚÄÅÓØ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ |G| × ÅÄÉÎÉ�Å ÇÒÕ��Ù É ÎÕÌÀ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ | ÓÍ.

�ÒÉÍÅÒ 9.8). �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.8 (æÏÒÍÕÌÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ). ðÕÓÔØ d

1

; : : : ; d

k

| ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G. �ÏÇÄÁ

|G| = d

2

1

+ · · ·+ d

2

k

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ |G| | ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ). �

10.2. ÷ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÏÅË�ÉÉ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÅÌØ | �Ï-

ÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓ-

ÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ × ÇÒÕ��Å. üÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÈÁ-

ÒÁËÔÅÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ (Á ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ)

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9. ðÕÓÔØ � ∈ C

lass

G | �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,

V | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÏÅ). �ÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ

�

�;V

=

1

|G|

∑

g∈G

�(g)g

V

: V → V

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.10. ðÒÉ � ≡ 1 ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÌÏ-

ÖÅÎÉÑ 9.10, Á �

�;V

| �ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ G Ï�Å-

ÒÁÔÏÒ h

V

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó �

�;V

. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

�

�;V

h

V

=

1

|G|

∑

g∈G

�(g)g

V

h

V

=

1

|G|

∑

g∈G

�(g)h

V

h

−1
V

g

V

h

V

=

= h

V

1

|G|

∑

g∈G

�(h

−1
gh)(h

−1
V

g

V

h

V

) = h

V

�

V

:

�

úÁÄÁÞÁ 10.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ � 6∈ C
lass

G, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ

ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �

�;V

ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 10.12. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �

V

ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C
lass

V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-

ËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ∈ C
lass

G, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×Ï-

ÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ×ÓÅÈ
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�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ËÁÖÄÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ�ÒÉ-

×ÏÄÉÍÙÈ). ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ

〈�; �
V

〉 = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �

�;V

É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ

(ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ

�

�;V

= � · Id. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

� dimV = tr �

�;V

, É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÌÅÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �

�;V

:

tr�

�;V

=

1

|G|

∑

g∈G

tr�(g)g

V

=

1

|G|

∑

�(g)�

V

(g) =

=

1

|G|

∑

�(g) · �
V

(g) = 〈�; �
V

∗〉 = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ � = 0, É Ï�ÅÒÁÔÏÒ �

�;V

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ×Ù×ÅÄÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ � ≡ 0 ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ � : G → GL(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ô.Å. �(g) 6= 1

V

�ÒÉ

g 6= e).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.14. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-

ÎÙÍ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g

R

∈ EndR ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙ (ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ e

g

∈ R. ÷ÏÚØ-

Í£Í ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù e

id

. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ g

R

(e

id

) = e

g

, Á ×ÓÅ e

g

, ÂÕÄÕÞÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ É g

R

ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �

÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ � = 0. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �

�;V

ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

∑

�(g)g

R

= 0

ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ EndR. îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏ-

ÖÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ g

R

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�(g) = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ g. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å,

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ×ÓÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.15. ðÕÓÔØ k | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏ-

ÓÔÉ × ÇÒÕ��Å G. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ k ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G, ÎÁÚÏ×£Í ÉÈ V

1

; : : : ; V

k

. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÕÍÍÅ

R = V

dimV

1

1

⊕ · · · ⊕ V

dimV

k

k

:

úÁÄÁÞÁ 10.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �

�

V

∗

i

;R

ÅÓÔØ �ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ

V

dimV

i

i

.
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10.3. çÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ R | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

ÇÒÕ��ÙG. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ×

ÅÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

e

g

e

h

= e

gh

:

íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ C Ó

ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕ��Ù G. ïÎÁ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ CG.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.17. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ CG → EndV .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÅ×ÏÇÏ

CG-ÍÏÄÕÌÑ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

� : G → GL(V )

ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ÁÌÇÅÂÒ

~� : CG → End(V ):

÷ÙÛÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ R = V

dimV

1

1

⊕ · · · ⊕ V

dimV

k

k

. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 10.18. éÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ

CG ∼
=

End(V

1

)⊕ · · · ⊕ End(V

k

):

(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, CG ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ,

ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Å£ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ V

i

| ÜÔÏ (ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ

CG → End(V

i

):

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ:

CG ∼
=

End(V

1

)⊕ · · · ⊕ End(V

k

):

ïÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ. ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ (ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ). úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. �
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11. ïÄÉÎÎÁÄ�ÁÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 27 ÎÏÑÂÒÑ 2012 Ç.

âÌÉÖÁÊÛÉÅ ÔÒÉ ÌÅË�ÉÉ ÂÕÄÕÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÇÒÕ��ÁÍ ìÉ É ËÌÁÓÓÉ-

ÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù ìÉ SU

2

.

çÒÕ��ÏÊ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÎÁÂÖÅÎÁ

ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÇÏ). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÇÒÕ��Á ìÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ

××ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕ��Ù.

11.1. îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÕÓÔØ K | ÜÔÏ R ÉÌÉ

C. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ,

×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × K

n

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂ K

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-ÍÅÒÎÙÍ

ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ

ÔÏÞËÉ p ∈ M ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

f

i

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0; i = 1; : : : ; m

ÇÄÅm = n−d, �ÒÉÞ£Í ÍÁÔÒÉ�Á ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ: rk

(

�f

i

�x

j

)

(p) = m.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.2. ÷ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × K

n

ÌÏËÁÌØÎÏ

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÕÓÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-

ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ÷ÓÑËÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × K

n

ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ x

i

= p

i

É �ÏÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÎÕÌØÍÅÒÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï rk

(

�f

i

�x

j

)

(p) = m ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÉÎÏÒ �Ï-

ÒÑÄËÁ m ÍÁÔÒÉ�Ù ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. âÕÄÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÅÒ×ÙÍÉ m ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁ-

ÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x

1

; : : : ; x

m

×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÅ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ x

m+1

; : : : ; x

n

:

x

1

= '

1

(x

m+1

; : : : ; x

n

);

: : :

x

m

= '

m

(x

m+1

; : : : ; x

n

):

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T

p

M × ÔÏÞËÅ p ∈ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅË-

ÔÏÒÏ× (dx

1

; : : : ; dx

n

), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

df

i

(p) =

n

∑

j=1

�f

i

�x

j

dx

j

= 0 (i = 1; : : : ; m)

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ d = n−m.



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 45

11.2. çÒÕ��Ù ìÉ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É �ÒÉÍÅÒÙ. ðÅÒÅÊÄ£Í Ë Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÀ ÇÒÕ��Ù ìÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ,

ÉÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ | Ô.Å. ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄ-

ÇÒÕ��ÁÍÉ × GL

n

(K).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ |ÜÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á × GL

n

(K),

Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Mat

n

(K).

õÓÌÏ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ | ÎÅ-

ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅ ×ÁÖÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.

âÙ×ÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÇÒÕ��Õ ÍÁ-

ÔÒÉ�, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÜËÚÏÔÉËÁ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù ìÉ | ÜÔÏ Å£ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ.

çÒÕ��Á G ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×. éÚ ÜÔÏÇÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ ÏÎÁ (ËÁË ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ) ÕÓÔÒÏÅÎÁ \ÏÄÉÎÁËÏ×Ï". �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á ìÉ, ÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ÏÂÙÞÎÏ ÕÄÏÂÎÅÅ

×ÓÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ × ÅÄÉÎÉ�Å.

ðÒÉÍÅÒ 11.4. GL

n

(K) ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ × Mat

n

(K) ÕÓÌÏ×ÉÅÍ det g 6=
0. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÜÔÏÍÕ GL

n

(K) |

ÇÒÕ��Á ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n

2

.

ðÒÉÍÅÒ 11.5. SL

n

(K) = {g ∈ Mat

n

(K) | det g = 1}. ðÒÏ×ÅÒÉÍ,

ÞÔÏ SL

n

(K) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄ£Í ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÅÄÉÎÉ�Å. îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ

(�ÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!), ÞÔÏ d

E

(det g − 1) = tr dg. ðÏÜÔÏÍÕ T

E

SL

n

(K)

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ tr dg = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ

ÎÕÌØ. üÔÏ (n

2−1)-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÜÔÏÍÕ SL
n

(K)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n

2 − 1.

äÁÌÅÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

O

n

(K) ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á ìÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ

ÂÙÌÏ ÂÙ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n(n + 1)=2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ

ÇÒÕ��Õ

O

n

(K), ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ë ÜÔÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÉÎÁÞÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÍÁÔÒÉÞÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ

ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ � = �(x

1

; : : : ; x

n

) | ÇÌÁÄËÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ

n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ x

i

. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ �ÏÎÑÔÉÅ

ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ��=�x

i

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ

ÆÕÎË�ÉÉ � �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

d� =

∑

��

�x

i

dx

i

:
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÌÉÎÅÅÎ

É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉ�Á (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ!):

d(� + 	) = d� + d	; d(�	) = (d�)	 + �(d	):

ðÒÉÍÅÒ 11.7. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

O

n

(K) | ÇÒÕ��Á ìÉ. ïÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ gg

t − E = 0. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÜÔÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ: g ·dgt+dg ·gt = 0. ðÏÄÓÔÁ×É× g = E, �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ dg + dg

t

= 0. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÇÏ

ÒÅÛÅÎÉÊ T

E

O

n

| ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�,

ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n(n− 1)=2.

ðÒÉÍÅÒ 11.8. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕ��Á

U

n

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅÍ gg

∗
= E. å£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ

dg = −dg∗. üÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ (ÎÏ ÎÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ!) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n

2

× (2n

2

-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

Mat

n

(C). éÔÁË, ÇÒÕ��Á

U

n

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ (ÎÏ ÎÅ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÙÍ) �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × Mat

n

(C) ∼
=

R2n

2

.

ðÒÉÍÅÒ 11.9. çÒÕ��Á U

1

| ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ô.Å. �ÏÄ-

ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÄÕÌÑ 1 × C∗
.

ðÒÉÍÅÒ 11.10. SU

n

=

U

n

∩ SL
n

(C) ÅÓÔØ n2 − 1-ÍÅÒÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ; Å£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ 0.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á B

n

(K) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-

ÎÙÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ìÉ, É Ï�ÉÛÉÔÅ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T

E

B

n

(K)

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.12. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ G × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� � : G → GL

n

(V ), ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ

Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

11.3. ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.13. çÒÕ��Á ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ

ËÏÍ�ÁËÔÎÁ ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.14. ÷ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ ÚÁÍËÎÕÔÁ × GL

n

(K) (ÄÏËÁÖÉÔÅ

ÜÔÏ!), �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Å£ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÓÔÉ (× ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÎÏÒÍÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Mat

n

(K)).

ðÒÉÍÅÒ 11.15. ÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × GL

n

(K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ìÉ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù

O

n

(R), SO
n

(R),
U

n

,

SU

n

ËÏÍ�ÁËÔÎÙ, Á GL

n

(K) É SL

n

(K) | ÎÅÔ.

ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉ ÎÁ ËÏ-

ÎÅÞÎÙÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×�ÏÌÎÅ

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ | Á ÄÌÑ ÎÅËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ÜÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÏ.



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 47

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.17. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù B

n

(K),

ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ.

äÏËÁÚÁÔØ �ÏÌÎÕÀ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ ÕÍÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-

×ÁÔØ �Ï ÇÒÕ��Å, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ

ÍÅÒÁ �

G

, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×. óÌÏ×Ï \×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ" ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÂß£Í ×ÓÅÊ ÇÒÕ��Ù ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ

ÍÅÒÙ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å:

∫

G

d�

G

= 1.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ (ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ èÁÁÒÁ)

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å.

ðÒÉÍÅÒ 11.18. íÅÒÙ èÁÁÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��ÁÈ

U

1

∼
=

S

1

É SU

2

∼
=

S

3

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × ÞÅÔÙ-

ÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÎÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ÓÅÂÅ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ (Ô.Å. ×ÒÁ-

ÝÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.19. ðÕÓÔØ G | ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ, ÎÁ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ �

G

. �ÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ/ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V ÇÒÕ��Ù ìÉ G ÉÍÅÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ/ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÎÏ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ

ÇÒÕ��.

ðÕÓÔØ ( ; ) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ/ÜÒÍÉÔÏ×Ï

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V . ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ ( ; )

G

, ÕÓÒÅÄÎÉ× �Ï ÇÒÕ��Å:

(v; w)

G

=

∫

G

(gv; gw)d�

G

:

ïÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 11.20 (�ÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ). ÷ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ìÉ G ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ íÁÛËÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��. �

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ íÁÛËÅ ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÝÅÅ ÉÚ-

×ÅÓÔÎÙÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÅÒÙ èÁÁÒÁ. ÷ Î£Í ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÅÔÏÄÙ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
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12. ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 4 ÄÅËÁÂÒÑ 2012 Ç.

íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÎÁ-

ÌÉÞÉÅ ÎÁ ÇÒÕ��Å ÍÅÒÙ èÁÁÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

12.1. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M ⊂ An

| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å An

. éÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ:


entM =

1

�(M)

∫

M

xd�:

(ÏÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

ÓÉÓÔÅÍÙ k ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË: 
ent(p

1

; : : : ; p

n

) = (

∑

r

i

)=n, ÇÄÅ

r

i

| ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË).

éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ � : An → An


ent�M = �(
entM)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×

ÓÅÂÑ (�(M) =M), ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ: �(
entM) =


ent�(M).

12.2. ÷Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂
An

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÅÇÏ ÔÏÞÅË x; y ∈ M É ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ [0; 1℄ ÔÏÞËÁ �x+(1− �)y ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M .

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÁ,

ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ

ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An

.

�ÏÇÄÁ M ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÅÒÕ (�ÏÞÅÍÕ?), É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ

�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 
entM ⊂ M .

îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: 
entM �ÒÉÎÁÄ-

ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ f |

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

f(x) ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ M , ÔÏ ÅÓÔØ M ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÌÕ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, × ËÏÔÏÒÏÍ f ≥ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ

ÉÚ M , × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. äÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ 
entM ÌÅÖÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å, Ô.Å. f(
entM) > 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

f(
entM) = �(M)

−1

∫

M

f(x)d�(x) > 0;

�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,

�ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ,

ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.
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ìÅÍÍÁ 12.1 (Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ðÕÓÔØ G| ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á

ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An

, M ⊂ An

| ÎÅ�ÕÓÔÏÅ

×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G. �ÏÇÄÁ G

ÉÍÅÅÔ × M ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (Ô.Å. ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ

x ∈ M , ÞÔÏ gx = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p ∈ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ Å£ ÏÒÂÉÔÕGp É ×ÏÚØÍ£Í Å£ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕM

′
= Conv(Gp).

üÔÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, Ô.Ë. Gp

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÏÂÒÁÚ ËÏÍ�ÁËÔÁ �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ËÏÍ-

�ÁËÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÍ�ÁËÔÎÁ, Á ÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ). ïÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M

′
(ËÁË

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó×ÏÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ É

ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. �

ìÅÍÍÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.19.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.2. ðÕÓÔØ G | ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ. �ÏÇÄÁ

ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ/ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V ÇÒÕ��Ù

ìÉ G ÉÍÅÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ/ÜÒÍÉÔÏ×Ï

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕ-

ÞÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sym

2

V

∗
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V . üÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ dimV (dimV + 1)=2. ÷ Î£Í ÅÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P .

üÔÏ ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÌÀÂÙÈ

Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. ÷

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ (Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ � É 1− �, ÇÄÅ � ∈ [0; 1℄.

çÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉ-

ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (ËÁË ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÁÒ-

ÇÕÍÅÎÔÅ: g(�(v; w)) = �(gv; gw). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ, �Ï-

ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÂÕÄÅÔ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ

ÌÅÍÍÅ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ, × P ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G. �

12.3. èÁÒÁËÔÅÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ É

ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ{÷ÅÊÌÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÁ-

ÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å G Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ

�

G

.
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ðÕÓÔØ � : G → GL(V ) | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ

ÇÒÕ��Ù ìÉ G, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ n. ÷ÙÂÅÒÅÍ × V ÂÁÚÉÓ;

ÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ �(g) ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (�

V

ij

(g)). íÁÔÒÉÞ-

ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �

V

ij

(g) | ÜÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å G. ëÁË É ×

ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ V :

�

V

(g) =

n

∑

i=1

�

V

ii

(g) = tr �(g) ∈ C

∞
(G);

ÇÄÅ C

infty

(G) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.3 (ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×). ðÕÓÔØ V

É W | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ

ÇÒÕ��Ù ìÉ G. �ÏÇÄÁ

〈�
V

; �

W

〉 :=

∫

g∈G

�

V

(g)�

W

(g)d�

G

=

{

1; V

∼
=

W ;

0; V 6∼
=

W

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ É ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. �

÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÒÕ��Å C

∞
(G) ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÍÅ-

ÔÒÉËÕ (É ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÅÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ)| ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, C

1

-ÍÅÔÒÉËÕ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ f

1

(g) É f

2

(g) × ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ

ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÔÁË:

||f
1

(g)− f

2

(g)|| = max

g∈G
|f

1

(g)− f

2

(g)|:

(�ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÁËÔÎÁ, ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕ-

ÍÏÍ).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C

∞
(G) ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ìÉ

G (ÇÒÕ��Á ÕÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÎÁ ÓÅÂÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ

ÚÁÍÅÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ). ï Î£Í ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÇÒÕ��Ù. ïÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù,

ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÉÍ �ÒÉÈÏ-

ÄÉÔÓÑ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ

Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ. ïÎ

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅÍÅ�ËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ çÅÒÍÁÎÕ ÷ÅÊÌÀ É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÕ

æÒÉ�Õ ðÅÔÅÒÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 12.4 (ðÅÔÅÒ{÷ÅÊÌØ). ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �

V

ij

(g) �ÌÏÔÎÁ

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÒÕ��Å C

∞
(G) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C

1

-ÍÅÔÒÉËÉ.

éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ×ÍÅÓÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C

∞
(G) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L

2

(G) ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, Ó L

2

-ÍÅÔÒÉËÏÊ.
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12.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ É ÒÑÄÙæÕÒØÅ. ðÕÓÔØ

T = {z ∈ C | |z| = 1} | ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏ-

ÄÕÌÑ. üÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ. ï�É-

ÛÅÍ ×ÓÅ Å£ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÁÂÅÌÅ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÏÅ Å£ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

äÁÌÅÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� T → GL(1) = C∗

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ:

�

n

: z → z

n

; n ∈ Z:

÷ÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ{

÷ÅÊÌÑ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C

∞
(T ) ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, Ô.Å. 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

f(z) = f(e

it

).

äÁÌÅÅ, ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ

ËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ

ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ:

�

n

(t) = e

int

:

õÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× | ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1

2�

∫

2�

0

e

int

e

imt

dt =

1

2�

∫

2�

0

e

i(m−n)t
dt = Æ

n;m

:

(Æ

n;m

| ÜÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ; ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1=2� �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÔÏÇÏ,

ÞÔÏ ÍÅÒÁ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å).

�ÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ{÷ÅÊÌÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÆÕÎË-

�ÉÊ ×ÉÄÁ e

int

�ÌÏÔÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÁÖÄÁÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ f(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÁ ×ÉÄÁ

f(t) =

+∞
∑

n=−∞




n

e

int

:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ {eint} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ËÏÜÆÆÉ�É-
ÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ×ÅËÔÏÒÁÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÓËÁÌÑÒ-

ÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ 〈f; �
n

〉:




n

=

1

2�

∫

2�

0

f(t)e

int

dt:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ: ËÁ-

ÖÄÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ (É ÄÁÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë Ó×ÏÅÍÕ

ÒÑÄÕ æÕÒØÅ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 


n

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ æÕ-

ÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(t).



52 å. à. óíéòîï÷

13. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ, ÔÒÉÎÁÄ�ÁÔÁÑ ÌÅË�ÉÑ, 11 ÄÅËÁÂÒÑ 2012 Ç.

÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SU(2).

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ SU(2) | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� 2 × 2 Ó

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ

(ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ) Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ:

SU(2)

∼
=

{z ∈ H | |z| = 1} = {A ∈ Mat

2

(C) | AA∗
= E; detA = 1}:

�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ SU(2) | ÜÔÏ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × R
4

.

13.1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × SU(2) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ

ÔÏÒ | �ÏÄÇÒÕ��Õ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� T =

(

z 0

0 z

−1

)

, ÇÄÅ z ∈ C,

|z| = 1. îÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ T = {
os t+ i sin t}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.1. (1) ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ SU(2) ÓÏ�ÒÑÖ£Î

ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ T ;

(2) ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ T ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ ÉÚ SU(2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÂÒÁÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ìÀÂÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ q = 
os �+v sin �, ÇÄÅ v ∈ Im, |v| = 1| ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ

Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ v

× i. ïÎÏ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q × 
os � + v sin � ∈ T .

2. óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ q = 
os t + i sin t × ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ T ,

ÏÂÑÚÁÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ i ÌÉÂÏ × i, ÌÉÂÏ × −i. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ q × q = q

−1
. �

13.2. óÅÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ SU(2). ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ

ÓÅÒÉÀ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ

ÇÒÕ��Ù SU(2), ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØÓÑ �ÅÌÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÜÔÉÍ Ó�ÉÓËÏÍ.

SU(2) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÏÔ

Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; y:

g(x; y) = (ax + 
y; bx+ dy); g =

(

a b


 d

)

üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ SU(2) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ

ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

g ◦ f(x; y) = f(ax + 
y; bx+ dy):

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÞÅÒÅÚ V

n

.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ dimV

n

= n+1, Ô.Ë. V

n

= 〈xn; xn−1y; xn−2y2; : : : ; xyn−1; yn〉.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2. ÷ÅËÔÏÒ v ∈ V

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× h(z) =

(

z 0

0 z

−1

)

∈ T .
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åÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÁ v. þÉÓÌÏ n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V

n

.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ x

n−m
y

m

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓÏ×ÙÍ, É ÅÇÏ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ

z

n−2m
. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

h(z)(x

n−m
y

m

) = z

n−m
x

n−m
z

−m
y

m

= z

n−2m
(x

n−m
y

m

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V

n

ÎÁ ÔÏÒ T , ÔÏ V

n

ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n+1 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒ-

ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁÔÑÎÕÔÙ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ x

n−m
y

m

.

÷ÅÓÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÙ z

n

; z

n−2
; : : : ; z

−n
.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V

n

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U ⊂ V

n

| ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.

�ÏÇÄÁ U , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

úÎÁÞÉÔ, U ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÚ ×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x

n−m
y

m

. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÓÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ x

n−m
y

m

É �ÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÎÁ

ÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ \ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ" ÉÚ SU(2) (ÎÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ É

ÎÅ ÁÎÔÉÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ). ðÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ (ax + 
y)

n−m
(bx + dy)

m

.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ×ÈÏÄÉÔ x

n

Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ x

n ∈ U . �Å�ÅÒØ �ÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÎÁ x

n

ÔÅÍ ÖÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ | �ÏÌÕÞÉÍ (ax+
y)

n

. ÷ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÕÖÅ ×ÈÏÄÑÔ Ó ÎÅÎÕÌÅ-

×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ÓÅ ×ÅÓÏ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. úÎÁÞÉÔ, U ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ

ÓÏ ×ÓÅÍ V

n

. �

îÁÛÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Õ SU(2) ÎÅÔ.

13.3. óÎÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÙ. ðÕÓÔØ � : SU(2) → GL(V ) | �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ SU(2), �

V

(g) = tr �(g) | ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ. üÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ

SU(2).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.4. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ 
h

V

(z) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �

V

(g) ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ:


h

V

(z) = �

V

(h(z)):

÷ÙÂÅÒÅÍ × V ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
h

V

(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÉÈ ×ÅÓÏ× (ËÁË ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ z É

z

−1
).

ðÒÉÍÅÒ 13.5. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ 
h

V

n

(z). ÷ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V

n

ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ×ÅÓÁÍÉ z

n

; z

n−2
; : : : ; z

−n
. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ


h

V

n

(z) = z

n

+ z

n−2
+ · · ·+ z

−n+2
+ z

−n
=

z

n+1 − z

−n−1

z − z

−1
:

(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ

�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ).
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÇÒÕ��Ù SU(2)

(1) 
h

V

(z) ∈ Z≥0[z; z
−1
℄;

(2) 
h

V

(z) = 
h

V

(z

−1
) (ÈÁÒÁËÔÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏÍ, Ô.Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ z ÎÁ

z

−1
);

(3) ðÏ 
h

V

(z) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �

V

(g) (Á ÚÎÁÞÉÔ,

ÈÁÒÁËÔÅÒ 
h

V

(z) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ z

k

× 
h

V

(z) ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z

k

ÜÌÅÍÅÎÔÁ h(z), Ô.Å. �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

2. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ �

V

(g) �ÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÌÁÓ-

ÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ h(z) É h(z

−1
) ÉÚ T ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ×

SU(2), �ÏÜÔÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒ �

V

�ÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

�

V

(h(z)) = �

V

(h(z

−1
)). á ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ 
h

V

(z) = 
h

V

(z

−1
).

3. ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ SU(2) ÓÏ�ÒÑÖ£Î ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ h(z) ∈ T , �ÏÜÔÏÍÕ �

V

(g) �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-

×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �

V

(h(z)) = 
h

V

(z). �

ðÏÌÅÚÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 
h

V

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É

\ÏÂÙÞÎÙÊ" ÈÁÒÁËÔÅÒ �

V

(g):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.7. ðÕÓÔØ V É W | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SU(2). �Ï-

ÇÄÁ 
h

V⊕W (z) = 
h

V

(z) + 
h

W

(z), 
h

V⊗W (z) = 
h

V

(z) 
h

W

(z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 
h

V

ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ �

V

(g), ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ. �

�ÅÏÒÅÍÁ 13.8. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V

n

, n ≥ 0, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÎÙÊ

Ó�ÉÓÏË ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ SU(2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. èÁÒÁËÔÅÒÙ 
h

V

n

(z) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ z (ÎÁÄ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ

�ÏÌÅÍ| ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ

ÈÁÒÁËÔÅÒ �

V

(g) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï 
h

V

(z), ÔÏ ÆÕÎË-

�ÉÉ �

V

n

(g) ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, Ô.Å. �ÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ

ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ×, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ SU(2)

(Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ). ëÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÒ-

ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÅÝ£ É ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ (Á ÄÌÑ

ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ 
h

V

n

(z) ÜÔÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÅ×ÅÒÎÏ | �ÏÄÕÍÁÊÔÅ, �ÏÞÅÍÕ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ W ÉÍÅÅÔ

ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ SU(2))

�

W

(g) =

∞
∑

n=0

〈�
W

; �

V

n

〉�
V

n

(g):

åÓÌÉ W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ É ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÁ (�ÏÞÔÉ ×ÓÅ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ), É �ÏÜÔÏÍÕ W = a

0

V

0

⊕ a

1

V

1

⊕ · · · ⊕
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a

n

V

n

. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÉÄÁ V

n

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �

13.4. �ÅÏÒÅÍÁ ëÌÅÂÛÁ{çÏÒÄÁÎÁ. �ÅÏÒÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× SU(2) �Ï-

Ú×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ V

n

É V

m

ÇÒÕ��Ù SU(2). ðÕÓÔØ n ≤ m.

úÁ�ÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÜÔÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÔÁË:


h

V

n

(z) = z

n

+ z

n−2
+ · · ·+ z

−n
; 
h

V

m

(z) =

z

m+1 − z

−m−1

z − z

−1
:

ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÜÔÉ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ:


h

V

n

(z) 
h

V

m

(z) = (z

n

+ z

n−2
+ · · ·+ z

−n
)

z

m+1 − z

−m−1

z − z

−1
=

=

1

z − z

−1

(

z

n+m+1

+ z

n+m−1
+ · · ·++z

−n+m+1

+ z

n−m−1
+ · · ·+

+z

−n−m+1

+ z

−n−m−1
)

=

=

z

n+m+1 − z

−n−m−1

z − z

−1
+

z

n+m−1 − z

−n−m+1

z − z

−1
+· · ·+

z

m−n+1 − z

−m+n−1

z − z

−1
=

= 
h

V

n+m

(z) + 
h

V

n+m−2
(z) + · · ·+ 
h

V

m−n
(z):

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

�ÅÏÒÅÍÁ 13.9 (ëÌÅÂÛ{çÏÒÄÁÎ).

V

n

⊗ V

m

∼
=

V

n+m

⊕ V

n+m−2 ⊕ · · · ⊕ V |n−m|:
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