
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà. Ìàòåðèàëû ê ýêçàìåíó

I Ýêçàìåíàöèîííûå âîïðîñû

1. Ëåììà Æîðäàíà. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíèÿ.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Îïðåäåëåíèå. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ðåøåíèþ
çàäà÷ Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

3. Ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îðèãèíàëîâ è èçîáðàæåíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

4. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

6. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

7. Ñâåðòêà ôóíêöèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñâåðòêè ôóíêöèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðî-
èçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

8. Èíòåãðàë Äþàìåëÿ. Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëà Äþàìåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

9. Ïîíÿòèå ôóíêöèè Ãðèíà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Êîøè ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèìåð óðàâíåíèé 1 è 2 ïîðÿäêà. Ñâÿçü ñ ôîðìóëîé
Äþàìåëÿ.

10. Ãðàíè÷íûå (êðàåâûå) çàäà÷è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ôóíêöèè
Ãðèíà

11. Îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ïðîñòðàíñòâà D è S îñíîâíûõ ôóíêöèé, ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, òîïîëîãèÿ è ñõîäèìîñòü, ïðèìåðû îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

12. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Îáîáùåí-
íûå ôóíêöèè 1/x, 1/(x± i0), η(x), δ(x).

13. Ðåãóëÿðèçàöèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåðû

14. Ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé è δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

15. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî

16. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è ñâåðòêà

17. Îïåðàöèè íàä îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè. Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé è óìíîæåíèå íà ìóëüòèïëè-
êàòîð. Ëèíåéíûå çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ïðèìåðû

18. Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ log |x|
è 1/x.

19. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò 1/x, δ(x), 1/(x±i0).

20. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

21. Îáîáùåííûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Îáîáùåííûå ôóíêöèè δ(z), log |z|, 1/zn.

22. Îïåðàòîðû ∂/∂z è ∂/∂z̄. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà ∂/∂z̄. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-
øåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

23. Ñâåäåíèå çàäà÷è Êîøè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè íà-
÷àëüíûìè äàííûìè

24. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

25. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà. Âûâîä ôîðìóëû Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè.
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26. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè.

27. Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðèìåðû. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå è Ëàïëàñà.

28. Ñâåäåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ. Ïðèìåíåíèå ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

29. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Îïðåäåëåíèÿ. Ïðè-
ìåðû. Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ

30. Ïðèáëèæåííîå íàõîæäåíèå íóëåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé

31. Îöåíêà èíòåãðàëà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà âå-
ðîÿòíîñòè

∫∞
x
e−t

2
dt

32. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà. Ëåììà Âàòñîíà.

33. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëîâ ãàóññîâà òèïà

34. Ìåòîä ïåðåâàëà. Âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ.

35. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà äëÿ Γ(z)

36. Àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èí-
òåãðàëîâ Ôóðüå.

37. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ýéðè îòðèöàòåëüíîãî
àðãóìåíòà

38. Ìåòîä ïåðåâàëà (êîìïëåêñíàÿ âåðñèÿ). Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ýéðè ïîëî-
æèòåëüíîãî àðãóìåíòà

39. Ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà.

40. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå log Γ(z).

II Çàäà÷è ê ýêçàìåíó

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

akδ(x− k)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ D è S äëÿ ëþáûõ ak ∈ C

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ D îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîé ôóíêöèè f . Äî-
êàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ′n òàêæå ñõîäèòñÿ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(x)fn ñõîäèòñÿ, åñëè
g(x) ∈ C∞(R).

3. Ïóñòü a(x) ∈ D(Rn) - ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
∫
Rn a(x)dx = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî

ε−na
(x
ε

)
→ δ(x) ïðè ε→ +0

4. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F [(x2 + a2)−1], a2 > 0.

5. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîùåííûõ ôóíêöèé F [x], F [η(x)x], F [|x|].

6. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

a(x)δ′(x) = −a′(0)δ(x) + a(0)δ′(x), a ∈ C1(R)

7. Íàïèøèòå çàêîí äâèæåíèÿ êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû F (t),

x′′ + x = F (t)

ñ÷èòàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûì ìîìåíò ìàÿòíèê ïîêîèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.
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8. Ðåøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó x′′−x = f(t), x(0) = x(1) = 0. Âûïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
Ãðèíà.

9. Âû÷èñëèòå etA, ãäå A =

(
a b
c d

)
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

10. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: x′′+2x′ = ϕ(t), x(0) = x′(0) = 0, ãäå ϕ(t) = e−t ïðè 0 < t < 1
è ϕ(t) = 0 ïðè t > 1.

11. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà
∫∞

0
(arctg t)e−ztdt ïðè áîëüøèõ z. Â êàêîé

îáëàñòè ïàðàìåòðà z ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå?

12. Íàéäèòå à) ïåðâûé ÷ëåí á) ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà∫∞
−∞(t2 + 1)e−ztdt. Â êàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðà z ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå?

13. Ïåðåïèøèòå çàäà÷ó Êîøè x′′ + tx′ + x = f(t), x(0) = a, x′(0) = b â âèäå óðàâíåíèÿ íà
îáîáùåííóþ ôóíêöèþ ñ ñèíãóëÿðíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

14. Âû÷èñëèòå (sin |x|+ | cosx|)′′ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

15. Ïóñòü F (t, s) - ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Êîøè x′′+ a(t)x′+ b(t)x = 0 c íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, x(0) = x′(0) = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî F (t, s) + x1F (t, 0) + x0F

′
s(t, 0) åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà

çàäà÷è Êîøè x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0, x(0) = x0, x
′(0) = x1.

16. Ïóñòü F (t) - ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L = dn

dtn
+

an−1
dn−1

dtn−1 + · · ·+a0, ðàâíîå íóëþ ïðè îòðèöàòåëüíûõ t. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ G(t, s) = F (t−s)
åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Êîøè Lx = 0, x(0) = x′(0) = · · ·x(n−1)(0) = 0.

17. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1 è C2 ôóíêöèÿ u(x) = C1 +C2η(x) + log |x|
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xu′(x) = 1 â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ (ò.å., u ∈ D ′(R)). Äîêàæèòå,
÷òî ýòî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ xu′(x) = 1.

18. Äîêàæèòå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà, ÷òî
N∑
n=1

nk =
Nk+1

k + 1
+
Nk

2
+

1

k + 1

k∑
s=2

BsC
s
k+1N

k+1−s

19. Íàéòè ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ôóíêöèè F (λ) =
∫ π

0
xeiλ sinxdx ïðè λ→ ±∞.

20. Ïóñòü χ- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êðóãà |z| ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂χ
∂z̄

åñòü
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(z) ∈
D(R2) èíòåãðàë 1

2i

∫
|z|=1

ϕ(z)dz.

21. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëà
∫ +∞
−∞

ϕ(x)dx

|x|3/2 ..

III Ëèòåðàòóðà

1. Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò, Ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
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