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31. Ëåêöèÿ 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà1.1. Ââåäåíèå. Îëèâåð Õåâèñàéä (àíãë. Oliver Heaviside, 18 ìàÿ, 1850 � 3 �åâðàëÿ, 1925) �àíãëèéñêèé ó÷åíûé-ñàìîó÷êà, èíæåíåð, ìàòåìàòèê è �èçèê. Âïåðâûå ïðèìåíèë êîìïëåêñíûå÷èñëà äëÿ èçó÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ðàçðàáîòàë òåõíèêó ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-ïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðå�îðìóëèðîâàë óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âòåðìèíàõ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è ýëåêòðè-÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèé, è, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ñîçäàë âåêòîðíûé àíàëèç.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Õåâèñàéä áîëüøóþ ÷àñòü æèçíè áûë íå â ëàäàõ ñ íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì,åãî ðàáîòû èçìåíèëè îáëèê ìàòåìàòèêè è �èçèêè. Â 1874 ãîäó îí îñòàâëÿåò äîëæíîñòü òå-ëåãðà�èñòà è çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèÿìè ÷àñòíûì ïîðÿäêîì â äîìå ñâîèõ ðîäèòåëåé. Â ýòîâðåìÿ îí ðàçðàáîòàë òåîðèþ ëèíèé ïåðåäà÷è (òàêæå èçâåñòíóþ êàê �òåëåãðà�íûå óðàâíåíèÿ�).Õåâèñàéä ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàë, ÷òî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ¼ìêîñòü òåëåãðà�íîé ëè-íèè ìèíèìèçèðóåò îäíîâðåìåííî çàòóõàíèå è èñêàæåíèå ñèãíàëà. Ìåæäó 1880 è 1887 ãîäàìèÎëèâåð Õåâèñàéä ðàçðàáàòûâàë îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå (îí ââ¼ë îáîçíà÷åíèå D äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà), ìåòîä ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ êîáûêíîâåííûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûé ïîíà÷àëó âûçâàë áóðíóþ ïîëåìèêó èç-çàîòñóòñòâèÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ. Òîãäà îí ïðîèçí¼ñ èçâåñòíóþ �ðàçó: �Ìàòåìàòèêà åñòü íàóêàýêñïåðèìåíòàëüíàÿ, îïðåäåëåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïîñëåäíèìè�. Ýòî áûëî îòâåòîì íà êðèòèêó çàèñïîëüçîâàíèå åù¼ íå âïîëíå îïðåäåë¼ííûõ îïåðàòîðîâ. Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:(1.1) η(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0

,äàåò ïðîñòåéøèé ïðèìåð îáîáùåííîé �óíêöèè (íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïòè t = 0).Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ≡ Îïåðàöèîííûé ìåòîä ≡ Ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèåÍàáîð �îðìàëüíûõ îïåðàöèé íàä ñèìâîëîì p =
d

dt
, ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

x = x(t)

x(n)(t) ⇔ pnx, n = 0, 1, . . . ,

Lx = a0x
(n) + a1x

(n−1) + · · ·+ anx⇔ L(p) = a0p
n + a1p

n−1 + · · ·+ an
∫ 1

0

dt x(t) ⇔ 1

p
· xÎáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: ðåøåíèå íà÷àëüíûõ (êðàåâûõ) çàäà÷ äëÿ ëèíåíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ(èíòåãðàëüíûõ) óðàâíåíèé.Ïðèìåð 1.1. �åøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó:

x′ − x = 1, x(0) = 0.�åøåíèå. px− x = 1,⇒

x =
1

p− 1
· 1 ≡ 1

p
· 1

1− 1

p

· 1�îðìàëüíî ðàçëàãàåì â ðÿä:
x =

(
1

p
+

1

p2
+ . . .+

1

pn
+ . . .

)
· 1

1

p
· 1 =

∫ t

0

dt = t,
1

p2
· 1 ≡ 1

p
· 1
p
· 1 =

∫ t

0

t dt =
t2

2
, è ò.ä.òàê ÷òî

x(t) = t+
t2

2!
+ . . .+

tn

n!
+ . . . = et − 1,



4÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.Îáîñíîâàíèå ñèìâîëè÷åñêîãî (îïåðÿöèîííîãî) ìåòîäà äàíî Áðîìâè÷åì è Êàðñîíîì â 20-ûåãîäû XX-ãî ñòîëåòèÿ. Îíè ñâÿçàëè ýòîò ìåòîä ñ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðîáðàçîâàíèé, òî÷íååïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (�ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, �èçèê, àñòðîíîì, 1749�1827). Ïðè ýòîì pîêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì p = pRe + ipIm.Ñõåìà îïåðàöèîííîãî ìåòîäà. Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ x(t) äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî tèç íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû îò íåå.1. Ïåðåõîäèì ê îáðàçó X(p).2. Óðàâíåíèå íà x ïåðåõîäèò â àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå íà X .3. �åøàåì ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì X(p)4. Ïåðåõîäèì ê îðèãèíàëó x(t).(àíàëîãèÿ ñ ëîãàðè�ìèðîâàíèåì)1.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû.Îïðåäåëåíèå 1.1. Îðèãèíàëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ f(t) âåùåñòâåííîãîàðãóìåíòà t, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:(1) f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà âñþäó, êðîìå îòäåëüíûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê,ãäå îíà èìååò ðàçðûâû 1 ðîäà (ïðè÷åì íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå òàêèõ òî÷åê �êîíå÷íîå ÷èñëî), ò.å., äëÿ êàæäîãî t, êðîìå óêàçàííûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, íàéäóòñÿòàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A, a ≤ 1 è h0, ÷òî âûïîëíåíî
|f(t+ h)− f(t)| < A|h|aäëÿ âñåõ h, |h| < h0, ãäå A, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò t;(2) f(t) = 0 ïðè t < 0;(3) f(t) ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû, ò.å., |f(t)| < Mes0t äëÿ íåêîòîðîãî

M > 0 è âåùåñòâåííîãî s0, íàçûâàåìîãî ïîêàçàòåëåì ðîñòà f(t) (òî÷íåå, inf).Åñëè ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 3, òî f(t) = η(t)ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåì óñëîâèÿì.Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà �óíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p(èçîáðàæåíèå)(1.2) F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt.Ôóíêöèÿ η(t) � ïðîñòåéøèé ïðèìåð îðèãèíàëà (÷àñòî íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé �óíêöèåé). Âî-îáùå åå ÷àñòî îïóñêàþò, âñåãäà â ýòîì ìåòîäå ïîäðàçóìåâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2.Îïðåäåëåíèå 1.2. Èçîáðàæåíèåì �óíêöèè f(t) (no Ëàïëàñó) íàçûâàþò �óíêöèþ êîìïëåêñ-íîãî ïåðåìåííîãî p = s + iσ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (1.2). Ôðàçà ��óíêöèÿ f(t) èìååòñâîèì èçîáðàæåíèåì F (p)� çàïèñûâàåòñÿ êàê f(t) + F (p) èëè F (p) + f(t).(Ïðåîáðàçîâàíèå Õåâèñàéäà ñîäåðæèò ëèøíèé ìíîæèòåëü p.)Òåîðåìà 1.1. Äëÿ âñÿêîãî îðèãèíàëà f(t) èçîáðàæåíèå F (p) îïðåäåëåíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p =
s > s0, ãäå s0 � ïîêàçàòåëü ðîñòà f(t), è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè àíàëèòè÷åñêîé �óíê-öèåé p.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè ïî ñâîéñòâó 3:∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dt f(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣
≤M

∞∫

0

dt e−(s−s0)t =
M

s− s0
,òàê ÷òî â óêàçàííîé îáëàñòè èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè

Re p ≥ s1 > s0 ∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dt tf(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣
≤ M

∞∫

0

dt te−(s−s0)t =
M

(s1 − s0)2
.



5Ïîýòîìó â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 èíòåãðàë, ïîëó÷àþùèéñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî
p, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, èáî îí òàêæå ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì, íå çàâèñÿùèì îò
p. Èòàê, �óíêöèÿ F (p) â ëþáîé òî÷êå ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 îáëàäàåò ïðîèçâîäíîé. ×àñòîìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èçîáðàæåíèé çà ïðÿìóþ Re p > s0. Åñëèòî÷êà p ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî Re p íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, òî F (p) ñòðåìèòñÿê íóëþ â ñèëó ïåðâîé îöåíêè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F (p) → 0, åñëè p → ∞, îñòàâàÿñü âíóòðèëþáîãî óãëà −π/2 + δ < arg p < π/2 + δ, ãäå δ > 0 ñêîëü óãîäíî ìàëî, ïðè÷åì ýòà ñõîäèìîñòüðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî arg p. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, F (p) àíàëèòè÷íà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîéòî÷êå, òî F (p) → 0 ïðè p→ ∞ ïî ëþáîìó ïóòè; ñëåäîâàòåëüíî, F (p) ïðîñòî äîëæíà èìåòü íóëüâ áåñêîíå÷íîñòè.1.3. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.Òåîðåìà 1.2. Åñëè �óíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì è F (p) ñëóæèò åå èçîáðàæåíèåì, òîâ ëþáîé òî÷êå t, ãäå f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(1.3) f(t) =

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp eptF (p),ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ âäîëü ëþáîé ïðÿìîé Re p = a > s0 è ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãîçíà÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Çäåñü ïîòðåáóåòñÿ ëåììà Æîðäàíà.Ëåììà Æîðäàíà. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-íîãî z â îáëàñòè G = {z : Im z ≥ 0, |z| ≥ R0 > 0}, CR � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = R, Im z ≥ 0,
maxz∈CR

|f(z)| → 0 ïðè R → ∞, α > 0 Òîãäà(1.4) lim
R→∞

∫

CR

f(z)eiαz dz = 0Ìû ïðèâåäåì çäåñü, �àêòè÷åñêè, íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà, îïóñêàÿ íåêîòîðûå äåòàëè. Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ñòðîãîå è ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî, íàïðèìåð, â � 1, ï. 79 êíèãè: Ì.À.Ëàâ-ðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî�, ãë. VI.�àññìîòðèì èíòåãðàë
f(t) =

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
ept

p
,âçÿòûé âäîëü ïðÿìîé Re p = a > 0, ïðîõîäèìîé ñíèçó ââåðõ. Îáîçíà÷èì åùå ÷åðåç CR è C ′

R÷àñòè îêðóæíîñòè |p| = R, ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ïðÿìîé Re p = a, à ÷åðåç
a− ib è a+ ib � CR è C ′

R (íóæíî ñäåëàòü ðèñóíîê).Ïóñòü t > 0; òàê êàê 1/p → 0 ïðè R → ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg p, òî ïî ëåììåÆîðäàíà èìååì:
lim
R→∞

∫

CR

dp
ept

p
= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, èç òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ:

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
ept

p
+

∫

CR

dp
ept

p
= 2πiâ ïðåäåëå ïðè R → ∞ ïîëó÷èì, ÷òî(1.5) f(t) =

1

2πi
lim
b→∞

a+i∞∫

a−i∞

dp
ept

p
= 1



6ïðè t > 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì f(t) = 0 ïðè t < 0. Äàëåå, ìû èìååì:
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
ep(t−τ)

p
=

{
0, t < τ
1, t > τà òîãäà äëÿ �ñòóïåíüêè�

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
e−pτ1 − e−pτ2

p
=





0, t < τ1
1, τ1 < t < τ2
0, τ2 < t

.Ïðèáëèçèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé îðèãèíàë f(t) ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé. Â ñèëó ïîñëåäíåãîðàâåíñòâà òîãäà
f(t) ∼= 1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
n−1∑

k=0

f(τk)
e−pτk − e−pτk+1

p
=

=
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept

(
n−1∑

k=0

f(τk)e
−pτk∆′τk

)
,ãäå

∆′τk =
1− ep(τk−τk+1)

p
.Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå, êîãäà òî÷êè τk çàïîëíÿþò âåñü èíòåðâàë è âñå ∆′τk → 0, ìû ïîëó÷àåìèñêîìîå âûðàæåíèå îðèãèíàëà ÷åðåç åãî èçîáðàæåíèå

f(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept




τ∫

0

dτ f(τ)e−pτ


 .Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 1: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî�, ãë. VI.



72. Ëåêöèÿ 22.1. Åùå îäíà �îðìóëèðîâêà òåîðåìû îáðàùåíèÿ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî îðèãèíàë f(t) âïîë-íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì èçîáðàæåíèåì F (p) ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà f(t). Âñàìîì äåëå, ïî äîêàçàííîìó çíà÷åíèå îðèãèíàëà â òî÷êå åãî íåïðåðûâíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåçèçîáðàæåíèå F (p), à çíà÷åíèÿ îðèãèíàëà â òî÷êàõ ðàçðûâà, î÷åâèäíî, íå âëèÿþò íà èçîáðàæå-íèå.Òåîðåìà 2.1. Åñëè �óíêöèÿ F (p) àíàëèòè÷íà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0, ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè |p| → ∞ â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p ≥ a > s0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg p, è èíòåãðàë∫ a+i∞
a−i∞ dp F (p) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì �óíêöèè f(t), äàííîé â(1.3).Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî p0, Re p0 > a, òîãäà èç (1.3) ñëåäóåò:

∞∫

0

dt e−p0tf(t) =
1

2πi

∞∫

0

dt e−p0t




a+i∞∫

a−i∞

dp eptF (p)


 .Òàê êàê âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå p = a+ iσ, dp = idσ, òî ìîæíî âûíåñòè çà åãî çíàê ìíîæèòåëü

eat, è ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣∣∣∣∣

a+i∞∫

a−i∞

dp eiσtF (p)

∣∣∣∣∣∣
≤ eat

+∞∫

−∞

dσ |F (a+ iσ)|Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t, è, ñëåäîâàòåëüíî, âïðåäûäóùåé �îðìóëå ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû ïîëó÷èì:
∞∫

0

dt e−p0tf(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp F (p)

∞∫

0

dt e(p−p0)t =

=
−1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
F (p)

p− p0
.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû íà äóãå îêðóæíîñòè C ′

R: |p| = R, Re p > a, èìååì max |F (p)| → 0 ïðè
R → ∞, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣∣∣∣

∫

C′

R

dp
F (p)

p− p0

∣∣∣∣∣∣∣
→ 0â ýòîì ïðåäåëå. Ñëåäîâàòåëüíî

∞∫

0

dt e−p0tf(t) = F (p0),÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè t < 0 ïî ëåììå Æîðäàíà ìû ïîëó÷èì
f(t) = 0. Äàëåå, èç (1.3)

|f(t)| ≤ eat

2π

+∞∫

−∞

dσ |F (a+ iσ)| =Meat,òàê ÷òî è óñëîâèå 3 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Íà ïðîâåðêå óñëîâèÿ 1 ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.



82.2. Ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Åñëè f(t) è f ′(t) � îðèãèíàëû, f(t) + F (p), òî
lim
p→∞

pF (p) = f(0),ãäå p→ ∞ âíóòðè óãëà | arg p| < π/2− δ, ïðè íåêîòîðì δ > 0 è f(0) � ïðåäåë ñïðàâà. Åñëè òàæåñóùåñòâóåò limt→∞ f(t) = f(∞), òî
lim
p→0

pF (p) = f(∞),ãäå p→ 0 âíóòðè òîãî æå óãëà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) äè��åðåíöèðóåìà. Òîãäà ïåðâûé ïðåäåë ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõðàâåíñòâ:(2.1) pF (p) = p

∫ ∞

0

dt e−ptf(t) = −
∫
dt∞0

∂e−pt

∂t
f(t) = f(0) +

∫ ∞

0

dt e−ptf ′(t),è ïîñëåäíèé èíòåãðàë èñ÷åçàåò ïðè p → ∞. Åñëè �óíêöèÿ f(t) íå äè��åðåíöèðóåìà, òî ååñêîëüêî óãîäíî òî÷íî ìîæíî ïðèáëèçèòü äè��åðåíöèðóåìîé, ïîñëå ÷åãî ïðîõîäèò òîæå äîêà-çàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïðåäåëà çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå limt→∞ f(t) âëå-÷åò îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè f(t). Ïîýòîìó s0 = 0 è ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.1) ñóùåñòâóåòïðè ëþáîì p, Re p > 0 è ñóùåñòâóåò ïðè p = 0. Â óêàçàííîì â óñëîâèè óãëó îí ñõîäèò-ñÿ ðàâíîìåðíî ïî p, òàê ÷òî â (2.1) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó p → 0 â ýòîì óãëó, ÷òî äàåò∫∞
0
dt f ′(t) = limp→0 pF (p)− f(0).Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîêàçàòåëü-ñòâå òîãî, ÷òî pF (p)− f(0) èìååò ñâîèì îðèãèíàëîì f ′(t) ïî �îðìóëå

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept(pF (p)− f(0))ïîñëåäíèé èíòåãðàë íåëüçÿ ðàçáèâàòü íà äâà, à ñëåäóåò çàïèñûâàòü êàê
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp pept
(
F (p)− f(0)

p

)
=

d

dt

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
(
F (p)− f(0)

p

)
=(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà)

=
d

dt
(f(t)− f(0)η(t)) = f ′(t) ïðè t > 0.2.3. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:(2.2) 1 +

1

p
ïðåîáðàçîâàíèå η(t); ep0t +

1

p− p0
.Äàëåå îáîçíà÷àåì: f(t) + F (p), g(t) + G(p) è ò.ä.I Ëèíåéíîñòü: αf(t) + βg(t) + αF (p) + βG(p).II Ïîäîáèå: äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãîα > 0 èìååì f(αt) + 1

α
F
(
p
α

).III Åñëè �óíêöèÿ f(t) íàïðåðûâíà ïðè t > 0 è f ′(t) (èëè f (n)(t)) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, òî
f ′(t) + pF (p)− f(0),

f (n)(t) + pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− fn−1(0),ãäå f (k)(0) = limt→+0 f
(k)(t).IV Äè��åðåíöèèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ: F (n)(p) + (−t)nf(t).V Èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà: ∫ t

0
f(τ)dτ +

F (p)
p
.Åñëè f(t) � îðèãèíàë, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(t) = ∫ t

0
dt f(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì.Òîãäà ïî III f(t) = g′(t) + pG(p) (ó÷ëè, ÷òî g(0) = 0). Îòêóäà, f(t) ∼ F (p) = pG(p),îòêóäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò.



9VI Èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ. Åñëè èíòåãðàë ∫∞
p
dp F (p) ñõîäèòñÿ, òî îí ñëóæèò èçîá-ðàæåíèåì �óíêöèè f(t)/t:

f(t)

t
+

∫ ∞

p

dp F (p),ò.å. èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ðàâíîñèëüíî äåëåíèþ îðèãèíàëà íà t.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: ∫∞
p
dp F (p) =

∫∞
p
dp
∫∞
0
dt e−ptf(t). Ïóñòü ïóòü èíòåãðèðîâà-íèÿ (p,∞) âåñü ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè Re p ≥ a > s0. Òîãäà∣∣∫∞

0
dt e−ptf(t)

∣∣ ≤M
∫∞
0
dt e−(a−s0)t, ÷òî äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü îòíîñèòåëü-íî ýòîãî èíòåãðàëà ïî p. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
∫ ∞

p

dp F (p) =

∫ ∞

0

dt e−pt
f(t)

t
,îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. Îòñþäà æå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.VII Òåîðåìà çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî τ > 0: f(t− τ) + e−pτF (p).VIII Òåîðåìà ñìåùåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî p0: ep0tf(t) + F (p− p0).2.4. Ñâåðòêà, òåîðåìà Áîðåëÿ è èíòåãðàë Äþàìåëÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿïîíÿòèå ñâåðòêè �óíêöèé. Ñâåðòêîé �óíêöèé f(x) è g(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ(2.3) (f ∗ g)(x) =

∫
dy f(x− y)g(y),åñëè äàííûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ïðåïîëîæåíèè óêàæåì ïðîñòåé÷èå ñâîéñòâà ñâåðòêè.(1) Ñâåðòêà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.(2) Ñâåðòêà êîììóòàòèâíà: f ∗ g = g ∗ f .(3) Äèñòðèáóòèâíîñòü: f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.(4) Àññîöèàòèâíîñòü: f∗(g∗h) = (f∗g)∗h. Òðåáóåò äëÿ ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè âñåõ èíòåãðàëîâ â �îðìàëüíîé âûêëàäêå

(f ∗ (g ∗ h))(x) =
∫
dy f(x− y)

∫
dz g(y − z)h(z) =

=

∫
dz

(∫
dy f(x− y)g(y − z)

)
h(z) =

=

∫
dz

(∫
dy f(x− z − y)g(y)

)
h(z) =

=

∫
dz(f ∗ g)(x− z)h(z) = ((f ∗ g) ∗ h)(x).Ñâåðòêà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, åñëè �óíêöèè - îðèãèíàëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Òî-ãäà, êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (2) îðèãèíàëà(2.4) (f ∗ g)(t) =

t∫

0

dτ f(t− τ)g(τ),÷òî îïðåäåëåíî â ñèëó ñâîéñòâà (3) è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè t < 0. Ïóñòü s0 � íàèáîëüøåå èçïîêàçàòåëåé ðîñòà îðèãèíàëîâ, òîãäà
∣∣∣∣
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ)

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣
∫ t

0

dτ es0τes0(t−τ)
∣∣∣∣ =Mtes0t,ò.å. òàêîé èíòåãðàë èìååò ïîêàçàòåëü s0 + ǫ, ãäå ǫ � ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà äâóõ èçîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà. Äåéñòâè-òåëüíî, ïîñêîëüêó f(t) è g(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåì ñâîéñòâàì èçîáðàæåíèé, ñïðàâåäëèâû



10ñëåäóþùèå îöåíêè:
|(f ∗ g)(t+ h)− (f ∗ g)(t)| =

=

∣∣∣∣∣∣

t+h∫

t

dτ f(t+ h− τ)g(τ) +

t∫

0

[f(t+ h− τ)− f(t− τ)]g(τ)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤M1M2

t+h∫

t

dτ e(t+h−τ)s1+τs2 + |h|aA(t)M2

t∫

0

dτes2τ ≤ |h|a′A′,ãäå |h| ≤ h′0 äëÿ íåêîòîðûõ íîâûõ êîíñòàíò a′, A′ è h0, ãäå A′, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòüîò t. ×òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî �åëüäåðà äëÿ ñâåðòêè.Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó óìíîæåíèÿ (òåîðåìó Áîðåëÿ):Òåîðåìà 2.2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ èçîáðàæåíèé F (p) è G(p) òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì,ïðè÷åì:
F (p)G(p) + (f ∗ g)(t).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ ñâåðòêè èìååì:

∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ) +

∫ ∞

0

dt e−pt
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ).Ñïðàâà çäåñü ñòîèò äâóêðàòíûé èíòåãðàë ïî ñåêòîðó ïëîñêîñòè (t, τ): èíòåãðèðîâàíèå ïî τâåäåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî t, à çàòåì po t îò 0 äî ∞. Òàê êàê ïðè Re p > s0 ýòîò äâóêðàòíûé èí-òåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî â íåì ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿì, è ìû ïîëó÷èì(çàìåíÿÿ åùå t íà t1 = t− τ :
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ) +

∫ ∞

0

dτ f(τ)

∫ ∞

τ

dt e−ptg(t− τ) =

=

∫ ∞

0

dτ e−pτf(τ)

∫ ∞

0

dt1 e
−pt1g(t1) = F (p)G(p),÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà Áîðåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî óìíîæåíèå èçîáðàæåíèé ðàâíî-ñèëüíî ñâåðòûâàíèþ îðèãèíàëîâ.Â ïðèëîæåíèÿõ ïîëåçíî ñëåäñòâèå òåîðåìû óìíîæåíèÿ, êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäàíàäî íàéòè îðèãèíàë ïðîèçâåäåíèÿ pF (p)G(p). Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ îðè-ãèíàëà è (2.2), èìååì èíòåãðàë Äþàìåëÿ:

pF (p)G(p) + f(0)g(t) + (f ′ ∗ g)(t),÷òî ëåãêî ñëåäóåò èç (2.2) è ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà. Â ñèëó ñèììåòðèè ñâåðòêèèíòåãðàë Äþàìåëÿ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå êàê
pF (p)G(p) + f(0)g(t) + (g ∗ f ′)(t),à ïåðåñòàâëÿÿ F ↔ G, ïîëó÷àåì

pF (p)G(p) + f(t)g(0) + (g′ ∗ f)(t) ≡ g(0)f(t) + (f ∗ g′)(t),Ñïðàâåäëèâà òàêæå òåîðåìà äâîéñòâåííàÿ òåîðåìå óìíîæåíèÿ.Òåîðåìà 2.3. Ïóñòà äàíû äâà îðèãèíàëà f(t) è g(t) ñ ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà s1 è s2. Èõ ïðîèç-âåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, ïðè÷åì
f(t)g(t) +

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dq F (q)G(p− q),ãäå a > s1 è Re p > s2 + a.



11Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâåäåíèå f(t)g(t), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äëÿîðèãèíàëîâ, ïîýòîìó äëÿ åãî èçîáðàæåíèÿ èìååì
f(t)g(t) +

∫ ∞

0

dt e−pyf(t)g(t).Âîçüìåì a > s1 è çàìåíèì f(t) ïî �îðìóëå îáðàùåíèÿ:
f(t)g(t) +

1

2πi

∫ ∞

0

dt





a+i∞∫

a−i∞

dq eqtF (q)



 e−ptg(t) =

=
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dq

{
F (q)

∫ ∞

0

dt e−(p−q)tg(t)

}
,ãäå ïåðåñòàíîâî÷íîñòü èíòåãðàëîâ ñëåäóåò èç èõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîëàãàÿ Re p > s2+a,ïîëó÷àåì ÷òî Re(p−q) > s2, ïîñêîëüêó Re q = a. Ïîýòîìó âíóòðåííîé èíòåãðàë ðàâåí G(p−q).�Çàìåòèì ÷òî òàê êàê a ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê s1, òî èçîîáðàæåíèå �óíêöèè

f(t)g(t) îïðåäåëåíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p > s, ãäå s = s1 + s2 � ïîêàçàòåëü ðîñòà ýòîé �óíêöèè.2.4.1. Ïðèìåðû. Ñâîéñòâî 1 (ëèíåéíîñòü) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïî (2.2) òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ,êàê
sinωt =

eiωt − e−iωt

2i
+

1

2i

(
1

p− iω
− 1

p+ iω

)
=

ω

p2 + ω2
,

cosωt =
p

p2 + ω2
, sinhωt +

ω

p2 − ω2
, coshωt +

p

p2 − ω2Ñâîéñòâî IV ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïî (2.2)
tn +

n!

pn+1
, tnep0t +

n!

(p− p0)n+1à èç ïðåäûäóùèõ �îðìóë
t sinωt =+

2pω

(p2 + ω2)2
, t cosωt =+

p2 − ω2

(p2 + ω2)2
,Â ñèëó (2.2)

ebt − eat +
1

p− b
− 1

p− a
,òàê ÷òî ïî Ñâîéñòâó VI, ïîëó÷àåì

ebt − eat

t
+

∞∫

p

dp′
(

1

p′ − b
− 1

p′ − a

)
= ln

p− a

p− b
.Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ïî èçîáðàæåíèþ ñèíóñà ïîëó÷àåì:

sin t

t
+

∞∫

p

dp′

1 + p′2
= arcctg p.Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî V, íàéäåì èçîáðàæåíèå èíòåãðàëüíîãî ñèíóñàsit ≡ ∫ t

0

sin t

t
+

arcctg p

p



122.4.2. Íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Ïóñòü çà-äàí äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîðÿäêà n:
L = a0

dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ . . .+ an.Òðåáóåòñÿ ðåøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

Lx(t) = f(t),(2.5)
x(0) = x0, x′(0) = x1, . . . , x

(n−1)(0) = xn−1,(2.6)ïðè÷åì a0 6= 0, è f(t) è x(t) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî n-ãî ïîðÿäêà ñóòü îðèãèíà-ëû: F (p) + f(t) X(p) + x(t). Òîãäà, ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ è ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåìîïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:
(a0p

n + a1p
n−1 + . . .+ an)X(p) = F (p) + x0(a0p

n−1 + a1p
n−2 + . . .+ an−1)+

+ x1(a0p
n−2 + a1p

n−3 + . . .+ an−2) + xn−1a0,ò.å.
A(p)X(p) = F (p) +B(p).Îòñþäà
X(p) =

F (p) +B(p)

A(p)
.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âñåãäà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ îðèãè-íàëîì X(p).�àññìîòðèì ïðèìåð: ðåøèòü óðàâíåíèå x′′ − x = 1 ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîñêàçàííîìó

X(p) =
1

p2 − 1

(
1

p
+ x0p+ x1

)
,òàê ÷òî x(t) = (1 + x0) cosh t+ x1 sinh t− 1.Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (2.5) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.6). Ïóñòü èçâåñòíî ðåøåíèå

x1(t) óðàâíåíèÿ Lx1(t) = 1. Òîãäà èìååì:
A(p)X(p) = F (p), A(p)X1(p) =

1

p
,îòêóäà X(p) = pX1(p)F (p). Ïîýòîìó, ïî �îðìóëå Äþàìåëÿ

x(t) =

∫ t

0

dτ x′1(t− τ)f(τ).Òàêèì îáðàçîì x′1(t− τ) � �óíêöèÿ �ðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà íà÷àëüíîé çàäà÷è (çàäà÷è Êîøè) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñó-ùåñòâóåò, ðàâíà 0 ïðè t < s, çàâèñèò îò ðàçíîñòè t− s ïðè s < t è çàäàåòñÿ �îðìóëîé Äþàìåëÿ.Ëèòåðàòóðà ê Ëåêöèè 2: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî�, ãë. VI.



133. Ëåêöèÿ 3.3.1. �ðàíè÷íûå çàäà÷è è èõ �óíêöèè �ðèíà. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷,ïðè÷åì ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå �óíêöèè � îðèãèíàëû äëÿ ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïóñòü L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð n-ãî ïîðÿäêà
Lx = a0(x)

dn

dxn
+ a1(x)

dn−1

dxn−1
+ . . .+ an(x),ãäå a0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî. Ïóñòü íàì ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó(3.1) Lxf(x) = g(x), a < x < b,ãäå a è b êîíå÷íû, à âñå çàäàííûå �óíêöèè ai(x) è g(x) ãëàäêèå è äè��åðåíöèðóåìûå íóæíîå÷èñëî ðàç. Ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, áóäåì èñêàòü åãî äëÿ ëþáîé �óíêöèè g(x) ââèäå(3.2) f(x) =

x∫

a

dy G+(x, y)g(y) +

b∫

x

dy G−(x, y)g(y)ãäå G+(x, y) è G−(x, y) � ãëàäêèå n ðàç äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè x. Î÷åâèäíî, ÷òî
f ′(x) = G+(x, x)g(x)−G−(x, x)g(x) +

x∫

a

dy G′
+(x, y)g(y) +

b∫

x

dy G′
−(x, y)g(y),ãäå G+(x, x) = G+(x, x − 0), G−(x, x) = G+(x, x + 0), è øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x.Åñëè n > 0, òî ïðè ïîäñòàíîâêå â (3.2) ìû ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè g. Ïîýòîìó ýòîò÷ëåí ñëåäóåò çàíóëèòü, íàëîæèâ óñëîâèå G+(x, x) = G−(x, x), a < x < b. Äàëåå, ïî èíäóêöèè,ïîëó÷àåì, ÷òî ìû äîëæíû íàëîæèòü óñëîâèÿ

G
(k)
+ (x, x) = G

(k)
− (x, x), k = 0, . . . , n− 2,÷òî äàåò ïðè k = 1, . . . , n− 1:

fk(x) =

x∫

a

dy G
(k)
+ (x, y)g(y) +

b∫

x

dy G
(k)
− (x, y)g(y).Òîãäà

f (n)(x) =
(
G

(n−1)
+ (x, x)−G

(n−1)
− (x, x)

)
g(x)+

+

x∫

a

dy G
(n)
+ (x, y)g(y) +

b∫

x

dy G
(n)
− (x, y)g(y).Ïîäñòàíîâêà â (3.2) äàåò:

LxG+(x, y) = 0, a < y < x < b,

LxG−(x, y) = 0, a < x < y < b,

G
(n−1)
+ (x, x)−G

(n−1)
− (x, x) = a0(x).Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè�óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ò.å. òàêîåðåøåíèå, ÷åðåç êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ëþáîå äðóãîå:(3.3) f(x) =

b∫

a

dy G(x, y)g(y), G(x, y) = η(x− y)G+(x, y) + η(y − x)G−(x, y).Íàëîæèâ íà íåãî íåîáõîäèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷àåì �óíêöèþ �ðèíà. Ïðèýòîì n óñëîâèé �íà äèàãîíàëè� y = x óæå áûëè íàëîæåíû. Îñòàåòñÿ íàëîæèòü åùå n ãðàíè÷íûõóñëîâèé.



14 Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî Lx b∫
a

dy G(x, y)g(y) = g(x), ò.å., âñå âìåñòå äàåò �óíêöèîíàë, îòîáðàæà-þùèé �óíêöèþ â åå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì ýòîãî �óíêöèîíàëà.Òàêîé �óíêöèîíàë áûëë ââåäåí Äèðàêîì è íàçâàí δ-�óíêöèåé, ïðè÷åì îí ïîäðàçóìåâàë èìåííî�èíòåãðàëüíóþ� �îðìó çàïèñè:(3.4) ∫
dx δ(x)f(x) = f(0).Òîãäà ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü êàê(3.5) LxG(x, y) = δ(x− y).Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 3: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî�, ãë. VI.



154. Ëåêöèÿ 44.1. Îáîáùåííûå �óíêöèè: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî δ-�óíêöèÿ íå åñòü�óíêöèÿ â ñòàíäàðòíîì ïîíèìàíèè (�îí Íåéìàí!): ïðè âñåõ x 6= 0 îíà ðàâíà íóëþ, à èíòåãðàëîò íåå íóëþ íå ðàâåí, â ÷àñòíîñòè ∫ dx δ(x) = 1. Ôàêòè÷åñêè, ìû âñòðå÷àëèñü ñ íåé è ðàíåå,êîãäà èñïîëüçîâàëè �îðìóëó Äþàìåëÿ. Âåäü, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû ðåøàëè óðàâíåíèå íà x1(t):
Lx1(t) = η(t), à äëÿ �îðìóëû Äþàìåëÿ íàì íóæíà ïðîèçâîäíàÿ x′1(t−τ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-åò óðàâíåíèþ Lx′1(t−τ) =

dη(t− τ)

dt
, òàê ÷òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ η(t) åñòü δ(t).Èòàê, íàì íóæíû ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû íà �ãëàäêèõ� �óíêöèÿõ: ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ f(x) = 1/xïðàâàÿ ÷àñòü (3.4) íåîïðåäåëåíà. Ôàêòè÷åñêè, ìû óæå ïîëüçîâàëèñü òàêèìè �óíêöèîíàëàìè,çàäàííûìè èíòåãðàëàìè è ñâåðòêàìè, ïðè÷åì íàì ñîâñåì íå ìåøàëî, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ�óíêöèè íå áûëè îïðåäåëåíû - ëèøü áû ñóùåñòâîâàëè èíòåãðàëû. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêîîáîáùèòü ïîíÿòèå �óíêöèè, íî è ñäåëàòü èõ âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè, èñïîëüçóÿ�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, êàê îïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì, ÷òîáû íå ìåøàëè ãðàíè÷íûå÷ëåíû, æåëàòåëüíî âûáðàòü �óíêöèè, íà êîòîðûõ çàäàíû ýòè �óíêöèîíàëû äîñòàòî÷íî áûñòðîóáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Èòàê, ìû ââîäèì äâà ìíîæåñòâà îñíîâíûõ �óíêöèé.Îïðåäåëåíèå 4.1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìûõ �óíêöèé φ(x), x = {x1, . . . , xn} ∈ Rn îò n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ìû ãîâîðèì,÷òî �óíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó1) D îñíîâíûõ �óíêöèé (ïðîñòðàíñòâó �èíèòíûõ �óíêöèé), åñëè îíà �èíèòíà, ò.å., îáðà-ùàåòñÿ â íîëü âíå íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè â Rn.2) S îñíîâíûõ �óíêöèé (ïðîñòðàíñòâó áûñòðî óáûâàþùèõ �óíêöèé), åñëè ïðè |x| → ∞ îíàñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè

|x|, ò.å. ïðè âñåõ x âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
|xkφ(q)(x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . .Ïðèìåðû:

φ(x) =




exp

a2

x2 − a2
, åñëè x2 < a2,

0, åñëè x2 ≥ a2,
∈ D ,(4.1)

φ(x) = e−x
2 ∈ S .(4.2)Ïîíÿòíî, ÷òî îáà ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíû. Çàäàäèì íà íèõ òîïîëîãèþ ïîñðåäñòâîìÎïðåäåëåíèå 4.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . ,

φn(x), . . .1) ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå D, åñëè âñå �óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàùàþòñÿâ íîëü âíå îäíîé è òîé æå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, êàê è èõïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäà,2) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè φ(x) â ïðîñòðàíñòâå S , åñëè â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîèç-âîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò φn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèè φ(x) è â îöåíêàõ
|xkφ(q)

n (x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . . ,ïîñòîÿííûå Ck,q ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñÿùèìè îò n.Ïîíÿòíî, ÷òî D ⊂ S , ïðè÷åì ïëîòíî â íåì (äîêàçàòåëüñòâî: óìíîæèì �óíêöèþ èç S íà�óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â (4.1) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó a→ ∞).Îïðåäåëåíèå 4.3. Îáîáùåííîé �óíêöèåé, çàäàííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå îñ-íîâíûõ �óíêöèé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èíû-ìè ñëîâàìè, êàæäîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ñîïîñòîâëÿåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (f, φ), ïðè-÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:



16 1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a1 è a2 è ëþáûõ äâóõ îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x) è φ2(x) èìååò ìåñòîðàâåíñòâî (f, a1φ1 + a2φ2) = a1(f, φ1) + a2(f, φ2) (ëèíåéíîñòü);2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x), . . . ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (f, φ1), (f, φ2), . . . ,
(f, φn), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ (íåïðåðûâíîñòü).Èíûìè ñëîâàìè, f ∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå k m

|(f, φ)| ≤ sup
x∈Rn

|xkφ(m)(x)|.Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ â êàæäîé êîíå÷íîé îáëàñòèïðîñòðàíñòâà R
n (íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé). Çàäàäèì �óíêöèîíàë(4.3) (f, φ) =

∫
dx f(x)φ(x).Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 4: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàäíèìè�, ãë. I; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.



175. Ëåêöèÿ 55.1. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ �óíêöèé. �åãóëÿðèçàöèÿ 1/x:
(
1

x
, φ

)
=

−a∫

−∞

dx
φ(x)

x
+

b∫

−a

dx
φ(x)− φ(0)

x
φ(x) +

∞∫

b

dx
φ(x)

x
,äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæñèòåëüíûõ a è b. Åñëè a = b, òî ýòà ðåãóëÿðèçàöèÿ ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûìçíà÷åíèåì (

1

x
, φ

)
= p.v. ∫ dx

φ(x)

x
≡ lim

ǫ→0

∫

|x|>ǫ

dx
φ(x)

x
≡

∞∫

0

dx
φ(x)− φ(−x)

x
.Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 îçíà÷àåò, ÷òî (f, φ) = 0 äëÿêàæäîé îñíîâíîé �óíêöèè φ, îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè U . Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f , îò-âå÷àþùàÿ îáû÷íîé �óíêöèè f(x), ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0, åñëè ïî÷òè âñþäó âýòîé îêðåñòíîñòè �óíêöèÿ f(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ δ(x−x0) ðàâíà íóëþâ îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, îòëè÷íîé îò x0. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðàâíà íóëþ â îòêðûòîéîáëàñòè G, åñëè îíà ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ýòîé îáëàñòè. Åñëè îáîáùåííàÿ�óíêöèÿ f íå ðàâíà íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñó-ùåñòâåííîé äëÿ f (íîëü - ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà äëÿ f(x) = x2). Îáîáùåííûå �óíêöèè f è gñîâïàäàþò â îòêðûòîé îáëàñòè G, åñëè ðàçíîñòü f − g â ýòîé îáëàñòè ðàâíà íóëþ. Åñëè f è

g ñîâïàäàþò â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè, òî îíè ñîâïàäàþò â öåëîì, ò.å. (f, φ) = (g, φ) äëÿëþáîé φ. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G, åñëè â ýòîé îáëàñòè îíà ñîâïàäàåò ñíåêîòîðîé îáû÷íîé ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x).Óêàçàííàÿ âûøå ðåãóëÿðèçàöèÿ äàåò ïðèìåð ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è: ïóñòü äàíà �óíêöèÿ
f(x), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüío èíòåãðèðóåìîé. Íàéòè îáîáùåííóþ �óíêöèþ f , ñîâïàäàþ-ùóþ ñ äàííîé âî âñåõ òî÷êàõ åå ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî: exp 1/x.Ïðè ýòîì ñëåäóåò ñîõðàíèòü îñíîâíûå îïåðàöèè: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî, óìíîæåíèåíà �óíêöèþ, ñäâèã àðãóìåíòà, äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. ×àñòü èõ îïðåäåëÿåòñÿòðèâèàëüíî ïóòåì ïåðåíîñà îáðàòíûõ îïåðàöèé íà îñíîâíûå �óíêöèè. �àññìîòðèì çàìåíó ïåðå-ìåííûõ. Ïóñòü äàíû ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ f(x) è áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ a(x), òîãäà äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x)

∫
dx f(a(x))φ(x) =

∫
dy (a−1(y))′f(y)φ(a−1(y))ãäå y = a(x) è a−1 îçíà÷àåò îáðàòíóþ �óíêöèþ. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå (a−1(y))′φ(a−1(y))òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé �óíêöèåé (â ïðîñòðàíñòâå S ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü ðîñòà a(x) íà áåñ-êîíå÷íîñòè). Ïîýòîìó êàæäîé îáîáùåííîé �óíêöèè f ìû ñîïîñòàâëÿåì îáîáùåííóþ �óíêöèþ

f(a) ïî ïðàâèëó:
(f(a), φ) = (f, (a−1)′φ(a−1))Â ÷àñòíîñòè

(δ(a), φ) = (a−1(y))′φ(a−1(y))|y=0.Ïóñòü a(x0) = 0 � íîëü (åäèíñòâåííûé) �óíêöèè a(x). Òîãäà δ(a(x)) = δ(x−x0)
a′(x0)

. Â íåêîòîðûõñëó÷àÿõ ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè. Íàïðèìåð
δ(a(x)) =

∑

j

δ(x− xj)

|a′(xj)|
,ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íóëÿì xj �óíêöèè a(x). Ïîíÿòíî, ÷òî âñå íóëè äîëæíû áûòüïðîñòûìè.Îáùåå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé íåâîçìîæíî, îäíàêî ìîæíî îïðå-äåëèòü óìíîæåíèå íà áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ a(x), ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîéîñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ïðîèçâåäåíèå a(x)φ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé �óíêöèåé (äëÿ ïðî-ñòðàíñòâà S ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü îò a(x) ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûñòðåå ïîëèíîìèàëüíîãî).



18À åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn(x) → 0, òî è a(x)φn(x) → 0 â ñìûñëå îñíîâíûõ �óíêöèé. Ïîýòîìóêàæäîé îáîáùåííîé �óíêöèè f ìîæíî ñîïîñòàâèòü îáîáùåííóþ �óíêöèþ af ïîñðåäñòâîì
(af, φ) = (f, aφ),÷òî äàåò ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé (â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå) �óíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâåîñíîâíûõ �óíêöèé.5.2. Ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ �óíêöèé è δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìû ãîâî-ðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ �óíêöèé f1, f2, . . . ñõîäèòñÿ ê ê îáîáùåííîé �óíêöèè

f , åñëè
lim
n→∞

(fn, φ) = (f, φ).Òîãäà äè��åðåíöèðîâàíèå � íåïðåðûâíàÿ îïåðàöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîáîáùåííûõ �óíêöèé fn → f n→ ∞(
∂fn
∂x

, φ

)
= −

(
fn,

∂φ

∂x

)
→ −

(
f,
∂φ

∂x

)
=

(
∂f

∂x
, φ

)
.Ïðèìåð: fn(x) = sinnx

n
.

δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðíûõ �óíêöèîíàëîâ, ñõîäÿùàÿñÿê δ-�óíêöèè. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:à) äëÿ ëþáîãî M > 0 ïðè |a| ≤M è |b| ≤M âåëè÷èíû ∣∣∫ dxfn(x)∣∣ îãðàíè÷åíû ïîñòîÿííîé íåçàâèñÿùåé îò a, b è n (íî âîçìîæíî çàâèñÿùåé îò M);á) ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ a < b, îòëè÷íûõ îò íóëÿ,
lim
n→∞

b∫

a

dx f(x) =

{
0 ïðè a < b < 00 < a < b

1 ïðè a < 0 < bÏóñòü fn(x) òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Fn(x) =∫∞
x−1

dy fn(y). Îíà ðàâíîìåðíî ïî n îãðàíè÷åíà â êàæäîì ïðîìåæóòêå, òàê ÷òî Fn(x) → η(x).Îòñþäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè äè��åðåíöèðîâàíèÿ fn(x) → δ(x). Ïðèìåð: fn(x) = 1
ǫ
η−ǫ,0(x) −

1√
ǫ
η0,ǫ(x).Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 5: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàäíèìè�, ãë. I; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.



196. Ëåêöèÿ 66.1. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé. Èç êóðñàÒÔÊÏ èçâåñòíî, ÷òî åñëè C � êðèâàÿ â C è f(ξ) � èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ íà C, òî îïðåäåëåíèíòåãðàë òèïà Êîøè
Φ(z) =

1

2πi

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − zÓòâåðæäåíèå. Φ(z) àíàëèòè÷íà âíå C (ïî òåîðåìå î çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà)), íî íà C�óíêöèÿ Φ(z) íå îïðåäåëåíà. ×åìó ðàâåí ïðåäåë Φ(z), êîãäà z → ξ0 ∈ C, åñëè îí ñóùåñòâóåò?Ïðèìåð. C � çàìíêíóòûé êîíòóð. f(ξ) � îãðàíè÷åíèå íà C ãîëîìîð�íîé �óíêöèè. Òîãäà ïîòåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ
Φ(z) =

1

2πi

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − z
=

{
f(z), z âíóòðè C
0, z âíå C .Îáùèé ñëó÷àé äàåòñÿ òåîðåìîé Ñîõîöêîãî.Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f(ξ) ëîêàëüíî è ãëîáàëüíî èíòåãðèðóåìà íà C è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ�åëüäåðà â îêðåñòíîñòè ξ0, ãäå ξ0 ∈ C � íå òî÷êà èçëîìà è íå êîíöåâàÿ òî÷êà. Òîãäà

Φ(z) →





1

2πi
p.v.∫

C

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
+
f(ξ0)

2
, z → ξ0ñëåâà,

1

2πi
p.v.∫

C

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
− f(ξ0)

2
, z → ξ0ñïðàâà,ãäå p.v. � ïðåäåë èíòåãðàëà ïî C ñ âûðåçàííûì âîêðóã ξ0 ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ξ0îòðåçêîì ïðè ñòðåìëåíèè åãî äëèíû ê íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ C = R. Ñ÷èòàåì, ÷òî f(ξ) óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà

+∞∫

−∞

dξ f(ξ)

ξ − z
= lim

R→∞

+R∫

−R

dξ f(ξ)

ξ − z
.Ïîñêîëüêó f(ξ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà, òî ïðè z → ξ0 ∈ R

+R∫

−R

dξ (f(ξ)− f(z))

ξ − z
→

+R∫

−R

dξ (f(ξ)− f(ξ0))

ξ − ξ0òîãäà
+∞∫

−∞

dξ (f(ξ)− f(z))

ξ − z
→

+∞∫

−∞

dξ (f(ξ)− f(ξ0))

ξ − ξ0
= p.v. +∞∫

−∞

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
.Çäåñü ãëàâíîå çíà÷åíèå ââèäó îñîáåííîñòè îêîëî ξ0: íà áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ââèäóóáûâàíèÿ f(ξ). Äàëåå, ïðè ǫ > 0

+R∫

−R

dξ

ξ − z

∣∣∣∣∣
z=ξ0±iǫ

=

+R∫

−R

dξ

ξ − ξ0 ∓ iǫ
=

= ln(ξ − ξ0 ∓ iǫ)
∣∣ξ=R
ξ=−R =

= lnR + i arg (R− ξ0 ± iǫ)− lnR− i arg (−R − ξ0 ± iǫ).Ïîýòîìó â ïðåäåëå ǫ→ +0
+∞∫

−∞

dξ f(z)

ξ − z
→ ±iπf(ξ0).



20Çàìå÷àíèå 6.1. Ïóñòü Φ±(z) � èíòåãðàëû Êîøè 1

2πi

∫
dξ f(ξ)

ξ − z
â âåðõíåé è íèæíåé ïîëó-ïëîñêîñòÿõ. Ïî �îðìóëå Ñîõîöêîãî Φ±(z) èìåþò ïðåäåëû ïðè ξ → R, ïðè÷åì





Φ+(ξ)− Φ−(ξ) = f(ξ),

Φ+(ξ) + Φ−(ξ) =
1

πi
p.v. +∞∫

−∞

dξ′ f(ξ′)

ξ′ − ξ
.Ëþáàÿ f ∈ C1(R) f → 0, óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðåäñòàâèìà êàê ñêà÷îê ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé.Çàìå÷àíèå 6.2. Äëà ëþáîé φ ∈ D ïî �îðìóëå Ñîõîöêîãî�Âåéðøòðàññå

1

2πi

∫
dx φ(x)

x− (ξ ± i0)
=

1

2πi
p.v.∫ dx φ(x)

x− ξ
± φ(ξ)

2
,òàê ÷òî òåîðåìà åñòü ðàñøèðåíèå �îðìóëû ñ D íà �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �åëü-äåðà.6.2. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé è ñâåðòêà. Ïóñòü çàäàíû îáîáùåííûå�óíêöèè f(x) è g(x). Ïóñòü φ(x, y) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ, ñêàæåì èç D(R2). Òîãäà ïðÿìîå ïðî-èçâåäåíèå f × g îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(f(x)× g(y), φ(x, y)) = (f(x), (g(y), φ(x, y))).Ñâîéñòâà: Êîììóòàòèâíîñòü: f(x)× g(y)Àññîöèàòèâíîñòü: f(x)× {g(y)× h(z)} = {f(x)× g(y)} × h(z).Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ëþáóþ îñíîâíóþ �óíêöèþ φ(x, y) ìîæíî ïðèáëèçèòüñóììàìè ∑n
j=1 φj(x)ψj(y), ãäå j = 1, 2, . . ., n = 1, 2, . . . è φj(x) è ψj(y) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòèîñíîâíûõ �óíêöèé ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî,

(f(x)× g(y), φ(x)ψ(y)) = (f(x), φ(x))(g(y), ψ(y)).Åñëè f(x) è g(x) � äâå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèè íà ïðÿìîé, òî èõ ñâåðòêà îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê
(f ∗ g)(x) =

∫
dyf(y)g(x− y) ≡

∫
dyf(x− y)g(y).Òàê ÷òî äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x):

((f ∗ g)(x), φ(x)) =
∫
dx

∫
dyf(y)g(x)φ(x+ y).Ïîýòîìó äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé f è g ìû îïðåäåëèì ñâåðòêó êàê

(f ∗ g, φ) = (f(x)× g(y), φ(x+ y)),åñëè óêàçàííûé �óíêöèîíàë ñóùåñòâóåò. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî φ(x + y) íå åñòü îáîáùåííàÿ�óíêöèÿ, òàê ÷òî îí íå îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îïðåäåëåíèå îñìûñëåíî, åñëè1) îäíà èç îáîáùåííûõ �óíêöèé èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü;2) íîñèòåëè îáîèõ îáîáùåííûõ �óíêöèé îãðàíè÷åíû ñ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû, íàïðèìåð,
f = 0 ïðè x < a è g = 0 ïðè y < b.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â D ′ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âûðàæåíèÿ (f(x), φ(x + y)). Òàê â ñëó÷àå 1)ýòî � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ îò y. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

δ ∗ f = f äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé �óíêöèè f,

f ∗ g = g ∗ f, ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àÿõ 1) è 2),
(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h),



21åñëè íîñèòåëè äâóõ èç òðåõ �óíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíû, èëè êîãäà íîñèòåëè âñåõ òðåõ îãðàíè-÷åíû ñ îäíîé ñòîðîíû, êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D âûïîíÿåòñÿ
D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗Dg.Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñâåðòêè, ò.å. èç fn → f ñëåäóåò fn ∗ g → f ∗ g, íóæíî ïðîâåðÿòüâ êàæäîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, åñëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn òàêàÿ, ÷òî âñååå ýëåìåíòû èìåþò íîñèòåëü â îäíîì è òîì æå îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, òî ýòî ñïðàâåäëèâî.Àíàëîãè÷íî è äëÿ ðàâåíñòâà

∂

∂t
(f ∗ g) = ∂f

∂t
∗ g.6.3. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî è àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Ôîð-ìóëû Ñîõîöêîãî, ïðèìåíåííûå ê îñíîâíûì �óíêöèÿì (ñì. Çàìå÷àíèå 6.2)

1

2πi

∫
dx φ(x)

x− (ξ ± i0)
=

1

2πi
p.v. ∫ dx φ(x)

x− ξ
± φ(ξ)

2
,ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû (ïðè ξ = 0) êàê ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ �óíêöèé

1

x+ i0
= p.v.1

x
− πiδ(x),

1

x− i0
= p.v.1

x
+ πiδ(x),

(6.1)êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè Ñîõîöêîãî. Îíè ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷åíû äè��åðåí-öèèðîâàíèåì �óíêöèè log(x± iε), ïîñêîëüêó 1

x± i0
= limε→±0

1

x+ iε
. Âûðàçèì èç ýòèõ �îðìóëîáîáùåííûå �óíêöèè δ(x) è 1/x â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

δ(x) =
i

2π

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
,

1

x
=

1

2

(
1

x+ i0
+

1

x− i0

)(6.2)Ôóíêöèÿ 1

x+ i0
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè 1

z
, ãäå z = x + iy è y → +0, �óíêöèÿ æå

1

x− i0
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè 1

z
, ãäå y → −0. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû Ñîõîöêîãîïðåäñòàâëÿþò îáîáùåííûå �óíêöèè δ(x) è 1/x â âèäå ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé �óíêöèè,ãîëîìîð�íîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.Ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé �óíêöèè f(x) â âèäå

f(x) = f+(x)− f−(x),ãäå f+(x) � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå (íå îáîáùåííîé!) �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â âåðõíåé ïîëóïëîñ-êîñòè, à ãäå f−(x) � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, íà-çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì îáîáùåííîé �óíêöèè f . Èìååò ìåñòîÒåîðåìà (ñì. Áðåìåðìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå�): Âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ èç D ′ äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.Â îáùåì ñëó÷àå íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé �óíêöèè íåïðîñòî. Îäíà-êî, åñëè f � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, èëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ xñîâïàäàþùàÿ ñ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x), óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, òîàíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå f íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà Êîøè:
f±(z) =

1

2πi

∫ +∞

−∞

dx′ f(x′)

x′ − z
≡ i

2π

∫ +∞

−∞

dx′ f(x′)

z − x′
, z = x+ iy ∈ C,



22Èíûìè ñëîâàìè, àíàëèòè÷åñêèå â ïîëóïëîñêîñòÿõ �óíêöèè f±(z) ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòêîé �óíê-öèè f(x) è ÿäðà Êîøè (−2πiz)−1:
f±(z) =

i

2π

(
1

z
∗ f
)
.Íàïðèìåð, äëÿ f(x) = δ(x) ýòà �îðìóëà äàåò

f±(z) =
i

2π

∫ +∞

−∞

dx′ δ(x′)

z − x′
=

i

2πz
,òàê ÷òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó â (6.2):

δ(x) =
i

2π

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
.Äëÿ f(x) = 1/x íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò f±(z) = ±1/2z, ÷òî ïðèâîäèòê àíàëèòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îáîáùåííîé �óíêöèè 1/x, ïîëó÷åííîìó ðàíåå èç �îðìóëÑîõîöêîãî:

1

x
=

1

2

(
1

x+ i0
+

1

x− i0

)
.6.4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îñíîâíîé �óíêöèè îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâà-íèå Ôóðüå ïîñðåäñòâîì

ψ(ξ) =

∫
dx eixξφ(x),îáîçíà÷åíèå: φ̃(x) èëè F [φ(x)]. Ïðè ýòîì S → S , à D ïåðåõîäèò â ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ�óíêöèé. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

φ(x) =
1

2π

∫
dξ e−ixξψ(ξ), φ = F−1[ψ].Åñëè îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f çàäàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x), òî åå ïðå-îáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü

F [f ](ξ) =

∫
dx eixξf(x),òàê ÷òî äëÿ îñíîâíîé �óíêöèè φ è åå Ôóðüå-îáðàçà ψ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(F [f ](ξ), ψ(ξ)) = 2π(f(x), φ(−x)).Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé �óíêöèè ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äè��åðåíöèàëü-íîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè P èìååì
P

(
∂

∂ξ

)
F [f ](ξ) = F [P (ix)f(x)](ξ).Åñëè îáîáùåííûå �óíêöèè f è g òàêèå, ÷òî èõ ñâåðòêà ñóùåñòâóåò, òî â ñèëó ñäåëàííûõ îïðå-äåëåíèé

F [f ∗ g](ξ) = F [f ](ξ)F [g](ξ),ò.å. â ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ñóùå-ñòâîâàíèÿ ñâåðòêè êîíòðîëèðîâàòü ëåã÷å, ÷åì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåí-íûõ �óíêöèé, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÷àñòî áåðåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé
1

x± i0

1

x± i0
=

1

(x± i0)2
.Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 6: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàäíèìè�, ãë. II; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, Áðåìåðìàí,��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûåè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�.



237. Ëåêöèÿ 77.1. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ�óíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïðåäåëåíû. Ïðèìåðû: 1
x
δ(x), x1

x
δ(x). Îäíàêî, âîçìîæíû è èñêëþ-÷åíèÿ, íàïðèìåð:

η(x)η(x− a) = η(x− a), a ≥ 0.Ñâåðòêà îáîáùåííûõ �óíêöèé
(f ∗ g, φ) = (f(x)× g(y), φ(x+ y)),ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà. Íàïðèìåð, êîãäà îäíà èç îáîáùåííûõ �óíêöèé èç S ′, à äðóãàÿ �îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòûì íîñèòåëåì, èëè êîãäà èõ íîñèòåëè îãðàíè÷åíû ñ îäíîé èòîé æå ñòîðîíû. Ïðèìåð:

(η ∗ η)(x) = η(x)x.Åñëè ñâåðòêà îïðåäåëåíà, òî
∂x(f ∗ g) = (∂xf)× g ≡ f ∗ ∂xg.Ìû ðàññìàòðèâàëè ïðåîáðàçîâaíèå Ôóðüå. Äëÿ îñíîâíûõ �óíêöèé îíî èìååò âèä:

F [φ](ξ) =

∫
dx eixξφ(x), F−1[ψ] =

1

2π

∫
dξ e−ixξψ(ξ).Äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(F [f ](ξ), ψ(ξ)) = (f(x), F [ψ](x)).Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:
• ∂nξ (F [f ](ξ)) = F [(ix)nf ](ξ),
• F [∂nxf ] = (−iξ)nF [f ],
• F [f(x− x0)] = eix0ξF [f ],
• F [f ](ξ + ξ0) = F [eixξ0f ](ξ),
• F [f(x)× g(x′)] = F [f ](ξ)× F [g](ξ′),
• F [f ∗ g] = F [f ]F [g],ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè ñâåðòêà ñóùåñòâóåò.Ïðèìåðû �óðüå-îáðàçîâ: F [δ] = 1, F [η](ξ) = i

ξ+i0
. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâåðòêó, èìååì, ÷òîñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå:

1

ξ + i0

1

ξ + i0
=

1

(ξ + i0)27.2. Îáîáùåííûå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ 1/zn, n =
1, 2, . . ., â ïðîñòðàíñòâå S ′(C) (ðàñïðåäåëåíèå) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

(
1

zn
, f

)
= lim

ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

zn
f(z),ãäå f ∈ S (C).

(
1

z2
, f

)
=

∫

|z|>1

d2z

z2
f(z) +

+

∫

|z|<1

d2z

z2
(f(z)− f(0)).



24Ôîðìóëû �ðèíà:
2i

∫

D

d2z ∂z̄f(z) =

∮

∂D

dz f(z),

2i

∫

D

d2z ∂zf(z) = −
∮

∂D

dz̄ f(z)(îáëàñòü D íàõîäèòñÿ ñëåâà îò êîíòóðà ∂D ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî íåìó).Ôîðìóëà Êîøè��ðèíà:
f(z) = − 1

2πi

∮

∂D

dz ′ f(z
′)

z − z′
+

1

π

∫

D

d2z

z − z′
∂z̄′f(z

′),äëÿ z ∈ D ⊂ C è f(z) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Âûïîëíåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíòñòâî:
1

z +∆
− 1

z
= −∆

z2
+ π∆δ(z) + o(∆), ∆ → 0,ãäå o(∆) îçíà÷àåò îáîáùåííóþ �óíêöèþ, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè ∆ → 0.Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫
d2z

(
1

z +∆
− 1

z

)
f(z) =

∫
d2z

z
(f(z −∆)− f(z)) =

= −
∫
dz ∧ dz

2i

1

z

(
∆∂zf(z) + ∆∂z̄f(z)

)
+ o(∆) =

= − lim
ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z

(
∆∂zf(z) + ∆∂z̄f(z)

)
+ o(∆) =

= −∆ lim
ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z
∂zf(z)−∆ lim

ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z
∂z̄f(z) + o(∆) =

= −
(
∆

z2
, f

)
+∆ lim

ǫ→0

∮

|z|=ǫ

dz

z
f(z) + o(∆) =

= −
(
∆

z2
, f

)
+∆πf(0) + o(∆).Òîãäà

∂z̄
1

z
= πδ(z)



258. Ëåêöèÿ 8. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è �óíêöèè �ðèíà8.1. Ñâåäåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ïóñòü
u(t) êóñî÷íî n ðàç äè��åðåíöèðóåìàÿ (â îáû÷íîì ñìûñëå) �óíöèÿ. Ïóñòü tk, k = 1, . . . , N îçíà-÷àþò òî÷êè ðàçðûâà õîòÿ áû îäíîé èç ïðîèçâîäíûõ u(m)(t) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû â êàæäîé òàêîéòî÷êå ñóùåñòâîâàëè êîíå÷íûå ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëû âñåõ ïðîèçâîäíûõ, u(m)(tk ± 0). Îáî-çíà÷èì îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëàõ åå ñóùåñòâîâàíèÿ u(m)êë è ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ âòî÷êàõ êàê

[u(m)]tk = u(m)(tk + 0)− u(m)(tk − 0).Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç îäíîé èç çàäà÷ Ëèñòêà 3,
u′(t) = u′êë(t) + N∑

k=1

[u]tkδ(t− ttk),òàê ÷òî
u′′(t) = u′′êë(t) + N∑

k=1

[u′]tkδ(t− ttk) +

N∑

k=1

[u]tkδ
′(t− ttk),è ïðîäîëæàÿ, èìååì:

u(m)(t) = u(m)êë (t) +
m−1∑

m′=0

N∑

k=1

[u(m
′)]tkδ

(m−m′−1)(t− ttk).Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ïðè t > 0 íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-öèåíòàìè:
Lu(t) ≡

M∑

m=0

am
∂mu(t)

∂tm
= f(t),

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u
(M−1)(0) = uM−1.Ïîëîæèì ũ(t) = u(t)η(t). Òîãäà

ũ′(t) = u′(t)η(t) + u0δ(t),

ũ′′(t) = u′′(t)η(t) + u1δ(t) + u0δ
′(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ũ(m)(t) = u(m)(t)η(t) +

m−1∑

m′=0

um′δ(m−m′−1)(t).Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Lũ(t) = f(t) +

M∑

m=1

am

m−1∑

m′=0

um′δ(m−m′−1)(t)ñ íîñèòåëåì íà èíòåðâàëå [0,+∞].8.2. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �åøåíèå äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè
Lu(x) ≡

N∑

n=0

an
∂nu(x)

∂tx
= f(x)â êëàññå ãëàäêèõ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé îñíîâàíî íà ñâîéñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F [∂nxf ] = (−ip)nF [f ],



26ãäå äëÿ îñíîâíûõ è èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé
F [φ](p) =

∫
dx eipxφ(x), F−1[ψ](x) =

1

2π

∫
dp e−ipxψ(p).Ïðèìåíÿÿ åãî ê îáîèì ÷àñòÿì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

P (p)F [u](p) = F [f ](p),ãäå ïîëèíîì
P (p) =

N∑

n=0

an(−ip)n.Ò.å. �îðìàëüíî
F [u](p) =

F [f ](p)

P (p)
.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå äåëåíèå âîçìîæíî, ò.å., ÷òî P (p) íå èìååò âåùåñòâåííûõ íóëåé. Tîãäà,ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì

u(x) =

∫
dyG(x− y)f(y),ãäå âîçíèêëo �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà L:

G(x) = F−1

[
1

P (p)

]
(x) ≡ 1

2π

∫
dp e−ipx

P (p)
,òàê ÷òî

LG(x) = δ(x).Òàêèì îáðàçîì â äàííîì ñëó÷àå �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-íî, ïîñêîëüêó îäíîçíà÷íà ïðîöåäóðà äåëåíèÿ, â çíàìåíàòåëå íåò íóëåé, òàê ÷òî èíòåãðàë ñó-ùeñòâóåò è ñõîäèòñÿ. Ñîáñòâåííî, òî æå ñàìîå âåðíîå è äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé.�àññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ó ïîëèíîìà P (p) èìåþòñÿ âåùåñòâåííûå íóëè, ïðè÷åìáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðîñòûå. Êàê èçâåñòíî, âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü
P (p) =

N∏

n=1

aN(−i)N (p− qn).Ïóñòü, ñêàæåì, q1 âåùåñòâåíåí. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, 1/P (p) ñèíãóëÿðåí è ñëåäóåò âûáðàòü êàê ìûïîíèìàåì 1/(p− q1): ãëàâíîå çíà÷åíèå, èëè 1/(p− q1 + i0), èëè 1/(p− q1 − i0), èëè åùå êàê-òî.Íî ïîñëå ýòîãî âîçíèêàåò ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè � âñïîìíèòü çàäà÷ó xf(x) = 0. Íó è òàêäàëåå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà P (p).Ïðèìåð: óðàâíåíèå Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì:
− d2ψ(x)

dx2
− k2ψ(x) = f(x), ãäå k 6= 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,òàê ÷òî

− d2G(x)

dx2
− k2G(x) = δ(x).Çäåñü

P (p) = p2 − k2à ïîòîìó
F [ψ](p) =

F [f ](p)

(p− k)(p+ k)
.



27Êîíå÷íî, íóæíî �èêñèðîâàòü âûáîð îáîáùåííûõ �óíêöèé è ó÷åñòü íåîäíîçíà÷íîñòü äåëåíèÿ.Ïîëîæèì(8.1) F [ψ](p) =
F [f ](p)

(p− k + i0)(p+ k + i0)
+ c−δ(p− k) + c+δ(p+ k),ãäå c− è c+ � íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû. Ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì

ψ(x) =

∫
dy G(x− y, k)f(y) + c−e

−ikx + c+e
ikx,

G(x, k) =
1

2π

∫
dp e−ipx

(p− k + i0)(p+ k + i0)
.Âñïîìèíàÿ çàäà÷ó 10 èç Ëèñòêà 4, èìååì:

G(x, k) =
1

4kπ

∫
dp e−ipx

(
1

p− k + i0
− 1

p− k + i0

)
= −η(x)sin kx

k
.Ïðîèçâîë â âûáîðå êîíñòàíò �èêñèðóåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íàïðèìåð,

ψ(0) = 0, ψx(0) = 0,÷òî äàåò:
c± =

1

2

∫
dy

[
−G(−y, k)± i

k
Gx(−y, k)

]
f(y).Îòâåò òàê æå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ(x) =

∫
dy G0(x, y, k)f(y)ãäå òåïåðü G0(x, y, k) íå åñòü �óíêöèÿ ðàçíîñòè:

G0(x, y, k) =
[
η(−y)− η(x− y)

]sin k(x− y)

k
,

ψ(x) =

x∫

0

dy
sin k(x− y)

k
f(y).Äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

(∂2x + ∂2y)G(x, y) = δ(x)δ(y)÷òî ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé
z = x+ iy, ∂z =

1

2
(∂x − i∂y)ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂z∂zg(z) =
1

4
δ(z), ãäå g(z) = G(x, y).Â çàäà÷àõ ìû èìåëè, ÷òî ∂z ln |z|2 = 1/z è ∂z1/z = πδ(z). Òàê ÷òî

G(x, y) =
1

4π
ln(x2 + y2).Íàéäåì �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(t, x), (a > 0)ò.å., ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂2G(t, x)

∂t2
− a2

∂2G(t, x)

∂x2
= δ(t, x).



28Ïðèìåíèì, íàïðèìåð, ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x:
∂2G(t, k)

∂t2
− a2k2G(t, k) = δ(t).Ïðè �èêñèðîâàííîì k ñîîòâåòñòâóþùåå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî t áûëîðàññìîòðåíî âûøå; îäíî èç åãî �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé èìååò âèä

G(t, k) = η(t)
sin akt

akÔóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ïðèìåíåíèåì ê G(t, k) îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îòâåò:
G(t, x) =

1

2a
η(at− |x|).Ïðîâåðèì, âû÷èñëèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x îò G(t, x). Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò îá îáû÷íûõëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèÿõ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

Fx[G(t, x)] =

∫ +∞

−∞
eikxG(t, x)dx =

∫

|x|<at
eikxdx =

{
0, t < 0,

sin akt

ak
, t > 0.�åøèì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-íåíèÿ:

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(t, x), t > 0

u(0, x) = u0(x),
∂u

∂t
(0, x) = u1(x)Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà îäíîìó óðàâíåíèþ íà îáîáùåííóþ �óíêöèþ v(t, x) = η(t)u(t, x), ñî-ñðåäîòî÷åííóþ â ïîëóïëîñêîñòè t > 0:

∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
= f(t, x)η(t) + u0(x)δ

′(t) + u1(x)δ(t).Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäíàÿ ∂v
∂t

â ñìû
ëå îáîáùåííûõ �óíêöèé ðàâíà
∂v

∂t
=
∂u

∂t
η(t) + u(t)η′t(t) =

∂u

∂t
η(t) + u0(x)δ(t),àíàëîãè÷íî ∂2v

∂t2
= ∂2u

∂t2
η(t) + u0(x)δ

′(t) + u1(x)δ(t).Ïîýòîìó v(t, x) = G(t, x) ∗ (f(t, x)η(t) + u0(x)δ
′(t) + u1(x)δ(t)) è ïðè t > 0

u(t, x) =
1

2a

+∞∫

−∞

ds

+∞∫

−∞

dy η(t− s− |x− y|) (f(s, y)η(s) + u0(y)δ
′(s) + u1(y)δ(s))

=
1

2a

t∫

0

ds

x+a(t−s)∫

x−a(t−s)

dyf(s, y) +
1

2a

x+at∫

x−at

dyu1(y) +
1

2
(u0(x− at) + u0(x+ at))(�îðìóëà Äàëàìáåðà).Îáñóäèì âêðàòöå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå è Ëàïëàñà. Ïóñòü f(t) - ëî-êàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå ïîëèíîìà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè îòðèöàòåëü-íûõ t (â ÷àñòíîñòè, f(t) ∈ S ′ - îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ óìåðåííîãî ðîñòà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íàïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè). Òîãäà åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F (p) =

∫∞
0
f(t)e−ptdt àíàëèòè÷íîâ ïîëóïëîñêîñòè Re p > 0 è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F [f ](k) =
∫∞
0
eiktf(t)dt ïðè ñîîòâåòñòâèè k = ip.Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè ñ ïîëîæèòåëüíûì âðåìåíåì â îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-âàíèå Ëàïëàñà ñðàçó æå àïïåëèðóåò ê àïïàðàòó ÒÔÊÏ (è ïðèìåíèìî ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó



29�óíêöèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì). Â èíûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè
t < 0 ( òåì áîëåå â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ) ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêóþ îáîáùåííóþ �óíêöèþ f(t) ∈ S ìîæíî ðàçëîæèòü â ðàçíîñòü (èëèñóììó) f(t) = f+(t)−f−(t) �óíêöèé ñ íîñèòåëÿìè íà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñÿõñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè f(t) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íå áûñòðååïîëèíîìà, òî f+(t) = f(t)η(t), f−(t) = −f(t)η(−t). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F [f(t)](k) e
òüñóììà F+(k) = F [f+(t)](k) è F−(k) = F [f−(t)](k),(8.2) F (k) = F+(k)− F−(k),ãäå �óíêöèè F±(k) èìåþò âèä ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà �óíêöèé f±(t) ïðè ñîîòâåòñòâèè k = ±ipè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè â âåðõíåé, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿì.Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (8.2) � ýòî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåîáîáùåííîé �óíêöèè, îñóùåñòâëÿåìîå äâóìÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà.8.3. Ñâåäåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. �àññìîòðèì îïÿòü óðàâ-íåíèå Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì (îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà):

−d
2ψ(x)

dx2
+ u(x)ψ(x) = k2ψ(x), ãäå k 6= 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,è íóëåâîé �ïðàâîé ÷àñòüþ�. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â òàêîé ñèòóàöèè ïðèíîñèò ìàëî ïîëüçû,ïîñêîëüêó âìåñòî u(x)ψ(x) ìû ïîëó÷èì ñâåðòêó. Îäíàêî �óíêöèÿ �ðèíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ê èíòåãðàëüíîìó, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñ-ñëåäîâàòü ñâîéñòâà ðåøåíèé. Ïîëîæèì â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõ f(x) = −u(x)ψ(x), òîãäà ψ(x)óäîâëåòâîðÿåò
ψ(x) = c−e

−ikx + c+e
ikx −

x∫

−∞

dy
sin k(x− y)

k
u(y)ψ(y).Îïÿòü êîíñòàíòû �èêñèðóðóþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(x) � ãëàäêàÿ,áûñòðî óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ (íàïðèìåð, èç S ). Òîãäà åñòåñòâåííî îæèäàòü,÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ψ(x) âåäåò ñåáÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ u(x) = 0. Îáîçíà÷èì ψ(x, k) ∼

e−ikx ïðè x→ −∞, òî÷íåå, çàäàäèì ðåøåíèå ψ(x, k) óñëîâèåì
lim

x→−∞
eikxψ(x, k) = 1.Ïåðåïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå

eikxψ(x) = c− + c+e
2ikx +

x∫

−∞

dy
1− e2ik(x−y)

k
u(y)eikyψ(y),ò.å. êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà eikxψ(x). Óñëîâèå íà àñèìïòîòèêå äàåò c− = 1, c+ = 0. Èòàê,

ψ(x) = e−ikx −
x∫

−∞

dy
sin k(x− y)

k
u(y)ψ(y),

eikxψ(x) = 1 +

x∫

−∞

dy
1− e2ik(x−y)

k
u(y)eikyψ(y).Ìû ïîëó÷èëè îäíîçíà÷íîå óðàâíåíèå, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî óæåìîæíî ïðîâîäèòü, ñêàæåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âòîðàÿ âåðñèÿ ýòîãî óðàâ-íåíèÿ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî ψ(x, k) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ ïîëó-ïëîñêîñòü ïàðàìåòðà k. �åøåíèå Éîñòà.



30 9. Ëåêöèÿ 9. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû9.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. . �àññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë G(x) = ∞∫
0

e−xt

1 + t
dt êàê �óíê-öèþ ïàðàìåòðà x. Çàìåíÿÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (1 + t)−1 íà ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Òýéëîðà,ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

G(x) =
∑

n≥0

(−1)n
∫ ∞

0

e−xttndt =
∑

n≥0

(−1)n
∫ ∞

0

e−xt
(xt)n

xn+1
d(xt) =

∑

n≥0

(−1)n
Γ(n+ 1)

xn+1
=

=
∑

n≥0

(−1)n
n!

xn+1
.Ïîëó÷èëè ðÿä, ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè ëþáîì x, îòëè÷íîì îò íóëÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåïðàâîìåðíîñòèïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé. Ýòîãî ìîæíî áûëî îæèäàòü, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìîå ðàçëîæåíèåèìååò ìåñòî íå íà âñåì ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîâòîðèì òå æå âû÷èñëåíèÿ ñ êîíå÷íîé÷àñòüþ ðÿäà Òýéëîðà �óíêöèè (1 + t)−1. Ïî �îðìóëå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè

1

1 + t
= 1− t + t2 + . . .+ (−1)n−1tn−1 + (−1)n

tn

1 + t
,ïîýòîìó

G(x) =
n−1∑

k=0

(−1)k
∫ ∞

0

e−txtkdt+ (−1)n
∫ ∞

0

tne−xt

1 + t
dt =

n−1∑

k=0

(−1)k
k!

xk+1
+ (−1)n

∫ ∞

0

tne−xt

1 + t
dtÏîñëåäíåå ñëàãàåìîå

Rn(x) = (−1)n
∫ ∞

0

tne−xt

1 + t
dtïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îøèáêó ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè G(x) êîíå÷íûì ðÿäîì∑n−1

k=0
(−1)kk!
xk+1 . Íåòðóä-íî âèäåòü, ÷òî ïðè Re x = a > 0

|Rn(x)| <
∫ ∞

0

tne−atdt =
n!

an+1
.Â ÷àñòíîñòè, åñëè x � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ìû è ïðåäïîëîæèì äàëåå äëÿïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, òî |Rn(x)| < n!

xn+1 è ýòîò îñòàòîê èìååò çíàê (−1)n.Èçó÷èì ïîâåäåíèå îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò n è x.a) Ôèêñèðóåì n. Òîãäà ñ ðîñòîì x îñòàòîê Rn(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.á) Ôèêñèðóåì x. Îøèáêà óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n, ïîêà n íå ïðåâîñõîäèò öåëîé ÷àñòè [x]÷èñëà x. Çàòåì îøèáêà Rn(x) íà÷èíàåò ðàñòè. Â ñàìîì äåëå, n!

xn+1
=

1

x
· 1
x
· 2
x
· · · n

x
, è ïðè

n > x êàæäûé ìíîæèòåëü, íà÷èíàÿ ñ [x] + 1-ãî, áîëüøå åäèíèöû.Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ÷èñëåííîå ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà èìååò îøèáêó, íå ìåíüøóþ
ε(x) =

[x]!

x[x]
. Îíà âåñüìà ìàëà ïðè áîëüøèõ x. Íàïðèìåð, ïðè x = 10 îøèáêà ε ∼ 10−3, àïðè x = 100 îøèáêà ε ∼ 10−40, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ î÷åíüõîðîøèìè, íåñìîòðÿ íà íåóñòðàíèìûå îøèáêè.Ïðèâåäåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèé áûë àêñèîìàòèçèðîâàí À.Ïóàíêàðå â 1890 ã.9.2. Ïîäõîä Ïóàíêàðå. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D � îáëàñòü â C, z0 ∈ D̄ - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕn(z), n ≥ 1, z ∈ D íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ ïðè z → z0 â D, åñëè âñå ϕn(z) îïðåäåëåíû â D è äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ϕn+1(z) = o(ϕn(z))ïðè z → z0.Ïóñòü {ϕn(z)} - àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �ÿä ∞∑

n=1

anϕn(z) íàçûâàåòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì �óíêöèè f(z) ïðè z → z0 â D, f(z) ∼
∑
n≥1

anϕn(z), åñëè äëÿ âñÿêîãî
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n ≥ 1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

f(z)−
n∑

k=1

akϕk(z) = o(ϕn(z)), z → z0, z ∈ D.Íàïîìíèì ñèìâîëèêó áåñêîíå÷íî ìàëûõ.1. f(z) ∼ g(z) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî lim
z→z0,z∈D

f(z)

g(z)
= 1.2. f(z) = o(g(z)) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî lim

z→z0,z∈D

f(z)

g(z)
= 0.3. f(z) = O(g(z)) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî f(z)

g(z)
îãðàíè÷åíî â ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè z0 
 D.Íàïðèìåð, �óíêöèÿ th z åñòü o(1) ïðè z → ∞, | arg z| < π

2
− δ. Â ñàìîì äåëå,

th z =
1− e−2z

1 + e−2zè ïðè |z| > R 
 ó÷åòîì | arg z| < π

2
− δ âåðíî íåðàâåíñòâî Re z > |z|/ sin δ. Ïîýòîìó ïðè ñòðåì-ëåíèè z ê áåñêîíå÷íîñòè â óêàçàííîé îáëàñòè Re z òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè; ñîîòâåò-ñòâåííî, |e−z| ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Îäíàêî, ýòî íå òàê â îáëàñòè Re z > 0 , ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðè ñòðåìëåíèè z ê áåñêî-íå÷íîñòè Re z ìîæåò ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ, òàê ÷òî |e−z| ê íóëþ íå ñòðåìèòñÿ.Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð,

ϕn(z) = zn ïðè z0 = 0 èëè ϕn(z) = z−n ïðè z0 = ∞. Åñëè �óíêöèÿ f(z) èìååò àñèìïòîòè-÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî çàäàííîé ñèñòåìå �óíêöèé, òî åãî êîý��èöèåíòû åäèíñòâåííû. Â ñàìîìäåëå, èç îïðåäåëåíèÿ èìååì ïðè z → z0, z ∈ D

f(z)− a1ϕ1(z) = o(ϕ1(z)), îòêóäà a1 = lim
z→z0, z∈D

f(z)

ϕ1(z)
,

f(z)−
n∑

k=1

akϕk(z) = o(ϕn(z)), îòêóäà an = lim
z→z0, z∈D

f(z)−
∑n−1

k=1 akϕk(z)

ϕn(z)Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âûïîëíåíà áîëåå òî÷-íàÿ îöåíêà îøèáêè:
f(z)−

n∑

k=1

akϕk(z) = O(ϕn+1(z))ïðè z → z0 è z ∈ D, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äðóãîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíêöèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì; ðàç-ëè÷íûå �óíêöèè ìîãóò èìåòü îäíî è òîæå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ
f(z) = e−

1

z2 èìååò íóëåâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íóëå ïî ñòåïåíÿì z,
e−

1

z2 ∼ 0 + 0 · z + ... + 0 · zn + ... z → 0ïîñêîëüêó óáûâàåò ïðè z → 0 áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè z.Ôîðìóëà Òýéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ïåàíî,
f(z) =

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
zk + o(zn+1)ãîâîðèò, ÷òî âñÿêàÿ �óíêöèÿ, áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèèðóåìàÿ â íóëå, èìååò ñâîé ðÿä Òýéëîðàâ êà÷åñòâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (âíå çàâèñèìîñòè îò åãî ñõîäèìîñòè). Îäíàêî, ïî-íÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ øèðå �îðìóëû Òýéëîðà: âî-ïåðâûõ, ìîæíî áðàòü èíûåàñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð,

ϕ1(z) = z−2, ϕ2(z) = z−1, . . . , ϕn(z) = zn−3, ..., z0 = 0.



32Òîãäà �óíöèè, äîïóñêàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ñèñòåìå, ìîãóò ñòðåìèòüñÿê ∞ ïðè z → 0 è òåì ñàìûì íå èìåòü íèêàêèõ ïðîèçâîäíûõ â íóëå. Âî-âòîðûõ, êàê ïðàâèëî,àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñåêòîðàõ èëè ïîëóïëîñêîñòÿõ òèïà Re z > 0 èíå êîíòðîëèðóþò ïîâåäåíèå �óíêöèè âíå ýòèõ ñåêòîðîâ.9.3. Ïðèáëèæåííîå íàõîæäåíèå íóëåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåð. Òðàíñ-öåíäåíòíîå óðàâíåíèå x sin x = 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé. Ïðè áîëüøèõ x n-íûé êîðåíüâåäåò ñåáÿ êàê x = πn + o(1) . Óòî÷íèì åãî ïîâåäåíèå. Ïîëîæèì x = πn + αn, ãäå αn = o(1) èïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå sin x = x−1. Ïîëüçóÿñü ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ �óíêöèé
sin x è (1 + x)−1, ïîëó÷àåì:

sin x = (−1)n (αn + o(αn)) =
1

πn + αn
=

1

πn (1 + αn/πn)
=

1

πn

(
1− αn

πn
+ o

(αn
πn

))
.Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä

1

πn
+ o

(
1

n

)
,ïîýòîìó, ãëÿäÿ íà ëåâóþ ÷àñòü, çàêëþ÷àåì, ÷òî αn = (−1)n/(πn) + βn, ãäå βn = o(1/n). Ïîä-ñòàâèì âíîâü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì÷ëåíîì â ðÿäå Òýéëîðà äëÿ ñèíóñà, ïîëó÷èì

(−1)n
(
(−1)n

1

πn
− (−1)n

1

6(πn)3
+ βn + o

(
1

n3

))
=

1

πn

(
1− (−1)n

(πn)2
+ o

(
1

n2

))
,îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî βn = − 1

6(πn)3
− (−1)n

(πn)3
+ o

(
1

n2

), òàê ÷òî
x = πn+ (−1)n

1

πn
− 1

6(πn)3
− (−1)n

(πn)3
+ o

(
1

n2

)
.Èòåðèðóÿ ïðîöåññ, ìîæåì ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷ñêîå ðàçëîæåíèå êîðíÿ ïî n.9.4. Îöåíêà èíòåãðàëà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Äðóãîé ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêîãîðàçëîæåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò îöåíêà èíòåãðàëà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. �àññìîòðèì, íàïðè-ìåð, èíòåãðàë Ôðåíåëÿ F (x) =

∞∫
x

cos u2du êàê �óíêöèþ íèæíåãî ïðåäåëà. Ñäåëàåì çàìåíóïåðåìåííûõ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:
F (x) =

1

2

∞∫

x2

t−1/2 cos tdt =
1

2

∞∫

x2

t−1/2d sin t =
1

2
t−1/2 sin t

∣∣∣∣
∞

x2
+

1

4

∞∫

x2

t−3/2 sin tdt =

= −1

2


sin x2

x
− 1

2

∞∫

x2

t−3/2d cos t


 = −1

2


sin x2

x
− 1

2

cosx2

x3
+

1 · 3
2 · 2

∞∫

x2

t−5/2 cos tdt


 =

= −1

2

(
sin x2

x
− 1

2

cosx2

x3
+ . . .+

(−1)n(4n− 1)!!

22n
sin x2

x4n+1
+

(−1)n+1(4n+ 1)!!

22n+1

cosx2

x4n+3
+Rn

)
,ãäå Rn =

(−1)n(4n+ 5)!!

22n+2

∞∫

x2

t−(2n+
5

2) cos tdt. Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, çàìåíèâ cos t íà 1:
∣∣∣∣∣∣

∞∫

x2

t−(2n+
5

2) cos tdt

∣∣∣∣∣∣
<

∞∫

x2

t−(2n+
5

2)dt =
2

4n+ 3

1

x4n+3
.



33Â ýòîé îöåíêå îñòàòîê èìååò ïîðÿäîê ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ðàññìîòðåííîãî ïðòáëèæåíèÿ èí-òåãðàëà Ôðåíåëÿ F (x). Îáúåäèíèâ òåïåðü Rn 
 ýòèì ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì, ïîëó÷èì îöåíêó
F (x) = −1

2

(
sin x2

x
− 1

2

cosx2

x3
+ . . .+

(−1)n(4n− 1)!!

22n
sin x2

x4n+1

)
+O

(
1

x4n+3

)
,êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè x→ +∞ �óíêöèÿ F (x) äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âèäà

F (x) ∼ sin x2

( ∞∑

n=0

anx
−4n−1

)
+ cosx2

( ∞∑

n=0

bnx
−4n−3

)
,êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

F (x) ∼ −
∞∑

n=0

Γ
(
n+ 1

2

)

2Γ
(
1
2

) x−2n−1 sin
(
x2 − n

π

2

)
.



34 10. Ëåêöèÿ 10. Èíòåãðàëû Ëàïëàñà10.1. Âàðèàöèè îïðåäåëåíèÿ Ïóàíêàðå. Íà ïðîøëîé ëåêöèè ðàññìàòðèâàëîñü àñèìïòîòè-÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà Ôðåíåëÿ F (x) = ∞∫
x

cosu2du ïî ñèñòåìå �óíêöèé
fn(x) =





sin x2

x2n+1
, n = 2k,

cosx2

x2n+1
, n = 2k + 1

, n ≥ 0, x→ +∞Ôîðìàëüíî ñèñòåìà �óíêöèé fn(x) íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðè x→
+∞ â ñìûñëå Ïóàíêàðå, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå fn+1(x)

fn(x)
ðàâíî ëèáî x−2 tg x2, ëèáî x−2 ctg x2 âçàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n è íå èìååò çà ñ÷åò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé ïðåäåëà ïðè

x→ +∞. Îäíàêî, ðàçëîæåíèå äàåò õîðîøóþ ñòåïåííóþ îöåíêó îñòàòêà ïîðÿäêà x−2n−2 è âïîëíåìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé è àñèìïòîòè÷åêîãî àíàëèçà. Äëÿðàáîòû ñ òàêèìè ðàçëîæåíèÿìè îïðåäåëåíèå Ïóàêàðå ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè(è îáà îíè èñïîëüçóþòñÿ!).1-ûé ñïîñîá. �àçðåøèì ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, íàëîæèâëèøü óñëîâèå èõ îãðàíè÷åííîñòè â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ àñèìï-òîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x), x→ x0, x ∈ D, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåíèÿ âèäà
f(x) = a1(x)f1(x) + · · ·+ an(x)fn(x) + o(fn(x)),ãäå êàæäûé êîý��èöèåíò ak(x) îãðàíè÷åí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Â íàøåì ïðèìåðå

x0 = +∞, D = R+, fn(x) = x−2n−1, an(x) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ cosx2 è sin x2. Ñîîòâåòñòâó-þùèé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ è â àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
f(x) ∼

∞∑

k=0

ak(x)fk(x), , x→ x0, x ∈ D.2-îé ñïîñîá. Ìîæíî äîïóñòèòü ñîñòàâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (ñ ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè) âèäà
f(x) ∼

∞∑

k=0

akfk(x) +
∞∑

k=0

bkgk(x), , x→ x0, x ∈ D,ãäå {fn(x)} è {gn(x)} � ðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå
fn(x) =

sin x2

xn
, gn(x) =

cosx2

xn
.Ýòîò ïîäõîä, ïîìèìî ïðî÷åãî, ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãîðàçëîæåíèÿ.10.2. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà. Ïóñòü f(t) � �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà

t > 0 òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë(10.1) F (x) =

∫ ∞

0

f(t)e−xtdt(ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà �óíêöèè f(t)) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ äåéñòâèòåëüíûõ
x > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî èíòåãðàëà∫∞
0

|f(t)|e−x0tdt =M äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0.Âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëàïëàñà (10.1) îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé îöåíêå:Ëåììà Âàòñîíà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) òàêîâà, ÷òîà) èíòåãðàë ∫∞
0

|f(t)|e−x0tdt =M êîíå÷åí äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0;á) f(t) = O(ta) ïðè t→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî a > −1.



35Òîãäà ∫∞
0
f(t)e−xtdt = O

(
1

xa+1

) ïðè x→ ∞, Re x > 0 (áîëåå òî÷íî: åñëè x ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-íîñòè, îñòàâàÿñü âíóòðè íåêîòîðîãî ñåêòîðà −π
2
+ δ < arg x < π

2
− δ, δ > 0).Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáüåì èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè:

∫ ∞

0

f(t)e−xtdt =

∫ ε

0

f(t)e−xtdt+

∫ ∞

ε

f(t)e−xtdt,ãäå ε - ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îöåíèì âíà÷àëå âòîðîé èíòåãðàë ïðè Re x >
x0: ∣∣∣∣

∫ ∞

ε

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞

ε

f(t)e−x0te−(x−x0)tdt

∣∣∣∣ < M |e−(x−x0)ε| =Me−Re(x−x0)ε = M̃e−εRex,ãäå M̃ =Me−Rex0. Åñëè x ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âíóòðè óêàçàííîãî ñåêòîðà, òî ïðè �èê-ñèðîâàííîì ε èíòåãðàë e−εRex ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè x, ò.å., ∫∞
ε
f(t)e−xtdt =

o(x−n) äëÿ âñåõ n.Â ïåðâîì èíòåãðàëå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé |f(t)| < Ctaäëÿ íåêîòîðîãî C > 0, òàê ÷òî ∣∣∣∣
∫ ε

0

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ < C

∫ ε

0

tae−σtdt,ãäå σ = Rex. Óâåëè÷èì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ äî áåñêîíå÷íîãî∣∣∣∣
∫ ε

0

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ < C

∫ ∞

0

tae−σtdt =
C

σa+1

∫ ∞

0

(σt)ae−σtdσt = C
Γ(a + 1)

σa+1

= O

(
1

σa+1

)
= O

(
1

xa+1

)
,åñëè x→ ∞, îñòàâàÿñü â ñåêòîðå −π

2
+ δ < arg x < π

2
− δ.Èç ëåììû Âàòñîíà ñëåäóåò, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f(t) òàêîâà, ÷òî |f(t)| < ex0t ïðè áîëüøèõ t è

f(t) = a1t
α1 + · · · antαn + O(tαn+1) ïðè t → 0 è íåêîòîðûõ a1, ..., an è âåùåñòâåííûõ α1, ...αn+1,òàêèõ, ÷òî −1 < α1 < α2 < ... < αn+1, òî∫ ∞

0

f(t)e−xtdt = a1
Γ(α1 + 1)

xα1+1
+ · · ·+ an

Γ(αn + 1)

xαn+1
+O

(
1

xαn+1+1

)
.Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè f(t), ðàñòóùåé íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû èèìåþùåé â íóëå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

f(t) ∼
∞∑

k=0

akt
k, t→ 0,åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F (x) = ∫∞

0
f(t)e−xtdt èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â îïèñàí-íîì âûøå ñåêòîðå

F (x) ∼
∞∑

k=0

k!ak
xk+1

, x→ ∞.Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãîèíòåãðàëà ∫ b
0
f(t)e−xtdt � áåñêîíå÷íûé îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ, îòäåëåííûé îò íóëÿ, êàæäûéðàç äàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûé âêëàä.Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ èíòåãðàëû âèäà

I(x) =

∫ ∞

0

g(t)exϕ(t)dt,ãäå ϕ(t) - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ îò 0 ê −∞ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. À èìåííî, ñäåëàåìâ èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ t = −ψ(τ), ãäå t = ψ(τ) � �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê τ = ϕ(t):
I(x) =

∫ ∞

0

g(ψ(τ))e−xτd(−ψ(τ)) = −
∫ ∞

0

g(ψ(τ))ψ′(τ)e−xτdτ.



36Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå èíòåãðàëà Ëàïëàñà I(x) = −
∫∞
0
f(τ)e−xτdτ , ãäå f(τ) =

g(ψ(τ))dψ(τ))
dτ

. Åñëè îáå �óíêöèè g(t) è ϕ(t) èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â íóëå,
ϕ(t) ∼

∞∑

k=1

akt
k, g(t) ∼

∞∑

k=0

bkt
k, t→ 0,òî è �óíêöèÿ f(τ) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íóëå f(τ) ∼∑∞

k=0 ckτ
k, êîý��èöèåíòûêîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ðåêêóðåíòíî (äëÿ ýòîãî �àêòè÷åñêè òðåáóåòñÿ îáðàùåíèå ïåðâîãî ðÿäà):

c0 = b0a
−1
1 , c1 = b1a

−2
1 − 2a2b0a

−4
1 , . . .è îïðåäåëÿþò êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà I(x). Êàê è ðàíüøå, òåæå îöåíêè âåðíû è äëÿ èíòåãðàëà ñ êîíå÷íûì âåðõíèì ïðåäåëîì.10.3. Èíòåãðàëû ãàóññîâà òèïà. Ïóñòü f(t) - �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë ∫ +∞

−∞ f(t)e−xt
2

dtàáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ x. Ïðåîáðàçîâàíèå
∫ +∞

−∞
f(t)e−xt

2

dt =

∫ +∞

0

(f(t) + f(−t))e−xt2dtè ïîñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ t = √
τ òàêæå ñâîäÿò ýòîò èíòåãðàë ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

∫ +∞

0

(f(
√
τ ) + f(−

√
τ))e−xτ

dτ

2
√
τÒàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ f(t) èìååò â íóëå àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

f(t) =
2n∑

k=0

akt
k +O(t2n+1),òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îöåíèâàåòñÿ êàê

τ
1

2

2
(f(τ

1

2 ) + f(−τ 1

2 )) =

n∑

k=0

a2kτ
k− 1

2 +O
(
τn+

1

2

)
,òàê ÷òî ∫ +∞

−∞
f(t)e−xt

2

dt =
n∑

k=0

a2k
Γ(k + 1

2
)

xk+
1

2

+O

(
1

xk+
3

2

)
.Êàê è ðàíüøå, ýòà æå îöåíêà âåðíà äëÿ èíòåãðàëà ïî ëþáîìó èíòåðâàëó, ñîäåðæàùåìó 0.10.4. Ìåòîä ïåðåâàëà. Âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ. Ìåòîä ïåðåâàëà â ïðîñòåéøåé âåðñèè îïèñû-âàåò àñèìïòîòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(x) = ∫ b

a
g(t)exϕ(t)dt, ãäå ϕ(t) èìååò åäèíñòâåííûéìàêñèìóì âî âíóòðåííåé òî÷êå t0 ∈ (a, b). Èìååì

∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt =

∫ b

a

g(t)exϕ(t0)+x(ϕ(t)−ϕ(t0))dt = exϕ(t0)
∫ b

a

g(t)ex(ϕ(t)−ϕ(t0))dt.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = ψ(τ), îáðàùàþùóþ ñîîòíîøåíèå ϕ(t)− ϕ(t0) = −τ 2:
∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt =

∫ ψ(τ)=b

ψ(τ)=a

f(τ)e−xτ
2

dτ,ãäå f(τ) = g(ψ(τ))ψ′(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå I(x)/exϕ(t0) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèåïðè x→ +∞:
∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt ∼ exϕ(t0)

(
n∑

k≥0

c2k
Γ
(
n + 1

2

)

xn+
1

2

+O

(
1

xn+
3

2

))
,ãäå cn - êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ f(τ) â íóëå, âû÷èñëÿåìûå ðåêêóðåíòíîïî êîý��èöèåíòàì àñèìïîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé g(t) è ϕ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0.



37Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñå àðãóìåíòû ðàáîòàþò è äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè ϕ(t)ñ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé t = t0 âíóòðè èíòåðâàëà, â êîòîðîé ϕ′(t0) = 0 è äåéñòâè-òåëüíàÿ ÷àñòü ϕ(t0) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèåèìååò ìåñòî ïðè x→ ∞ è −π
2
+ δ < arg x < π

2
− δ.10.5. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè Γ(x) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëü-íûõ x ÷óòü áîëåå óäîáíî ïðåäñòàâèòü Γ(x) â âèäå

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
=

1

x

∫ ∞

0

e−ττxdτ =
1

x

∫ ∞

0

e−τ+x log τdτ.Ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà êîíöàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ è èìååòìàêñèìóì â òî÷êå τ = x, ãäå (−τ + x log τ)′ = −1 + x/τ = 0. Ñäâèíåì òî÷êó ìàêèìóìà â 0çàìåíîé ïåðåìåííûõ τ = (t+ 1)x. Ïîëó÷èì
Γ(x) =

1

x

∫ ∞

0

e−x−tx+x log(t+1)xxdt = xxe−x
∫ ∞

−1

ex(−t+log(t+1))dt,òàê ÷òî
Γ(x)

xxe−x
=

∫ ∞

−1

exp(t)dt, p(t) = −t + log(t + 1)ãäå �óíêöèÿ p(t) èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì ñ ìàêñèìóìîì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè â òî÷êå
0. Ê ýòîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ìåòîä ïåðåâàëà:

Γ(x)

xxe−x
=

∫ ∞

−∞
e−xτ

2

ψ′(τ)dτ,ãäå t = ψ(τ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ t − log(t + 1) = τ 2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìòîòè÷åñêîãîðàçëîæåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà íåîáõîäèìî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè t = ψ(τ)â íóëå. Ïóñòü t = ψ(τ) = a1τ + a2τ
2 + ... + anτ

n +O(τn+1). Íàéäåì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ:
t− log(1 + t) = t− t +

t2

2
− t3

3
+O(t4) =

1

2
(a1τ + a2τ

2 +O(τ 3))2 − 1

3
(a1τ +O(τ 2))3 = τ,îòêóäà a1 =

√
2, a2 = 2

3
. Àíàëîãè÷íî a3 =

√
2

18
. Îòñþäà ψ′(τ) =

√
2 + 4

3
τ +

√
26τ 2 + O(τ 3). Èòàê,ïðè x→ ∞ è −π

2
+ δ < arg x < π

2
− δ

Γ(x)

xxe−x
=

n∑

k=0

c2k
Γ(k + 1

2
)

xk+
1

2

+O

(
1

xn+1+ 1

2

)
,ãäå c0 = √

2, c2 = √
2
6
, ò.å.,

Γ(x) = xxe−x
√

2π

x

(
1 +

1

12x
+O

(
1

x2

))
.Îáùàÿ �îðìóëà êîý��èöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ Γ(x) íåèçâåñòíà.Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèÿì 9-10:À.Ýðäåéè, Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, �ëàâû 1-2,Å.Êîïñîí, Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, �ëàâû 1-6.,Ô.Îëâåð, Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, �ëàâû 1,3.,Ì.Â.Ôåäîðþê, Ìåòîä ïåðåâàëà.



38 11. Ëåêöèÿ 11. Àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ Ôóðüå11.1. Îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû. Ìû ðàññìàòðèâàåì òåïåðü èíòåãðàëû âèäà
F (x) =

+∞∫

−∞

dt eixtϕ(t).Çäåñü, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà, äðóãàÿ ïðè÷èíà óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè � îñöèë-ëÿöèè, ò.å. óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü. Îñíîâíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà �èìàíà�Ëåáåãà. �àññìîòðèì èíòåãðàë
F (x) =

b∫

a

dt eixtϕ(t),ãäå a è b êîíå÷íû, èëè áåñêîíå÷íû. Ïóñòüà) ϕ(t) êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿá) á) â ñëó÷àå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà F (x) ñõîäèòñÿ îí ðàâíîìåðíî ïî x (íàïðèìåð ϕ(t)àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà)Òîãäà F (x) = o(1) ïðè |x| → ∞, ò.å. lim|x|→∞ F (x) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà. Òîãäà ϕ(t) ðàâíîìåðíî íåïðå-ðûâíà íà [a, b] è äëÿ ëþáîãî ǫ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå a = t0 < t1 < · · · < tn = b, òàêîå ÷òî
|ϕ(t)− ϕ(tm)| < ǫ âíóòðè êàæäîãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ. Òîãäà

n∑

k=1

tk∫

tk−1

dt eixtϕ(t) =

n∑

k=1

tk∫

tk−1

dt eixtϕ(tk) +

n∑

k=1

tk∫

tk−1

dt eixt[ϕ(t)− ϕ(ttk)]

︸ ︷︷ ︸
<(b−a)ǫ

<

<
n∑

k=1

ϕ(tk)
eixtk − e−ixtk−1

ix
+ (b− a)ǫ <

Mn

|x| + (b− a)ǫ,òàê ÷òî îáà ÷ëåíà ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ïðè áîëüøèõ |x|. �Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë ∫∞
0
dt t−σeitx, −1 < σ < 0, ñõîäèòñÿ ïî t íå àáñîëþòíî, íî ðàâíîìåðíî ïî

x ïðè |x| → ∞, òàê ÷òî ëåììà �èìàíà�Ëåáåãà ê íåìó ïðèìåíèìà.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ϕ(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà n ðàç. Òîãäà
F (x) = eibx

(
ϕ(b)

ix
− ϕ′(b)

(ix)2
+
ϕ′′(b)

(ix)3
− · · ·+ (−1)n

ϕ(n−1)(b)

(ix)n

)
−

− eiax
(
ϕ(a)

ix
− ϕ′(a)

(ix)2
+
ϕ′′(a)

(ix)3
− · · ·+ (−1)n

ϕ(n−1)(a)

(ix)n

)
+ o(x−n)Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

F (x) =

b∫

a

dt eixtϕ(t) =
eixtϕ(t)

ix

∣∣∣∣
b

t=a

−
b∫

a

dt eixt
ϕ′(t)

ix
,ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí èìååò ïîðÿäîê x−1 â ñèëó ëåììû. È òàê äàëåå.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü a = 0, b = ∞, ϕ ∈ S (âïðî÷åì, äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî óáûâàíèÿ âìåìòå ñîâñåìè ïðîèçâîäíûìè). Òîãäà

F (x) =

∞∫

0

dt eixtϕ(t) ∼
∞∑

k=0

ϕ(k)(0)

(
i

x

)k+1

, |x| → ∞.



39Ñðàâíèì ñ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà:
F (z) =

∞∫

0

dt e−ztϕ(t) ∼
∞∑

k=0

ϕ(k)(0)

(
1

z

)k+1ãäå z → ∞ òàê, ÷òî | arg z| < π

2
−δ. Ïîäñòàâëÿÿ z = −ix =

x

i
, âèäèì ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-æåíèå èíòåãðàëà Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà Ëàïëàñà íà îáëàñòü | arg z| ≤ π
2
.Ïðèìåð.

∞∫

0

dt
eitx

1 + t
∼ (−1)nn!

(
i

x

)n+1

, |x| → ∞,

∞∫

0

dt
e−tz

1 + t
∼ (−1)nn!

(
1

z

)n+1

, | arg z| ≤ π

2
→ ∞,íà ñàìîì äåëå äàæå < π − δÂîïðîñ. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà âîçìîæíà è ïî íåöåëûì ñòåïåíÿì. Êàê îáîáùèòü íàèíòåãðàë Ôóðüå?Îòâåò. Îáîáùàåòñÿ äëÿ óáûâàþùèõ �óíêöèé. Â ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà äëÿ ýòîãî íóæíîáûëî, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëèòü

∞∫

0

dt tαe−pt =
Γ(α + 1)

pα+1
, α > −1,à çäåñü íàì íóæåí èíòåãðàë

∞∫

0

dt tαeitx = eiπ(α+1)/2Γ(α+ 1)

xα+1
, −1 < α < 0,÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî:

∞∫

0

dt tαe−tx =

i∞∫

0

dt tαe−tx =ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â ïåðâîì êâàäðàíòå âêëàä ïî ÷åòâåðòè áîëüøîãî êðóãà äàåòâ ïðåäåëå íîëü. Òàêèì îáðàçîì âî âòîðîì èíòåãðàëå t � ÷èñòî ìíèìî è 0 < t < i∞, òî÷íåå
0 < it <∞. Òîãäà

=

∞∫

0

d(−it)
−i (−it)αeitx = e−iπ(α+1)/2

∞∫

0

dt eixttα.Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ìû óìååì òîëüêî èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì îñöèëëèðóþùå èíòåãðàëû, èíå óìååì îòùåïëÿòü, êàê â èíòåãðàëå Ëàïëàñà, ñòàíäàðòíûå èíòåãðàëû - îíè ðàñõîäÿòñÿ íàáåñêîíå÷íîñòè. Âûõîä â èñïîëüçîâàíèè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ñ èíòåãðàëüíî çàäàííûìè�óíêöèÿìè, áëàãî îò íèõ ïîòðåáóþòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.Íàïðèìåð, ïóñòü −1 < α < 0 è
F (x) =

∞∫

0

dt tαeitx︸ ︷︷ ︸
ψ′(t)

ϕ(t) = ψ(t)ϕ(t)
∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

dt ψ(t)ϕ′(t),



40ãäå ìû îáîçíà÷èëè
ψ(t) =

t∫

∞

dτ ταeixτ .Tîãäà
ψ(0) = −

∞∫

0

dτ ταeixτ = −eiπ(α+1)/2Γ(α + 1)

xα+1
,òàê ÷òî

ψ(t) ∼ tαeitx

ix
ïðè t→ +∞.(îöåíêà èíòåãðàëà ∫ t∞ dτ ταeixτ ïî ÷àñòÿì). Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) ∼ Γ(α + 1)eiπ(α+1)/2

xα+1
−

∞∫

0

dt ψ(t)ϕ′(t),ãäå ψ(t) îáëàäàåò óêàçàííîé âûøå àñèìïòîòèêîé ïðè t ∼ ∞. Ìîæíî ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ, âçÿâ
ψ(2)(t) =

∫ t
∞ dτ ψ(τ). Ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ 0

∞ dτ ψ(2), ÷òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìóäàåò Γ(α + 2)

xα+2
eiπ(α+2)/2. Èòàê,
F (x) ∼ eiπ(α+1)/2Γ(α + 1)

xα+1
a1 + eiπ(α+2)/2Γ(α + 2)

xα+2
a2 + . . . =

= Γ(α + 1)

(
i

x

)α+1

a1 + Γ(α + 2)

(
i

x

)α+2

a2 + . . . , t→ 0,ãäå àñèìïòîòè÷åñêè ϕ(t) ∼ a1 + a2t + . . . + an+1t
n, t → 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íàëè÷èèáåñêîíå÷íîé äè��åðåíöèðóåìîñòè è ðàâîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâîäíûõ

b∫

a

dt eitxϕ(t) ∼ eiax

(
a1Γ(α1 + 1)

(
i

x

)α1+1

+ a2Γ(α2 + 1)

(
i

x

)α2+1

+ . . .

)
−

− ∼ eibx

(
b1Γ(β1 + 1)

(
i

x

)β1+1

+ a2Γ(β2 + 1)

(
i

x

)β2+1

+ . . .

)
,åñëè èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿïðè t→ a : ϕ(t) ∼ a1(t− a)α1 + a2(t− a)α2 + . . . , α1 < α2 < . . . ,ïðè t→ b : ϕ(t) ∼ b1(t− b)β1 + b2(t− b)β2 + . . . , β1 < β2 < . . . .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðàçáèòü èíòåãðàë íà äâà ïîëóáåñêîíå÷íûõ èíòåãðàëà, ñâåäÿ çàäà÷óê ïðåäûäóùåé, è âû÷åñòü ðàçëîæåíèÿ.11.2. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû. Íàéäåì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

F (x) =

b∫

a

dt f(t)eixp(t),ãäå p(t) ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç íàîòðåçêå [a, b], ïðè÷åì èìåþùàÿ íà ýòîì îòðåçêå åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì â òî÷êå t0. �àçîáüåìèíòåðâàë íà äâà îòðåçêà ìîíîòîííîñòè �óíêöèè p(t) (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëííîñòè, ýòî òî÷êàìèíèìóìà ýòîé �óíêöèè) è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:
F1(x) =

b∫

to

dt f(t)eixp(t) = eixp(t0)
b∫

t0

dt f(t)eix(p(t)−p(t0)) =



41(ãäå ìû ðàññìîòðåëè ÷àñòü îòðåçêà: îò t0 äî b. Ïîëîæèì: u = p(t)− p(t0))
= eixp(t0)

β=p(b)−p(t0)∫

0

du

p′(t(u))
f(t(u))eixu.Ïîëîæèì ϕ(u(t)) =

f(t)

p′(t)
è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà.Ïðè t→ t0 èìååì: u ∼ p′′(t0)

2
(t− t0)

2 è p′(t) ∼ p′′(t0)(t− t0) =
√
2up′′(t0). Îòñþäà

ϕ(u(t)) ∼ f(t0)√
2p′′(t0)

u−1/2 ïðè u→ 0, ò.å. ïðè t→ t0,

ϕ(u(t)) → f(b)

p′(b)
ïðè u→ β, ò.å. ïðè t→ b,à òîãäà

F1(x) = eixp(t0)
Γ(1/2)f(t0)√

2p′′(t0)

(
i

x

)1/2(
1 +O

(
1√
x

))
− eixp(b)

f(b)

p′(b)

i

x

(
1 +O

(
1

x

))
.Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ è äëÿ ëåâîãî èíòåðâàëà. Íå÷åòíûå â òî÷êå to ñëàãàåìûå âñóììå ñîêðàùàþòñÿ, òàê ÷òî èìååì îêîí÷àòåëüíî

F (x) = eixp(t0)f(t0)

√
2π

2p′′(t0)

(
i

x

)1/2(
1 +O

(
1

x

))
+

+

(
eixp(a)

f(a)

p′(a)
− eixp(b)

f(b)

p′(b)

)
i

x

(
1 +O

(
1

x

))
.Â ñëó÷àå ìàêñèìóìà èìååì â ãëàâíîì ÷ëåíå

√
2π

−2p′′(t0)

(−i
x

)1/2

.Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ Ýéðè îòðèöàòåëüíîãî àðãóìåíòà:Ai(−x) = 1

π

∞∫

0

dw cos

(
w3

3
− xw

)
=
x1/2

π

∞∫

0

ds cos

(
x3/2

(
s3

3
− s

))
=(ãäå ìû ñäåëàëè çàìåíó w = s

√
x. Ïîëàãàÿ u = x3/2, èìååì)

=
x1/2

2π




∞∫

0

ds eiu(s
3/3−s) +

∞∫

0

ds e−iu(s
3/3−s)


 =(çàìåòèì, ÷òî èç äâóõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê s = ±1 òîëüêî s = 1 ïîïàäàåò â èíòåðâàë. Ïîýòîìó,ïî ïðåäûäóùåìó, ãäå f ′′ = 2, èìååì:)

=
x1/2

2π

(
e−2iu/3

√
2π

2u
eiπ/4 + e2iu/3

√
2π

2u
e−iπ/4

)
+O

(
1√
u

)
=

=
√
πx−1/4 cos

(
2

3
x3/2 − π

4

)(
1 +O(x−1/2)

)
.



42 12. Ëåêöèÿ 1212.1. Ìåòîä ïåðåâàëà (êîìïëåêñíàÿ âåðñèÿ). Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå àñèìïòî-òèêè ïðè λ→ ∞ èíòåãðàëà ∫

C

dz ϕ(z)eλp(z)ïî íåêîòîðîìó êîíòóðó C íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z. Ôóíêöèè ϕ(z) è p(z) ïðåäïîëàãàþòñÿàíàëèòè÷åñêèìè ïî z. Èäåÿ ñîñòîèò â ñâåäåíèè ýòîãî èíòåãðàëà ê èíòåãðàëó òèïà Ëàïëàñàïîñðåäñòâîì çàìåíû z = z(t):
b∫

a

dt ϕ(t)eλp(t),è èñïîëüçîâàíèè âåùåñòâåííîãî ìåòîäà ïåðåâàëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîé ñïîñîá ðàáîòàë íóæíî,÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) �óíêöèÿ Re p(t) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì (èëè ìèíèìóì) âî âíóòðåííåé òî÷êå t0,(2) Re[λ(p(t)−p(t0))] < 0 âñþäó íà êîíòóðå, ãäå λ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ñåêòîðó S : α1 <
arg z < α2.(3) èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî ïàðàìåòðó λ ∈ S.Òîãäà èíòåãðàë äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì λ ïðè λ → ∞, λ ∈ S.Êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïî àñèìï-òîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ �óíêöèé p(z(t)) è ϕ(z(t)) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.Âîïðîñ: êîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü? Re p(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. �àðìîíè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ íå èìååò íè ìàêñèìóìîâ, íè ìèíèìóìîâ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. ×òîáóäåò â òî÷êå, ãäå p′(z0) = 0 (â ñìûñëå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé: ∂/∂z(p(z0)) = 0)? Ïóñòü íîëüïðîñòîé: p′′(z0) 6= 0. Òîãäà, ïîëîæèâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè p′′(z0) = 2a , ãäå a - ïîëîæèòåëüíîåâåùåñòâåííîå ÷èñëî, èìååì: p(z) ∼ a(z−z0)2 = a((x−x0)2−(y−y0)2+2i(x−x0)(y−y0))+o(|z|2),òàê ÷òî

Re p(z) ∼ a
(
(x− x0)

2 − (y − y0)
2
)
.Çíà÷èò, íà êîíòóðå, çàäàííîì óðàâíåíèåì y = y0 (íà íåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t ìîæíî âûáðàòüêîîðäèíàòó x) �óíêöèÿ Re p(z) ∼ a(x− x0)

2 è äîñòèãàåò â ýòîé òî÷êå ìèíèìóìà, à íà êîíòóðå,çàäàííîì óðàâíåíèåì x = x0 (íà íåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòó y)�óíêöèÿ Re p(z) ∼ −a(y − y0)
2 äîñòèãàåò â ýòîé òî÷êå ìàêñèìóìà. Èòàê, åñëè êîíòóð ïðîõîäèò÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó z0 è â åå îêðåñòíîñòè ïðîõîäèò ïî ëèíèè Im p(z) = Im p(z0), òî â ýòîéîêðåñòíîñòè ïðèìåíèì âåùåñòâåííûé ìåòîä ïåðåâàëà, äàþùèé àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèåèíòåãðàëà ïî ÷àñòè êîíòóðà âíóòðè ýòîé îêðåñòíîñòè, ïðè÷åì ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîåðàçëîæåíèå áóäåò âåðíî âî âñÿêîì ñåêòîðå | arg λ| < π/2 − δ, δ > 0. Åñëè æå íàì óäàñòñÿäå�îðìèðîâàòü èñõîäíûé êîíòóð òàê, ÷òîáû íà íåì âñþäó áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Re[λ (p(z(t))− p(z(t0)))] < 0äëÿ íåïóñòîãî ñåêòîðà S : α1 < arg z < α2 è òî÷êà z0 îñòàëàñü åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîéíà êîíòóðå, òî ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì â ýòîì ñåêòîðå äëÿâñåãî èíòåãðàëà.Èäåàëüíûé ñëó÷àé - êîãäà êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ óäàåòñÿ öåëèêîì äå�îðìèðîâàòü â êîíòóðâèäà Im(p(z)) = 
onst, ñ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé âíóòðè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåìàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà â ñåêòîðå | arg λ| < π/2− δ. �ëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ,êàê è ðàíåå, èìååò âèä
eλp(z0)

√
2π

p′′(z0)

1√
λ

(
1 +O

(
1

λ

))
.Âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà çíàêà äëÿ 1/

√
p′′(z0). Îòâåò ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî ïèñàòü:

eiθ/
√
p′′(z0), ãäå eiθ íàïðàâëåí âäîëü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ïàðà-ìåòðà èíòåãðèðîâàíèÿ, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, èëè â îáðàòíóþ ñòîðîíó,åñëè èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì.



43Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ Ýéðè Ai(z) ïðè z > 0.Ai(z) = 1

π

∞∫

0

dt cos

(
t3

3
+ tx

)
=
z1/2

π

∞∫

0

ds cos

(
z3/2

(
s3

3
+ s

))
=
z1/2

2π

∞∫

−∞

ds eiu(s
3/3+s)),ãäå u = z3/2. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè òóò s = ±i, èñõîäíûé æå èíòåãðàë îñöèëëèðóåò è íå ïðîõîäèò÷åðåç êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

p(s) = i

(
s3

3
+ s

)
= i

(
x3

3
+

3ix2y − 3xy2 − iy3

3
+ x+ iy

)
,

Re p(s) = −x2y + y3

3
− y,

Im p(s) =
x3

3
− xy2 + x = x

(
x2

3
− y2 + 1

)
.Êîíòóð ìîæíî äå�îðìèðîâàòü â îáëàñòü y > 0 ïðè ìàëûõ y (ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâè-òåëüíàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû îòðèöàòåëüíà), òàê ÷òî åãî ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç êðèòè-÷åñêóþ òî÷êó s = i. Â ýòîé òî÷êå Im p(s) = 0, âñå æå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Im p(s) = 0 îáðàçóþò,ñîãëàñíî �îðìóëå âûøå, îáúåäèíåíèå âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = 0 è ãèïåðáîëû x2 − 3y2 = −3,êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðîå òî÷êó (0, 1) (ò.å.,s = i) â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Re p ïðè ýòîìëîêàëüíî âûãëÿäèò êàê (−x2), ò.å. èìååì ìàêñèìóì. ÒîãäàAi(z) = 1

2π
eup(i)

√
2π

p′′(i)

(
1√
u
+O

(
1

u

))
.Ó íàñ p(i) = −2/3, p′′(i) = −2, òàê ÷òîAi(z) = z−1/4

2
√
π
e−

2

3
z3/2
(
1 +O(z−1/2)

)
.Íà ñàìîì äåëå êîíòóð ìîæíî äå�îðìèðîâàòü äî ãèïåðáîëû x2−3y2 = −3, íà êîòîðîé Im p =
onst,òàê ÷òî îáëàñòü ðàçëîæåíèÿ | arg u| < π/2− δ, èëè, ýêâèâàëåíòíî, | arg z| < π/3− δ.12.2. Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. 1. Íåò íóæäû çàïîìèíàòü �îðìóëû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-æåíèÿ èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà è Ôóðüå: îíè åñòåñòâåííû. Íàïðèìåð, ìîæíî èìåòü â âèäó òàêîéèõ ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t), ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû, ðàñêëà-äûâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä: f(t) =

∑
n≥0 ant

αn . Òîãäà èíòåãðàë Ëàïëàñà∫∞
0
f(t)e−ztdt ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïîëó÷èì íå òî÷íîå ðàâåí-ñòâî, à àñèìïòîòè÷åñêîå:

∫ ∞

0

(
∑

n≥0

ant
αn

)
e−ztdt ∼z→∞

∑

n≥0

an

∫ ∞

0

tαne−ztdt, | arg z| < π/2− δ.Òîæå ñàìîå ìîæíî äåëàòü è ñ èíòåãðàëàìè Ôóðüå îò óáûâàþùèõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì èñõîäíûéðÿä äëÿ f(t) òîæå ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêèì. òàê ÷òî. íàïðèìåð,
∫ ∞

0

e−1/t2e−ztdt ∼ 0,íî ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ f(t) âñå ðàâíî ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî ê àñèìïòîòè-÷åñêîìó ðÿäó äëÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà.2. Åñëè �óíêöèÿ f(t) ïðîäîëæàåòñÿ äî àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî t,òî è èíòåãðàë Ëàïëàñà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà áîëüøèé ñåêòîð ïåðåìåííîé z. À èìåííî,ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(t) àíàëèòè÷íà â ñåêòîðå α1 < | arg z| < α2 è ðàñòåò òàì íå áûñòðååíåêîòîðîé ýêñïîíåíòû. Òîãäà ìû ìîæåì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü èíòåãðàë Ëàïëàñà
F (z) =

∫ ∞

0

f(t)e−ztdt



44äî àíàëèòè÷åñêîé â ñåêòîðå α1 − π/2 < | arg z| < α2 + π/2 �óíêöèè, ïîâîðà÷èâàÿ ïîñòåïåííîëó÷ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùèõ z èíòåãðàë ïî áîëüøîé äóãå,ñîåäèíÿþùèé èñõîäíûé è íîâûé êîíòóð, áóäåò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì äèàìåòðà äóãè.Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåííîãî èíòåãðàëà îñòàåòñÿ âåðíîéè â ðàñøèðåííîé îáëàñòè. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîì íàìè ìíîãîêðàòíî èíòåãðàëà
F (z) =

∫ ∞

0

e−zt

1 + tàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
F (z) ∼

∑

n≥0

(−1)nn!

zn+1
, z → ∞áóäåò âåðíî â îáëàñòè | arg z| < 3π/2 − δ, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ 1/(1 + t) àíàëèòè÷íà â ñåêòîðå

| arg z| < π (çàìåòèì, ÷òî òåïåðü óæå èìååòñÿ â âèäó îöåíêà íå òîëüêî èíòåãðàëà, íî è åãîàíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ!).3. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî õîðîøî ñõîäÿùèéñÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè ðÿä àâòîìà-òè÷åñêè çàäàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Íàïðèìåð,âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
ex = 1 + x+

x2

2
+ · · ·íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðè x → ∞, ïîñêîëüêó âñÿêèé åãî îñòàòîê íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè x→ ∞.12.3. Ôîðìóëà Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà. Èäåÿ îöåíêè èíòåãðàëà Ôóðüå � èñïîëüçîâàíèå èíòå-ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñïîñîáîì, ïðîòèâîïîëîæíûì åñòåñòâåííîìó: ìû çàìåíÿåì èíòåãðàë, ãäåïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò èñõîäíî èññëåäóåìóþ f(t) íà èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé f ′(t).Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì:

n∑

k=1

f(k) =
n−1∑

k=1

k(f(k)− f(k − 1)) + nf(n)(ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ). Ýéëåð èñïîëüçîâàë ýòè äâà ïðèåìà îäíîâðåìåííî.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî a è �óíêöèþ âåùåñòâåííîãîïåðåìåííîãî f(x). Èññëåäóåì îòëè÷èå ñóììû
Sn =

1

2
f(a) + f(a+ 1) + . . .+ f(n− 1) +

1

2
f(n), n ∈ Zîò èíòåãðàëà ∫ n

a
f(x)dx. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì(12.1) Sn −

∫ n

a

f(x)dx =

∫ n

a

ω1(x)f
′(x)dx, ãäå ω1(x) = x− [x]− 1

2
.Â ñàìîì äåëå, äëÿ âñÿêîãî öåëîãî j èìååì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,

∫ j+1

j

(
x− j − 1

2

)
f ′(x)dx =

f(j) + f(j + 1)

2
−
∫ j+1

j

f(x)dx.Cóììèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî j, ïðèõîäèì ê (12.1). Äðóãîé ñïîñîá âûâîäà - èñïîëüçîâàíèå èíòå-ãðàëà Ñòèëüòüåñà. Èìååì∫ n

a

f(x)d[x] = f(a+ 1) + . . .+ f(n),

∫ n

a

f(x)d[−x] = −f(a)− . . .− f(n− 1),òàê ÷òî
Sn −

∫ n

a

f(x)dx =

∫ n

a

f(x)d

(
[x]− [−x])

2
− x

)
.Áåðÿ èíòåãðàë Ñòèëüòüåñà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Sn −
∫ n

a

f(x)dx = −
∫ n

a

f ′(x)

(
[x]− [−x])

2
− x

)
dx = −

∫ n

a

f ′(x)

(
[x]− x− 1

2

)
dx



45Ïðîäîëæèì, íà÷èíàÿ ñ �îðìóëû (12.1), ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Çàìåòèì. ÷òî �óíê-öèÿ ω1(x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 1 è åå èíòåãðàë ïî ïåðèîäó íóëåâîé:
ω1(x) = ω1(x+ 1),

∫ 1

0

ω1(x)dx = 0, è ω1(x) = x− 1

2
ïðè 0 ≤ x < 1.Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò (òåïåðü óæå íåïðåðûâíàÿ) ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ω2(x) 
 íóëåâûì èíòå-ãðàëîì ïî ïåðèîäó, òàêàÿ. ÷òî ω′

2(x) = ω1(x). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ω2(x) =

x2

2
− x

2
+

1

12
.Èíòåãðèðîâàíèå (12.1) ïî ÷àñòÿì äàåò ðàâåíñòâî(12.2) Sn −

∫ n

a

f(x)dx = ω2(x)f
′(x)|na −

∫ n

a

ω2(x)f
′′(x)dxè, áîëåå îáùî,(12.3) Sn −

∫ n

a

f(x)dx =

m∑

s=2

ωs(x)f
(s−1)(x)|na + (−1)m+1

∫ n

a

ωm(x)f
(m)(x)dxÝòî è åñòü �îðìóëà Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå.Ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 1 �óíêöèè ωk(x) íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî èç óñëîâèé

ω′
k+1(x) = ωk(x),

∫ 1

0

ωk(x)dx = 0.Äëÿ áîëåå ÿâíîãî îïèñàíèÿ �óíêöèé ωk(x) ñîáåðåì èõ â ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ
G(x, t) =

∑

k≥0

ωk(x)t
k, 0 ≤ x < 1ïîëîæèâ ω0(x) = 1. Òîãäà óñëîâèå ω′

k+1(x) = ωk(x) çàïèøåòñÿ â âèäå
∂G(x, t)

∂x
=
∑

ω′
k(x)t

k =
∑

ωk−1t
k = tG(x, t).Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ∂G(x,t)

∂x
= tG(x, t) ëåãêî ðåøàåòñÿ:
G(x, t) = g(t)etx,ãäå g(t) - ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Åå ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòíîøåíèå ∫ 1

0
ωk(x)dx = δk,0, êîòîðîå âòåðìèíàõ G èìååò âèä ∫ 1

0
G(x, t)dt = 1:
∫ 1

0

g(t)etxdt =
g(t)

t
etx
∣∣1
0
=
g(t) (et − 1)

t
= 1,îòêóäà g(t) = t

et−1
è G(x, t) = text

et−1
. Â ïðèíÿòûõ ñåé÷àñ îáîçíà÷åíèÿõ (ðàíüøå èñïîëüçîâàëèòàêæå íîðìèðîâêó áåç �àêòîðèàëîâ) �óíêöèÿ G(x, t) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ìíîãî÷ëåíîâÁåðíóëëè Bk(x)

G(x, t) =
∑

k≥0

Bk(x)
tk

k!
, òàê ÷òî ωk(x) =

Bk(x− [x])

k!
.Áîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ÷èñëà Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè âíóëå, Bk = Bk(0), òàê ÷òî t/(et − 1) ÿâëÿåòñÿ èõ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé:

t

et − 1
=
∑

n≥0

Bn

n!
tn.



46Ïîëèíîìû Áåðíóëëè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè. Â ñàìîì äåëå, èç âèäà ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî �îðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî t: etx∑k Bkt
k/k! =∑

nBn(x)t
n/n!, ò.å., (

∑

l

tl

l!

)(
∑

k

Bk
tk

k!

)
=
∑

n

Bn(x)
tn

n!
,îòêóäà

Bn(x) =
n∑

j=0

Bn−jx
j .Äàëåå, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ G(x, t) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû x ↔ 1 − x, t ↔ −t,ïîýòîìó Bn(1 − x) = (−1)nBn(x), â ÷àñòíîñòè, Bn(1) = (−1)nBn(0). Ïîñêîëüêó �óíêöèè ωk(x)ïåðèîäè÷íû è íåïðåðûâíû ïðè n ≥ 3, çàêëþ÷àåì, ÷òî B2k+1 = 0 ïðè k ≥ 1. Ïåðâûå çíà÷åíèÿ÷èñåë Áåðíóëëè: B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

12
, B3 = 0, B4 =

1

30
. Òåïåðü �îðìóëû (12.2) è (12.3)ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:(12.4) n∑

a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ n

a

B2(x− [x])

2
f ′′(x)dx,(12.5) n∑

a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

m∑

s=2

B2s

(2s)!

(
f (2s−1)(n)− f (2s−1)(a)

)
+Rm,ãäå îñòàòîê

Rm = −
∫ n

a

B2m(x− [x])

(2m)!
f (2m)(x)dx.12.4. Ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà. Ïðåæäå âñåãî õîòåëîñü áû èìåòü õîòüêàêóþ-íèáóäü îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rm, òî÷íåå, ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ B2m(x−[x])

(2m)!
.�ðóáàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè G(x, t). Ýòà �óíê-öèÿ èìååò ïîëþñà ïî t â òî÷êàõ t = 2πik, ãäå k = ±1,±2, . . .. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ ñõî-äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ∑k≥0

Bk(x)
k!

tk ðàâåí 2π, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî r, 0 < r < 1 âûðàæåíèå
Bk(x)
k!

(2πr)k ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Òàêèì îáðàçîì, èìååì îöåíêó
∣∣∣∣
Bk(x)

k!

∣∣∣∣ < C(r)
1

(2πr)käëÿ ëþáîãî r, 0 < r < 1.Ôîðìóëó Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü äëÿ �óíêöèé f(x), ïðîèçâîäíûå f (n)(x)êîòîðûõ óáûâàþò ñ ðîñòîì n. Äîïóñòèì, ìû íàõîäèìñÿ ðîâíî â òàêîé ñèòóàöèè è õîòèì îöå-íèòü àñèìïòîòèêó ñóììû ∑n
a f(j) ïî ïàðàìåòðó n. Òîãäà ñëàãàåìûå B2s

(2s)!
f (2s−1)(a) ñîáèðàþòñÿâ ñóììó, íå çàâèñÿùóþ îò n. Èìååòñÿ ïðîñòîé èçÿùíûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé èçáàâèòüñÿ îòíèõ ñðàçó. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî óæå ∫ +∞

a
f ′′(x)dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïðåîáðàçóåì�îðìóëó (12.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑

a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ n

a

ω2(x)f
′′(x)dx

=

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ ∞

a

ω2(x)f
′′(x)dx+

∫ ∞

n

ω2(x)f
′′(x)dx

=

∫ n

a

f(x)dx+
f(n)

2
+
f ′(n)

12
+ C +

∫ ∞

n

ω2(x)f
′′(x)dx,ãäå(12.6) C =

f(a)

2
− f ′(a)

12
−
∫ ∞

a

B2(x− [x])

2
f ′′(x)dx.



47Òåïåðü áóäåì îïèñàííûì ðàíåå ìåòîäîì èíòåãðèðîâàòü ∫∞
n
ω2(x)f

′′(x)dx ïî ÷àñòÿì:
∫ ∞

n

ω2(x)f
′′(x)dx = ω3(n)f

(3)(n)−
∫ ∞

n

ω3(x)f
(3)(x)dxè ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �îðìóëó

n∑

a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+ C +
f(n)

2
+

m∑

s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm,ãäå C çàäàíî ñîîòíîøåíèåì (12.6), è Rm =

∞∫
n

B2m(x−[x])
(2m)!

f (2m)(x)dx.Ïðèìåð. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà n! (òî÷íåå, log n!). Ïðåäñòàâèì log n! â âèäå ñóììû
logn! = log 1+log 2+ . . .+logn è ïðèìåíèì ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ �óíêöèè f(x) = log x.Åå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä f ′(x) = 1/x, f ′′(x) = −1/x2, f (n)(x) = (−1)n−1(n−1)!/xn. Â ÷àñòíîñòè,∫∞
1
f ′′(x)dx = −

∫∞
1

1/x2dx ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó
log 1 + log 2 + . . .+ log n =

∫ n

1

log xdx+
1

2
log n+ C +

m∑

s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm

=(x log x− x)
∣∣n
1
+

1

2
logn + C +

m∑

s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm

=

(
n+

1

2

)
logn− n + 1 + C +

m∑

s=1

B2s

(2s)(2s− 1)n2s−1
+Rm,ãäå

C = − 1

12
+

∫ ∞

1

B2s(x− [x])

(2x2)
dx, Rm =

∞∫

n

B2m(x− [x])

2mx2m
dx.Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, çàìå÷àåì, ÷òî Rm = O(1/n2m). Äëÿ ïîñòîÿííîé C ìîæíî ïîëó÷èòüäðóãîå âûðàæåíèå, çàìåòèâ, ÷òî â ñèëó îïèñàííîé âûøå �îðìóëû

C + 1 = lim
n→∞

(
log n!−

(
n +

1

2

)
log n+ n

)
,è, ïðèìåíèâ �îðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ n! = Γ(n + 1),

n! = nne−n
√
2πn (1 + o(1)) ,ïîëó÷èì, ÷òî C + 1 = 1

2
log 2π, è â èòîãå ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

log n! =

(
n+

1

2

)
logn− n +

1

2
log 2π +

m∑

s=1

B2s

(2s)(2s− 1)n2s−1
+O

(
1

n2m

)
.12.5. �ÿä Ñòèðëèíãà äëÿ log Γ(z). . Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìï-òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ëîãàðè�ìà Γ-�óíêöèè Ýéëåðà. Âîñïîëüçóìñÿ, ê ïðèìåðó, îïðåäå-ëåíèåì Ýéëåðà:

Γ(z) = lim
n→∞

n!nn

z(z + 1) · · · (z + n)
.Òîãäà(12.7) log Γ(z) = lim

n→∞

(
(log 1 + . . . log n)− (log z + . . . log(z + n)) + z logn

)
.Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ êàæäîé èç ñóìì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì (12.4):

log 1 + . . .+ log n =

∫ n

1

log xdx+
1

2
(log 1 + log n) +

1

12

(
1

n
− 1

)
+

∫ n

1

B2(x− [x])

2x2
dx,
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log z+. . .+log(z+n) =

∫ n

0

log(x+z)dx+
1

2
(log z + log(z + n))+

1

12

(
1

z + n
− 1

z

)
+

∫ n

0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â (12.7), ïîëó÷èì

log Γ(z) =

lim
n→∞

(∫ n

1

log xdx−
∫ n

0

log(x+ z)dx+
1

2

(
log

n

z(n + z)

)
+

1

12

(
z

n(z + n)
− z − 1

z

)
+ z logn

)

+ C −
∫ ∞

0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx,ãäå C =

∫ n
1

B2(x−[x])
2x2

dx.Âû÷èñëèì âíà÷àëå ïðåäåë âî âòîðîé ñòðîêå ïîñëåäíåé �îðìóëû:
lim
n→∞

(∫ n

1

log xdx−
∫ n

0

log(x+ z)dx+
1

2

(
log

n

z(n + z)

)
+

1

12

(
z

n(z + n)
− z − 1

z

)
+ z log n

)
=

lim
n→∞

(
(x log x− x)

∣∣n
1
− ((x+ z) log(x+ z)− (x+ z))

∣∣x=n
x=0

− 1

2
log z + z log n+

1

12z
− 1

)
=

lim
n→∞

(
n log n− (n+ z) log(n + z) + z log z − 1

2
log z + z log n+

1

12z

)
=

(
z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n + z) log

n+ z

n
=

(
z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n+ z) log

(
1 +

z

n

)
=

(
z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n + z)

z

n
=

(
z − 1

2

)
log z − z +

1

12z
.Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë

F (z) =

∫ ∞

0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx =

∫ ∞

0

ω2(x)

(x+ z)2
dxîöåíèì ïðèâû÷íûì ñïîñîáîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ïðèìåíåíèåì �óíêöèé ωk(x):

F (z) = −
m∑

s=2

B2s

2s(2s− 1)z2s−1
+O

(
1

z2m

)
,òàê ÷òî(12.8) log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
log z − z + C +

m∑

s=2

B2s

2s(2s− 1)z2s−1
+O

(
1

z2m

)ãäå C = 1
2
log 2π, íàïðèìåð, èç òîãî æå ñðàâíåíèÿ ñ �îðìóëîé Ñòèðëèíãà äëÿ Γ(z).Îáëàñòü ïàðàìåòðà z, â êîòîðîé ðàáîòàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (12.8), îïðåäåëÿåòñÿîáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëà F (z) = ∫∞

0
B2(x−[x])
2(x+z)2

dx ïðè áîëüøèõ
z. Äëÿ ýòîãî çíàìåíàòåëü x+z äîëæåí áûòü ðàâíîìåðíî îòäåëåí îò íóëÿ, ò.å., àñèìïòîòè÷åñêîåðàçëîæåíèå Ñòèðëèíãà äëÿ log Γ(z) ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè | arg z| < π − δ äëÿ ñêîëü óãîäíîìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ.



4913. Ëåêöèÿ 13. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà13.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà � îäíà èç çàäà÷ èíòå-ãðàëüíîé ãåîìåòðèè, ò.å. îáëàñòè èññëåäîâàíèé, ðàññìàòðèâàþùåé èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ, ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå �èíêöèÿì íà ìíîãîîáðàçèè X èõ èíòåãðàëû ïî ïîäìíîãîîáð-çèÿì èç êàêîãî-ëèáî ñåìåéñòâà M . Ò.å. âîçíèêàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíêöèÿìè íà ìíîãîîá-ðàçèè X è �óíêöèÿìè íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè M åãî ïîäìíîãîîáðàçèé. Íàïðèìåð, �óíê-öèÿì íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå èõ èíòåãðàëû ïî âñåâîçìîæíûìïðÿìûì, ïåðåâîäÿùåå �óíêöèè íà En â �óíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè ïðÿìûõ. Ìû ðàññìîòðèìïðîñòåéøèé ñëó÷àé: ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ò.å. èíòåãðàëüíîå ïðå-îáðàçîâàíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå �óíêöèè f(x1, x2) íà ïëîñêîñòè åå èíòåãðàëû ïî âñåâîçìîæíûìïðÿìûì. Çàäàäèì ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì
x1 cosφ+ x2 sinφ− p = 0,÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:
x1 = −t sin φ+ p cosφ,

x2 = t cosφ+ p sinφ.Òàêèì îáðàçîì p � ðàñòîÿíèå ïðÿìîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò, t � ïàðàìåòåð íà ïðÿìîé, v =
(cosφ, sinφ) � âåêòîð íîðìàëè ê ïðÿìîé, ïðè �èêñèðîâàííîì p èìååì: dx1 = − sinφdt, dx2 =
cosφdt, òàê ÷òî ýëåìåíò äëèíû åñòü ds2 = dx21 + dx22 = dt2, ò.å. dt � åâêëèäîâà ìåðà íà òàêîéïðÿìîé. Çíà÷èò ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ ó íàñ ïàðàìåòðèçîâàíî ïàðîé ïåðåìåííûõ {φ, p}, ïðè-÷åì ïàðàìåòðàì {φ, p} è {φ′, p′} îòâå÷àåò îäíà è òà æå ïðÿìàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ′ = φ + πk, p′ = (−1)kp, k ∈ Z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ïî-ëó÷àåòñÿ èç áåñêîíå÷íîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè {φ, p} ïóòåìîòîæäåñòâëåíèÿ òî÷åê {φ, p} è {φ+ π,−p}.Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà �óíêöèè f(x1, x2) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì(13.1) Rf(φ, p) =

+∞∫

−∞

dt f(−t sinφ+ p cosφ, t cosφ+ p sinφ).Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé. Ìû ðàññìîò-ðèì åãî äëÿ ïðîñòîòû íà ïðîñòðàíñòâå �èíèòíûõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé. Âýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà Rf � �èíèòíàÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿíà ìíîãîîáðàçèè ïðÿìûõ, ò.å. áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ îò φ è p, �èíèòíàÿ ïî
p. Âïðî÷åì, ñîâñåì íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü åãî è íà ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé Øâàðöà.Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà.(1) Â ñèëó (13.1): R(f)(φ+π,−p) = Rf(φ.p), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ Rf åñòü �óíêöèÿèìåííî íà ìíîãîîáðàçèè ïðÿìûõ.(2) �àâåíñòâî (13.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Rf(φ, p) =

∫
dx1

∫
dx2 f(x1, x2)

∫
dt δ(x1 + t sinφ− p cosφ)δ(x2 − t cosφ− p sinφ) =

=

∫
dx1

∫
dx2 f(x1, x2)

∫
dt

| sinφ| δ
(
t+

x1
sin φ

− p
cosφ

sin φ

)
δ(x2 − t cosφ− p sinφ) =(ãäå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî sinφ 6= 0)

=

∫
dx1

∫
dx2 f(x1, x2)

1

| sinφ| δ
(
x2 +

x1 cos φ

sinφ
− p

sinφ

)
=

=

∫
dx1

∫
dx2 f(x1, x2)δ(x1 cosφ+ x2 sin φ− p),(13.2) ÷òî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ sin φ = 0.



50 (3) Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ïåðåñòàíîâî÷íî ñ âðàùåíèÿìè ïëîñêîñòè. Ïóñòü äàíà f(x1, x2)è ïóñòü f (α)(x1, x2) = f(x1 cosα− x2 sinα, x2 cosα+ x1 sinα). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî(13.3) Rf (α)(φ, p) = Rf(α+ φ, p).(4) Åñëè f(x1, x2) çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r = √x21 + x22 äî íà÷àëà êîîðäèíàò, f(x) =
F (r), òî ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà çàâèñèò òîëüêî îò p:(13.4) Rf(φ, p) =

+∞∫

−∞

dt F (
√
t2 + p2) = F̂ (p),ãäå F̂ (p) � îáîçíà÷åíèå.(5) Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ïåðåñòàíîâî÷íî è ñî ñäâèãàìè ïëîñêîñòè. Ïóñòü äàíà f(x1, x2) èïóñòü f (y)(x1, x2) = f(x1 + y1, x2 + y2). Òîãäà ïî (13.2) ëåãêî âèäåòü, ÷òî(13.5) Rf (y)(φ, p) = Rf(φ, p+ y1 cos φ+ y2 sinφ).13.2. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà. Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà, î-áåñïå÷èâøèì åìó ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, ïðåæäå âñåãî â òîìîãðà�èè, ÿâëÿåòñÿ åãî îáðàòè-ìîñòü, ò.å. âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñàìîé �óíêöèè f(x1, x2) ïî åå èíòåãðàëàì ïî ïðÿ-ìûì. Ââèäó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà, äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ âîññòàíàâëèâàòü�óíêöèþ â êàêîé-òî îäíîé òî÷êå, íàïðèìåð f(0, 0) è íà÷àòü ìîæíî ñ ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íûõ�óíêöèé. Èòàê, ïóñòü f(x1, x2) = F (r). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà çàäåòñÿ �óíêöèåé F̂ (p)ïî (13.4), ò.å.

F̂ (p) = 2

+∞∫

0

dt F (
√
t2 + p2) =

+∞∫

p2

dt√
t− p2

F (
√
t).Ýòî òîæå èçâåñòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå: ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ ïîðÿäêà 1/2. Åãî îá-ðàùåíèå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì(13.6) F (r) = −1

π

∞∫

r

dp√
p2 − r2

F̂ ′(p).Äîêàæåì åãî. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäûäóùåìó
F̂ ′(p) = 2p

+∞∫

p2

dt√
t− p2

∂F (
√
t)

∂t
.(Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà íóæíî çàìåíèòü íèæíèé ïðåäåë íà p2 + ǫ, ǫ > 0, à ïîòîìïåðåéòè ê ïðåäåëó.) Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (13.6) ïðèíèìàåò âèä:ï.÷. = −2

π

∞∫

r

dp p√
p2 − r2

+∞∫

p2

dt√
t− p2

∂F (
√
t)

∂t
=



51(çàìåòèì, ÷òî çäåñü t > p2 > r2)
= −2

π

+∞∫

r2

dt
∂F (

√
t)

∂t

√
t∫

r

dp p√
(p2 − r2)(t− p2)

=

= −1

π

+∞∫

r2

dt
∂F (

√
t)

∂t

t∫

r2

dx√(
t− r2

2

)2

−
(
x− t + r2

2

)2
=

= −1

π

+∞∫

r2

dt
∂F (

√
t)

∂t

1∫

−1

dx√
1− x2

= −
+∞∫

r2

dt
∂F (

√
t)

∂t
,÷òî è ñëåäîâàëî äîêàçàòü. Â ÷àñòíîñòè èç (13.6) ñëåäóåò, ÷òî(13.7) F (0) = −1

π

∞∫

0

dp

p
F̂ ′(p) ≡ − 1

2π

+∞∫

−∞

dp

p
F̂ ′(p),ïðè÷åì ââèäó òîãî, ÷òî F̂ (p) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, ýòè èíòåãðàëû õîðîøî îïðåäåëåíû è íå òðåáóþòðåãóëÿðèçàöèè. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ �óíêöèè f . Óñðåäíèâ åå ïî îêðóæíîñòè ñöåíòðîì â òî÷êå 0, ïîëó÷àåì �óíêöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ, îáîçíà÷èì åå(13.8) F (r) =

1

2π

2π∫

0

dφ f(r cosφ, r sinφ).Î÷åâèäíî, ÷òî(13.9) F (0) = f(0, 0).Ïóñòü F̂ (p) îïðåäåëåíî, êàê â (13.4). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü,(13.10) F̂ (p) =
1

2π

2π∫

0

dφRf(φ, p).Ìû âèäèì, ÷òî F̂ (p) � ñðåäíåå Rf(φ, p) ïî ïðÿìûì, ðàâíîîòñòîÿùèì îò òî÷êè {0.0}. Òåïåðü, ïî(13.7) è (13.9) èìååì:(13.11) f(0, 0) = − 1

2π

+∞∫

−∞

dp

p
F̂ ′(p).Äëÿ âîññòàíîâëÿíèÿ f(x1, x2) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 5, óêàçàí-íûì âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ââåäåííîãî òàì îáîçíà÷åíèÿ f(x1, x2) = f (x)(0, 0). Òîãäà ïî(13.5)(13.12) Rf (x)(φ, p) = Rf(φ, p+ x1 cosφ+ x2 sin φ),òàê ÷òî èç (13.11) ïîëó÷àåì(13.13) f(x1, x2) = − 1

2π

+∞∫

−∞

dp

p
F̂ ′
p(x1, x2; p).ãäå, êàê ñëåäóåò èç (13.10) è (13.12)(13.14) F̂ (x1, x2; p) =

1

2π

2π∫

0

dφRf(φ, p),



52÷òî çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìû âèäèì, ÷òî F̂ (x1, x2; p) � ñðåäíåå�óíêöèè Rf(φ, p) ïî ïðÿìûì, ðàâíîîòñòîÿùèì îò òî÷êè x = {x1.x2}.Ïðèìåð. Ïóñòü f(x1, x2) = e−r
2. Òîãäà ïî (13.4)

Rf(φ, p) =
√
πe−p

2

.Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 13: È.Ì.�åëü�àíä, Ñ.�.�èíäèêèí, Ì.È.�ðàåâ �Èçáðàííûå çàäà÷è èíòå-ãðàëüíîé ãåîìåòðèè�, ãë. I.


